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PFi vykladu specialni teorie relativity ¢i zakladd obecné teorie relativity stoji ucitelé na stfednich

i vysokych Skolach pred Ukolem vysvétlit takzvany paradox dvojcat. Ten ikonickym zplsobem
prezentuje samu podstatu Einsteinovy teorie, to jest, Ze ¢as neni absolutni, nebot’ jeho hodnota
mérfena hodinami zavisi na celé jejich konkrétni historii. Stejné hodiny s réznou historii proto naméfi
rlizné casy — presnéji, odliSné ¢asové intervaly mezi dvéma uddlostmi. Vyklad ,paradoxu” dvojcat
ovSem neni jednoduchy. Ani klasické uCebnice zde bohuZel neposkytuji podrobny navod, jak ho
studentiim srozumitelné a pfitom fyzikalné spravné objasnit. Pravé to je cilem naseho prispévku.

Zaéneme klasickou formulaci problému a jeho ob-
vyklym feSenim. Tim pfipomeneme, o co pres- ct
né jde, jaké byvaji nedostatky v samotném zadani
i uskali béinych argumentaci. V nasledujici ¢dsti
¢lanku pak navrhneme pedagogicky prijatelnéjsi
zpusob vykladu ,paradoxu® dvojéat. Jeho vyhodou
bude také to, Ze propoji argumenty i vzorce specialni
a obecné teorie relativity zptisobem, ktery (pokud je
nam znamo) nebyl v ¢eské didaktické literature do-
sud uplatnén. T

Jana priléta

Klasické zadani ulohy

Jana odléta
Na povrchu Zem¢ (inercidlni soustavy) jsou dvojcata. Adam

Jedno z nich (Adam) zlstane na Zemi, druhé (Jana)
odstartuje ze Zemé v kosmické lodi spojené s rake- 2
tou a v kratké dobé nabude velké rychlosti v < ¢ (napf.
v = 0,6 ¢). Touto rychlosti se dlouho pohybuje.! Potom 0
se brzdénim zastavi, pohybuje se stejnym zpisobem
zpét a vrati se k Adamovi do mista, ze kterého Jana
odstartovala (viz obr. 1). Jana ma hodiny, které udavaji
jeji vlastni ¢as. Otazkou je, jaky ¢as budou tyto Janiny
hodiny po navratu na Zemi ukazovat vzhledem k Ada-
movym hodindm, jestlize byly v okamziku startu oboje
nastaveny na vychozi ¢as 0.

Podle teorie relativity plati, Ze hodiny Jany (jeji vlast-
ni hodiny) budou po névratu ukazovat mensi hodnotu
nez hodiny Adama (jeho vlastni hodiny). To znamens,

Obr. 1 Prostorocasovy diagram znazornujici historii Adama
na Zemi (v inercidlni soustavé) a Jany v raketé. Vodo-
rovné doprava se vynasi vzdalenost x od Zemé,
zatimco svisle nahoru Adam(v cas t. Jednotky jsou
zvoleny tak, Ze svétlo se v tomto diagramu 3ifi pod
Uhlem 45° (neboli na svislé casové ose vynasime ct,
kde c je rychlost svétla).

Nedostatky v zadani této tlohy

ze celkové v raketé plynul éas pomaleji nezli na Zemi.
Tato asymetrie vysledku se zda byt v rozporu s prin-
cipem relativity (v tomto pripadé vSak nespravné apli-
kovanym), podle néhoz jsou v§echny inercidlni sousta-
vy rovnocenné, takze by naopak hodiny Adama mély
ukazovat mensi hodnotu nez hodiny Jany po navratu.

1 Protoze v tomto textu budeme uvazovat pouze jednoroz-
mérné (pfimocaré) pohyby, pro jednoduchost vyjadfovani
budeme misto spravného terminu ,velikost rychlosti“ pou-
Zivat pojem ,,rychlost®.

Problém vidime hned na samém zac¢atku. Povrch Zemé
nenfi inercidlni vztaznd soustava, na coz miize pfemys-
livy student opravnéné poukazat. Na zemském povr-
chu prece vSude piisobi sila gravita¢ni pritazlivosti
Zemé. Aby se Adam se svymi hodinami nepropadl
do stfedu planety, musi na néj pasobit sily zemské-
ho povrchu. Zemé se také otaci kolem své osy, tak-
Ze v daném misté pusobi odstfediva sila (a kdyby se
po Zemi pohyboval, pak i dalsi neinercialnisila Corio-
lisova). Je tu také gravita¢ni slapové pisobeni Mésice
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a samozrejmé Slunce, kolem kterého celd Zemé obiha.
Na Adamovy hodiny tedy neustéle ptisobi velmi slo-
Zita vyslednice (¢asové proménnych) sil a tudiz zrych-
leni, diky nimz jeho trajektorie urcité neni pfimka. To
je v pfimé kontradikci s definici inercidlni soustavy,
ve které se ,kazdy volny hmotny bod pohybuje rov-
nomérné ptimocare®.

Tento zjevny nedostatek zaddni snadno vyfesime
tim, Ze pfemistime Adama mimo Zemi do vesmirného
prostoru, tfeba na kosmickou stanici nékde ve Slune¢ni
soustavé.” Tam se jiz nachaz{ v beztiZi a jeho setrvaény
pohybovy stav Ize (s velmi dobrou mirou aproximace)
skute¢né pokladat za inercidlni. Rezidudlni neinercial-
ni efekty v kosmické stanici Adama jsou zcela zane-
dbatelné vaci tém, které zptisobi Janina daleka cesta
v raketé.

Doporucujeme proto pfi ,,paradoxu” dvojcat radéji
hovofit o Adamovych hodinach méfticich vlastni ¢as
ve Slunecni soustavé, nikoli nékde na Zemi. A uvést
pro¢, coz pomtize pochopit rozdil mezi inercialni a ne-
inercialni vztaznou soustavou, tedy klicovymi pojmy
klasické i relativistické mechaniky.

Druhym, mnohem zavaznéj$im koncepénim pro-
blémem je pfedpoklad, ze kosmické lod's Janou ,,v krat-
ké dobé nabude velké rychlosti“ v (fadové srovnatelné
s rychlosti svétla ¢).* To viak znamena, Ze raketa musi
hodné zrychlit. Po delsi dobé letu ustalenou rychlosti v
pak musi naopak rychle zpomalit, aby zastavila, u¢init
obratku a vydat se zpatky k Zemi. Tedy jesté jednou bé-
hem kratké doby zrychlit a na konci zase rychle zpoma-
lit.* Celkem ¢tytikrét je tedy raketa velmi silné neiner-
cidlni. Co se béhem toho stane s Janinymi hodinami?
O tom specialni teorie relativity nedokdze (striktné vza-
to) nic fici, vidyt jeji vzorce se omezuji jenom na inerci-
dlni vztazné soustavy. Snazime se tu tedy objasnit pod-
statu a klicové jevy specidlni teorie relativity pomoci
argumentd, které jdou za ramec jeji platnosti!

V tento okamzik musi kazdy uvazujici student pro-
padnout panice (v hor§im ptipadé zmatku, znechuce-
ni nebo letargii) a zac¢it bombardovat svého pedagoga
opravnénymi protesty. Jak na né mé doty¢ny pedagog
spravneé reagovat?

2 Re&eno pfesnéji, kosmickou stanici s Adamem musime
umistit na takzvanou geodetickou trajektorii co nejdale
od Slunce, planet, mésicii a planetek. Geodetika je v obec-
né teorii relativity trajektorie volného objektu zanedbatelné
hmotnosti, ktera je ,,lokdlné pfima“ neboli ,,lokdlné iner-
cialni®, tedy odpovidajici ,,volnému padu®. Aby se v této
lokdlni inercidlni soustavé kosmické stanice neprojevo-
valy ani slapové jevy dané nehomogenitami gravitaéniho
pole, musime ji poslat daleko od zdroju gravitace, tedy dal
od Slunce, Zemé a dal$ich zna¢né hmotnych téles.

3 Onou rychlosti v se zde pochopitelné mysli - aniz to bylo
zdtiraznéno - rychlost pohybu kosmické lodi Jany (jeji
zména vzddlenosti s ¢asem) vU¢i inercidlni soustavé Slu-
neéni soustavy. Rychlost kosmické lodi vuci jeji vlastni
neinercialni a pak inercidlni soustavé je samoziejmé stale
nulova.

4 Jak déle uvidime, pii zrychleni a = 9,81 m-s, coZ je béz-
né pozemské tihové zrychleni g, by raketa pro dosazeni
rychlosti 0,6 ¢ musela zrychlovat asi tfi ¢tvrté roku. Lze
to pokladdat za ,velmi kratkou dobu®, letime-li napfiklad
k nejbliz$im hvézdam, jeZ jsou od nds vzdaleny jen par své-
telnych let? Dobu zrychlovani (tedy neinerciality) kosmic-
ké lodi lze zkritit, ale jen za cenu vétsiho zrychleni, jaké by
Jana se svymi vlastnimi hodinami po tu dobu pocitovala.
Tézko silze predstavit, ze by dokazala prezit tfeba jen dese-
tindsobek g (coZ by neinercidlni fazi letu zkratilo asi na mé-
sic). Kazdopadné by to nebyla piijemna vyprava do hlubin
vesmiru.

Nuze: jedinym spravnym fesenim je pfiznat prav-
du! Ano, v tomto bodé opravdu opoustime doménu
specidlni teorie relativity a ocitime se na (z hlediska
stredoskolské fyziky slozité a neprobadané) ptidé Ein-
steinovy obecné teorie relativity. Uzasné teorie, kterd
pravé zobecnénim vzajemné relativity fyzikalnich déja
i na neinercialni (obecné urychlené) vztazné soustavy
pochopila gravitaci jako deformaci prostoroc¢asu. Tedy
na neporovnatelné hlubsi urovni nez pomoci nézor-
né, avsak ne zcela presné Newtonovy predstavy gra-
vita¢nich sil. Konzistentni a uplny vyklad ,,paradoxu®
dvojcat Ize tedy podat jen aplikaci vzorcti a argumentt
v kontextu obecné relativity. Pravé to je hlavnim smy-
slem naseho pfispévku. Jesté predtim ale zrekapitulu-
jeme, jakym pedagogickym zptsobem se ,paradox”
dvojcat bézné vyklada a objasnuje.

Problémy v feSeni této ulohy

Pominme jiz zminéné nedostatky v obvyklém zadani
ulohy a obratme se k jejimu re$eni, jak byva prezento-
vano v dostupnych ¢eskych ucebnicich a knihach.

Vétsinou se odpovéd na problém ,,paradoxu” dvoj-
¢at hledd vyhradné v ramci specidlni relativity a pou-
zije se standardni vztah pro dilataci casu

At

172
N

kde At; oznacuje vlastni ¢as, ktery nameérti Jana v rake-
té, zatimco At je doba namérend Adamovymi vlastnimi
hodinami doma ve Slune¢ni soustavé. Ptitom se zdi-
razni, ze vztah (1) (uvedeny napf. v [1]) je spravny, nebot
je experimentalné prokazanym faktem.’

5 Naptiklad delsi dobou Zivota nestabilnich ¢éstic produko-
vanych ve sprskach kosmického zateni (napf. mion), po-
hybem ¢&astic a jejich srazkami v urychlovacich, jemnymi
korekcemi navigacnich systéma GPS ¢i Galileo atd.

Obr. 2 Kilasickd vysokoskolska u¢ebnice specialni teorie
relativity od profesora Vaclava Votruby (vydana
v nakladatelstvi Academia v roce 1969 a v nezmé-
néné podobé v roce 1977), jez obsahuje podrobné
vypocty ,paradoxu hodin”.
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Namitka proti této argumentaci i vysledku je zfej-
ma: Co kdy?z stejnou uvahu provedeme naopak z hledis-
ka Jany v raketé? Vzdyt prece oba systémy jsou podle
teorie relativity rovnocenné! Z pohledu Jany se naopak
stejnou rychlosti v (jen s opa¢nym znaménkem, kte-
ré viak ve vzorci (1) nehraje roli) pohybuje Slunecni
soustava. V takovém pripadé dostaneme presné opacny
vysledek: hodiny Jany museji podle vztahu (1) ukazo-
vat véts$i hodnotu nez hodiny Adama. Neboli v raketé
plyne cas rychleji nez ve Slune¢ni soustavé. Tim vzni-
ka matematicky paradox: nemiize prece byt At > At
a soucasné At < At,,.

V nékterych ucebnicich pro stiedoskolskou vyuku
a v populariza¢nich knizkéch, naptiklad [2, 3 a 4], se
vysvétluje, ze z fyzikalniho hlediska jsme nespravné
povazovali soustavu spojenou s kosmickou lodi Jany
za inercialni. Protoze béhem svého letu kosmicka lod
zrychlovala a zpomalovala, neni rovnocennd s inercial-
nim systémem Slune¢ni soustavy. Konzistentni vysle-
dek je jenom jeden: Hodiny Jany budou po navratu
opravdu ukazovat mensi hodnotu nez Adamovy hodi-
ny. V tomto smyslu plynul ¢as v kosmické lodi celkové
pomaleji nezli ve Slune¢ni soustavé.

I kdyz toto je zcela spravné fyzikalni feseni ,,parado-
xu“ dvojcat, vypocetné se jiz dale nerozebira.

Hleda-li pedagog radu a podrobné pocetni vysvét-
leni situace v ,kanonické“ Votrubové vysokoskolské
ucebnici specidlni teorie relativity [5] (obr. 2), véc se,
bohuzel, ponékud zkomplikuje. Problému ,,paradoxu
hodin“a jeho feSeni je vénovana ¢astIV.4.4 na str. 145-
148 (v¢etné dulezitého obrazku 13). Argumentace vy-
uziva vyhradné aparat specialni teorie relativity a tak-
zvanou ,,hypotézu hodin®. Ukazuje zejména kli¢ovou
véc, totiz, ze pro spravné a jednoznaéné urceni rozdilu
¢asovych intervalti z hlediska Adama ¢i Jany se nesmi
zanedbat relativnost soucasnosti.

Vcelku naro¢ny a pocetné zdlouhavy vypocet
ve Votrubové knize, ktery koncepéné vychazi z ¢lanku
Edwarda Lowryho z roku 1963 [6], je stru¢néji zopako-
vanvinternim textu [7]. V pfehledné podobé je uveden
také na str. 276-278 vysokoskolské u¢ebnice Horského,
Novotného a Stefanika [8].

Pochopeni celého problému podle naseho nazoru
velmi pomahd, kdyz namisto o dvou hodindch (o dvoj-
c¢atech) radéji hovorime o tfech hodindch (o trojc¢atech),
protoze je nutné vzit do Gvahy vzdjemné vztahy mezi
ttemi riiznymi inercidlnimi soustavami, nikoli jenom
dvéma, viz obr. 3 a ramecek 1. Ostatné tato skute¢nost
se zdiiraznujeiv [7,8a9].

Problémenm je, Ze pti feseni ,,paradoxu dvojcat po-
moci jenom dvojéat se bézné aplikuje ,,hypotéza ho-
din®“. Ve Votrubové uclebnici [5] se na str. 145 uvadi
takto: ,Budeme predpoklddat, Ze hodiny [v raketé] jsou
sestrojeny tak, Ze jsou prakticky ,necitlivé‘ na zrychle-
ni viili [inercidlni soustavé] S, vyvolané vnéjsi mecha-
nickou (negravitaéni) silou, kterd na né piisobi pti uvi-
déni kosmické lodi do pohybu a p¥i jejim zastavovdni.”
A o kousek dale: ,,Jinymi slovy miiZeme pfedpoklddat,
Ze kosmickd lod na cesté tam i zpét je prakticky stdle
v pohybu viic¢i S konstantni rychlosti v.“

Je tu tedy dalsi komplikace a zdroj mozného zma-
teni: Jestlize jsou hodiny v raketé ,necitlivé“ na zrych-
leni vyvolané ,vnéj$i mechanickou (negravitacni) si-
lou®, tak ¢im je zptsoben rozdil v ¢asech namérenych
obéma hodinami, kdyZ je nakonec porovname? Co je
ona ,,vnéjsi mechanicka sila“? Vidyt prece kosmicka

ct

Jana

Ay

Adam
Jitka

Obr. 3 Prostorocasovy diagram znazornujici historii Adama
(v jeho inercidlni vztazné soustavé), odlétajici Jany
v raketé a pfilétajici Jitky v jiné raketé. Kdyz se Jana
pravé miji s Jitkou (udélost oznacena M), pieda ji svij
¢asovy Udaj. Ten nakonec Jitka porovna s Adamo-
vym &asem. Reseni ,paradoxu” dvojéat ,pomoci
trojcat” spociva v relativité soucasnosti: v inercialni
soustaveé Jany je s udalosti M sou¢asna Adamova
udalost A;, zatimco v jiné inercialni soustavé Jitky je
se stejnou udalosti M soucasna jind udalost A,, ktera
v Adamové Zivoté nastala mnohem pozdéji nezli uda-
lost A;. Pravé existence dlouhého ¢asového intervalu
mezi A; a A, je pric¢inou, pro¢ hodiny Adama budou
i z pohledu rakety nakonec ukazovat celkovy vétsi
¢as nez hodiny, které zpatky do Slunec¢ni soustavy
dopravi Jitka (a jez byly v M synchronizovény s ¢asem
Jany). Adam je jednoznacné starsi nez Jana, paradox
se nekona.

lod zrychluje ,,sama od sebe“ pomoci vlastniho rake-
tového pohonu. A proc¢ je zde v zavorce uvedeno slovo
»negravita¢ni“? To naznacuje, Ze ,gravita¢ni zrychle-
ni“chod hodin v raketé moznd néjak ovliviiuje. Ale jak
piesné? A lze tento efekt opravdu zanedbat?®

Jak v dal$im uvidime, pravé vliv tohoto ,,gravita¢ni-
ho zrychleni® na chod hodin je klicovy pro vysvétleni
zdanlivého paradoxu dvojéat. Pravé on je zodpovédny
za neekvivalenci vztaznych soustav Adama a Jany, a tu-
diz za odli$ny vzéjemny chod jejich vlastnich hodin.
Nebot (konstantni) zrychleni kosmické lodi je totéz
co pritomnost (homogenniho) gravita¢niho pole, viz
obr. 4. Vyjadfeno stru¢né: a = g, a to nejen ¢iselné, ale
v tom nejhlubs$im fyzikdlnim slova smyslu. Toto tvrze-
ni je podstatou slavného principu ekvivalence, hlavniho
vychodiska obecné teorie relativity.”

6 Zminénou formulaci v [5] profesor Votruba vyjadiuje ,hy-
potézu idealnich hodin“. V moderni terminologii se jedna
o onu ¢ast Einsteinova principu ekvivalence, ktera se nazy-
vé lokdlni Lorentzova invariance (LLI). Jde o to, Ze lokdlné
plati specialni relativita (,,ve volné padajici, lokalni inerci-
4lni soustavé nejsou fyzikalni zakony zavislé na jejim po-
hybu® - tedy ani na okamzitém zrychleni této soustavy).
Vice podrobnosti o LLI Ize najit v préci [10] o experimen-
talnich testech obecné relativity, kterd je vefejné dostup-
nd na webu. Pfi zrychlovéni rakety ale Jana neni v lokalni
inercialni soustavé - neni ve stavu ,beztize®, kdy by jenom
»volné padala“. Proto v jeji neinercidlni soustavé (jez se vici
Adamovi nutné pohybuje ménici se rychlosti) nelze argu-
ment ,hypotézy hodin“ pfimo, tedy bez hlubsiho rozboru,
globdlné aplikovat.

7 Sam Einstein ho dokonce oznacil za ,nej$tastnéjsi napad
svého zivota®“.
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Re3eni paradoxu dvojéat
pomoci trojcat

Na uvod gymnazidlniho vykladu zdkladnich poznatku spe-
cialni teorie relativity klade jeden z autorG (AT) motivacni
otazky - napfiklad: ,Mohou byt dvoj¢ata réizné stara?”!
Jednou pfi vysloveni ¢asti otazky: ,Mohou byt dvojcata...”
jeden zak pohotové a vtipné doplnil: ... tfi ?“ Je pozoru-
hodné, ze - aniz si to uvédomil - mél plnou pravdu! Pri fese-
ni paradoxu dvojcat jenom v rdmci specidlni teorie relativity
totiz opravdu musime uvaZovat trojcata, ktera si navzajem
peclivé porovnavaji své vlastni hodiny. Kromé Adama a Jany
jesté (treba) Jitku.

Zatimco Adam zUstava ve Slune¢ni soustavé, Jana se
v raketé vydala pry¢ rychlosti v. Podle vzorce (1) pro dilataci
Casu starne Jana vici Adamovi pomaleji, ale naopak star-
ne pomaleji také Adam viici Jané.? To véak zadny paradox
nezpUlsobuje, protoze jejich hodiny (ukazujici jejich vlastni
casy) nelze navzajem pfimo porovnat. Pfimé porovnani to-
tiz vyzaduje, aby se oboje hodiny nachdzely na stejném miste.
Protoze viak Jana leti stale dal a dél do hlubin vesmiru, jejich
hodiny se uz nikdy nepotkaji.

1 Jinou péknou inspiraci je, Ze v matematice plati 2 + V2 # 4/s,
avsak ve fyzice dava dobry smysl Yac + Yac = 4/sc, nebot pravé to
fika spravny vzorec pro skladani rychlosti ve specidlni relativité.

2 Presnéji bychom situaci méli popsat takto: Hodiny Jany v jeji
inercialni soustavé se zpozduji oproti hodinam synchronizova-
nym v inercidlni soustavé Adama, které Jana postupné pii svém
letu potkava. Totéz tvrzeni symetricky plati i naopak, totiz ze
hodiny Adama se zpozduji oproti hodinam synchronizovanym
v inercidlIni soustavé Jany. V odlisnych inercidlnich soustavach
jsou stejné idedlni hodiny synchronizovany odlisné! Pojem
,soucasnost” je tedy relativni: Adam (ve své soustavé) povazuje
za ,soucasné” jiné udalosti, nezli Jana (ve své soustavé).

Tim jsme se dostali k jadru naseho ¢lanku, jehoz za-
kladni otdzka zni: Lze ,paradox” dvoj¢at dobfe vysvét-
lit vphradné jen v ramci specialni teorie relativity plat-
né pro inercialni vztazné soustavy, anebo je vhodnéjsi
(¢i dokonce nutné) pouzit $ir$i kontext obecné teorie
relativity? A jak spolu oba pristupy vlastné souviseji?
Cilem nasledujicich ¢asti ¢lanku je ukazat, Ze feSeni
pomoci obecné relativity je fyzikalné pfirozenéjsia pe-
dagogicky vhodnéjsi.

Explicitni feSeni pohybu rakety, ktera zrychluje

Zac¢neme tim, Ze vybudujeme a spoc¢itdme adekvatnéj-
$i model pohybu rakety. V knize [5] se pfedpoklada,
Ze raketa je ,prakticky stdle“ v setrvaéném pohybu

Obr. 4 Tatdz raketa s Janou ve stejné situaci, interpretované
,zvenci” jako zrychleni (horni ¢ast obrazku) a , ze-
vniti jako gravitace (dolni ¢ast obrazku). Podle

Einsteinova principu ekvivalence nemuze Jana

zevniti kosmické lodi (lokalné) rozlisit, jestli raketa

ve volném prostoru zrychluje smérem doprava (horni
interpretace) anebo v klidu spocivd v gravitacnim poli
plsobicim doleva (dolni interpretace).

Pravé v tomto misté Uvah vstupuje na scénu jejich trojce
Jitka! Ta se kdysi ddvno (dfive nez Jana) vydala do vesmi-
ru a ted' se ve své raketé uz vraci doml na Zemi, viz obr. 3.
Leti po stejné trase jako Jana, md i stejnou rychlost v, jenom
opacné orientovanou (vektor rychlosti Jany mifi od Zemé,
zatimco Jitky k Zemi). Ve chvili, kdy se obé mijeji (jsou
na stejném misté, ve stejné udalosti M), prevezme Jitka tdaj,
ktery pravé ukazuji hodiny Jany, a tento Janin cas si nastavi
na svych hodinach. Jitka se tedy nyni vraci k Adamovi a nese
zpatky k nému cas Jany (idedlni by bylo, kdyby se vse ,do-
predu naraficilo” tak, aby v okamziku mijeni byly Jana a Jitka
stejné staré...). Raketa Jitky se vii¢ci Adamovi pohybuje zase
stejnou rychlostiv, takze i béhem zbytku letu plati vzorec (1)
pro dilataci ¢asu a ma také stejnou hodnotu. Kdyz se Jitka
vrati do Slunecni soustavy a miji Adama, porovnaji si navza-
jem své hodiny: Adamovy, které byly stale na tomtéz misté,
a pohybuijici se Jitky (obsahujici i ¢asovy udaj Jany v prvni
poloviné cesty smérem pry¢ od Zemé). Zjisti, ze Adam ze-
starl vice. Zadny paradox se nekona...

Pro¢? Jenom Adam byl totiz po celou dobu v téZe inercidl-
ni vztazné soustavé. Jana a Jitka se sice také (kazda zvlast)
pohybovaly konstantni rychlosti v, ale kdyz Jana preda-
vala svij ¢asovy udaj Jitce pfi vzdjemném mijeni v kosmu
v udalosti M, stalo se cosi zasadniho a z hlediska klasické
Newtonovy fyziky zvlastniho: béhem preddvdni casového
udaje od Jany k Jitce Adam ndhle ,ve vztahu k nim“ zestdrl!
Davodem je, Ze inercidlni vztazné soustavy Jany a Jitky se
hodné lisi (pohybuiji se vii¢i sobé obrovskou rychlosti). Proto
se lisi i to, co ony povazuji za soucasné s udalosti M, kdy si
predévaji casovy udaj. A toto ,liSeni se dvou soucasnosti” je
onen casovy interval A;A,, o ktery ,Adam prudce zestérne
(obr. 3). Kdyz se vse peclivé spocitd pomoci vzorcl specialni
teorie relativity, vyjde jednoznac¢ny vysledek: Zadny para-
dox se nekona.

konstantnirychlosti v a (formalné nekone¢né!) zrych-
leni ptsobi jenom pfi startu, otocce a ptiletu, coz budi
fadu otdzek. Mnohem lepsi a realisti¢téjsi je naopak
predpokladat, ze na raketu po celou dobu jejiho ne-
inercidlniho letu piisobi konstantni zrychleni a = g.
V prvni ¢tvrtiné letu smérem od Zemé raketa zrychli
na nejvy$si rychlost, pak za¢ne brzdit, pficemz de-
celerace ma opét stejnou velikost a = g KdyZ v nej-
vzddlenéj$im bodé své drahy raketa zastavi, zacne
zase zrychlovat, tentokrat vSak smérem k Zemi, na-
¢ez v posledni ¢tvrtiné své kosmické plavby zpomali
na nulovou rychlost ve Slune¢ni soustavé, viz obr. 5.
Az v tento okamzik Ize ptimo porovnat vedle sebe sto-
jici hodiny Adama a Jany.

Cely let se tedy sklada ze ¢tyt podobnych useki.
Staci spocitat jenom jeden z nich, kdy raketa konstant-
né zrychluje z nulové na maximalni rychlost, dalsi tfi
daji shodny vysledek. Konkrétné musime urcit, jak
daleko raketa doleti, jaké dosahne maximdlni rychlos-
ti a hlavné: o kolik se hodiny Jany zpomali vii¢i Ada-
movym.

Vsechny tyto veli¢iny ziskame fesenim relativistic-
ké pohybové rovnice, ktera zobecnuje druhy Newtontv
zékon: Casova zména hybnosti rakety je rovnasile, kte-
rd je v nasi tloze ¢iselné rovna tize pocitované Janou
v kosmické lodi,

— =F =myg. 2)

I kdyz tato rovnice vypada na prvni pohled stejné
jako Newtonova rovnice klasické mechaniky, je zde né-
kolik zdsadnich rozdilii, které je nutno zdiraznit:

B Oproti klasické mechanice neni hybnost p urcena
souc¢inem okamzité rychlosti v s neménnou hmot-
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nosti m, objektu (hmotného bodu), ale s jeho ,,setr-
vac¢nou“ hmotnosti m, ktera s rychlosti roste podle
znamého vzorce specialni relativity, tedy

myv

vZ
Ji=e

B V relativistické teorii hovofime o konstanté m,
jako o klidové hmotnosti, protoze se vztahuje pou-
ze na vlastni vztaznou soustavu, vici niz je objekt
v klidu.

B Je nutné presné specifikovat, o jaky konkrétni ¢as
v rovnici (2) se jedna. V tomto pfipadé t oznacuje
Adamuv inercidlni ¢as méfeny ve Slunecni soustave.

p:mv:

©)

Rovnici (2) snadno vytesime pouhou tvahou i se
stfedoskolskymi znalostmi. JestliZe je jeji prava stra-
na (pfiznivou shodou okolnosti!) konstantni, musi
byt hybnost p linedrni funkci ¢asu t. Na vysoké $ko-
le prosté provedeme integraci diferencialni rovnice
prvniho fadu p = mgg s konstantni pravou stranou.
Tak nebo tak, obecné feseni pohybové rovnice rake-
ty s konstantnim zrychlenim a = g je p = mygt + p,.
Na pocatku je rychlost, a tedy i hybnost nulova, tak-
ze py = 0. Dostali jsme tedy prvni integral pohybové
rovnice ve tvaru

v

Tz 7"
1=z

Odtud trivialni upravou vyjadtime rychlosti rakety
jako funkci casu (méfeného Adamem ve Slunecni sou-
stave)®

@)

o) =—395 5)

1+(%t)2

Véimnéme si, Ze pro velmi malé casy dostavime
priblizné v(f) = gt, coz je vzorec klasické mechaniky,
zatimco naopak pro velmi velké ¢asy je asymptoticky
v(t) = c. Piestoze raketa stdle zrychluje, nemuze preko-
nat rychlost svétla.

Protoze rychlost je ¢asova zména (derivace) polohy,
muzeme odtud dalsi integraci (substituci za vyraz pod
odmocninou) spoéitat vzdalenost x(t) = [v(¢) dt rakety
ve vztahu k Adamovi’

x(t)z%z 1+(%t)2—1 . ©)

Je zajimavé, Ze v prostoroéasovém diagramu (obr. 5),
kde vodorovné vynasime vzdalenost x a svisle ¢as t (pres-
néji prislusnou svételnou vzdalenost c?), to je pravé rov-
noosd hyperbola

274\2 2
<x+2c/g>_<ct) 1 -
c?/g c?/g
Proto fikdme, Ze konstantné zrychlujici objekt se
v relativistické mechanice pohybuje v prostorocase
po hyperbolické trajektorii.
Pro nage tivahy ohledné ,,paradoxu” dvojcat je vSak

vevr

dulezitéjsi urcit presnou souvislost mezi Adamovym

8 Timto vzorcem snadno ovéfime nase predchozi tvrzeni, Ze
raketa dosdhne rychlosti 0,6 c asi za tfi ¢tvrté roku.

9 Kdo jesté neumi integrovat, muze alespoi ovéftit, ze derivo-
vanim funkce (6) podle ¢ dostaneme pravé (5).

ct

Jana priléta

Adam Jana odléta

Obr. 5 Prostorocasovy diagram znazornujici historii Adama
ve Slune¢ni soustaveé a Jany v raketé, ktera zrychluje
a brzdi pfi odletu i priletu stale stejnym zrychlenim.
Porovnani vlastniho ¢asu Adama v jeho inercidlni
soustaveé a vlastniho ¢asu Jany v jeji neinercidlni sou-
stavé rakety nesporné dokazuje, ze Adam zestarne
vice nez Jana.

Casem t méfenym ve Slune¢ni soustavé a viastnim ca-
sem Jany v raketé, ktery budeme oznacovat symbolem 7.
Béhem krdtkého casového intervalu je dan obvyklym
vzorcem (1) pro dilataci ¢asu, tedy

®)

Zde je pouzita lokdIni Lorentzova invariance obec-
né relativity neboli je lokdlné aplikovana ,hypotéza
hodin® - tedy ze lokdlné lze s kazdou (i neinercialni)
soustavou asociovat okamZitou inercidlni soustavu,
ve které plati vzorec (8) nezavisle na hodnoté zrychle-
ni rakety. Rychlost v vSak v pribéhu letu uz neni kon-
stanta, ale konkrétni funkce (5). Musime ji proto dosa-
dit do (8) a provést integraci takto vzniklé funkce ¢asu
(»vSechny kratké casové intervaly vyscitat®),

dt
T= | ———— . ©)

(B

Po jednoduché substituci z = ¢ dostaneme stan-
dardni integral (viz str. 428 [11] nebo [12]) vedouci
na funkci ,argument hyperbolického sinu,

dz
——— = argsinhz. (10)
j V1 + z2 8
Po inverzi lze tedy vysledek vyjadrit ve velmi pék-
ném a kompaktnim tvaru

t= < sinh (Q ‘L'). 1)
g c

Pfipomenme, Ze hyperbolickd funkce sinh je defino-
vana vztahem sinh y = (¢’ — €7)/2, zatimco dalsi hy-
perbolické funkce jsou coshy = (¢ + ¢7)/2 atanhy =
sinhy/coshy.Je pozoruhodné, Ze i tyto specialni funk-
ce se objevi v dulezitych vzorcich pro vzddlenost rakety
a jeji rychlost (vii¢i Adamovi), kdyz vzorce (6) a (5) vy-
jadiime uzitim kli¢ového vztahu (11) a identity cosh?y
- sinh?y = 1 pomoci vlastniho éasu T Jany v raketé:
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9 Jana v raketé
je po celou dobu

Vv neinercialni

(zrychleng)
soustave, €€

C2

x(1) = g (cosh ( %T) - 1) (12)

v(t) =c tanh(%r). (13)

Pfimocarym zptisobem jsme tedy spocitali vSech-
ny hlavni vzorce popisujici relativisticky pohyb rakety
skonstantnim zrychlenim a = g, ato jak z hlediska casu t
Adama, jenz méfi svymi hodinami v inercidlni Slunec-
ni soustavé, tak viastnim casem v Jany v raketé, coz je
naopak neinercidlni vztazna soustava (raketa po celou
dobu letu zrychluje ¢i zpomaluje o hodnotu g).!°

Vztah mezi vlastnim ¢asem 7 Jany a ¢asem ¢ Ada-
ma je dan velmi jednoduchym vzorcem (11), a to pravé
hyperbolickou funkci sinh. Jesté 1épe to uvidime, kdyz
vzorec piepiSeme do ,,bezrozmérné“ podoby

(¢¢) = sinh (G).

Pro velké hodnoty argumentu je sinh y = %3¢, coz dava t
umérné e8¢, Z hlediska Jany v raketé proto ¢as ve Slu-
ne¢ni soustavé bézi nesmirné rychle. Janino dvojée
Adam vU¢i ni stirne v podstaté exponencidlné!

A nejen to, také vzddlenost rakety mérend Adamem
v klidové soustavé (12) roste prakticky exponencidl-
né, pokud ji métime vlastnim casem v Jany. A proto-
7e exponencidla roste hodné, opravdu HODNE rychle,
muze Jana doletét ve vesmiru hodné, opravdu HOD-
NE daleko! Dosazenim konkrétnich &iselnych hodnot
do vzorce (12) snadno zjistime, Ze za 5 rokii Jana doleti
do vzdélenosti 84 svételnych let, za 10 roku do vzdale-
nosti 14779 svételnych let, ale za 15 let uz do neuvéfi-
telné vzdalenosti 2582 155 svételnych let! To by boha-
té stacilo na prizkum nejen celé nasi vlastni Galaxie
(s pramérem disku radové 100 tisic sv. L), ale i sesterské
galaxie v Andromedé (kterd je od nas 2,4 milionu sv. 1.).

A pokud jde o rychlost rakety, pro velké hodnoty ar-
gumentu se funkce tanh y asymptoticky bliZi jedni¢ce,
takze diky vzorci (13) plati v — c. Z hlediska Adama
raketa s Janou nikdy nepfekond rychlost svétla. Relativi-
stickd mechanika je nadherna, plné konzistentni teorie.

Reseni ,paradoxu” dvojéat

z pohledu obecné teorie relativity

Vratme se nyni zpatky k hlavnimu tématu naseho ¢lan-
ku, jimz je fe$eni ,,paradoxu” dvojéat. Z predchoziho
vykladu je evidentni, Ze vztazna soustava Jany a jejitho
dvojeete Adama nejsou fyzikdlné ekvivalentni. Zadny
paradox se tedy nekona!

Konkrétné je to tak, Ze Adam ve Slune¢ni soustavé
se nachdzi stdle v inercidlni (klidové) soustavé, na kte-
rou nepusobi zadné sily. Naproti tomu Jana v raketé
je po celou dobu v neinercidlni (zrychlené) soustavé
(s konstantnim zrychlenim a = g). Tato asymetrie fy-
zikdlnich podminek zpiisobi, Ze hodiny Adama a hodi-
ny Jany budou ukazovat jiny ¢as poté, co je po navratu
Jany do Slune¢ni soustavy porovname ve stejné klidové
vztazné soustavé. Rozdil v chodu hodin je dén jejich
odlisnou historii. Tim, Ze se béhem celého déje nacha-
zely v riiznych fyzikdlnich podminkdch. Na tom prece
neni nic paradoxniho. Nikoho neptekvapi, ze dame-li

néjakou véc do zhavé pece, zatimco druhou stejnou ne-
chdme venku, budou nakonec taky vypadat jinak! Ne-
zvyklé se mize zdat snad jen to, Ze odlisnost v chodu
(stejnych a idealnich) hodin je ddna odli$nou kinema-
tikou, tedy jen riiznou historii jejich pohybu.

Pro ilustraci spocitejme vy$e odvozené vzorce pro
konkrétni hodnoty. V zaddni tlohy jsme jiz zminili
(stejné jako profesor Votruba ve své knize [5]) rychlost
inercialniho pohybu rakety v = 0,6 ¢. V takovém pri-
padé ma faktor ve vzorci (1) pro dilataci ¢asu hodnotu
5/4, takze

At = 1,25 At,,. (14)

Adam je proto po navratu Jany o 25 % star$i nez ona.
Chceme-li stejny vysledek ziskat nasim modelem kon-
stantné zrychlujici a zpomalujici rakety, nesmime za-
pomenout, Ze vzorec (11) plati jen pro kazdou ctvrtinu
celé cesty — neboli At = 4t, Aty = 47, coz po dosazeni
do (11) dava podminku

g . g
1,25 (- Aty) = sinh (=4, ). (19
4¢7° 4¢7°

Ozna¢ime-li vyraz v zévorkdch pomocnou promén-
nou

Y
= —At,,
Y =408t (16)

dostaneme rovnici sinhy = 1,25 y. Jeji numerické fe-
Seni je priblizné y = 1,1827, takze Jana béhem celého
letu zestarla o

Aty = 1,4457.10% s = 1673,3 dni,  (17)
coZ je zhruba 4,6 roku, zatimco Adam zestarl o
At =1,8071.10% s = 2091,6 dni,  (18)

tedy o 5/4 vice.

Pro tyto hodnoty mtizeme spocitat maximdlni do-
sazenou rychlost rakety (vidy uprostfed mezi Zemi
a nejvzdalenéj$im mistem), a to bud dosazenim ¢tvr-
tiny hodnoty (17) do vzorce (13), anebo ¢tvrtiny hod-
noty (18) do vzorce (5). V obojim pifipadé dostaneme
stejnou hodnotu

Vmax = 0,8283 C. (19)

Této rychlosti raketa podle vzorce (12) dosahla ve vzda-
lenosti

Xmax = 7,19.101% m = 0,76 svételného roku (20)

od Adama ve Slune¢ni soustavé, takze nejvétsi vzddle-
nost, kam raketa s Janou doletéla, byla 1,52 svételného
roku.

Priimérnd rychlost rakety béhem celé cesty byla pro-
to podle Adamovych hodin 0,53 c.

Kdybychom volili o néco delsi dobu letu Jany At,
enormné by narostlo zestarnuti Adama At (i dolet rake-
ty), protoze jejich podil je dan faktorem (sinh y)/y. Pro
¢tyfnasobnou hodnotu At je At uz zhruba 12krat vétsi
a tak dale. Sami si to vyzkousejte!

Pro zajimavost uvedme, Ze analogicky priklad roze-
bird ve své vynikajici u¢ebnici obecné teorie relativity
Bernard Schutz [13]. Namisto Adama a Jany ale hovori
o dvoj¢atech Artemis a Diané" a uvazuje vétsi rychlost

10 Zde uvedené vzorce a vypocty mohou na stfedni $kole po-
slouZit nejen na fyzikalnim seminafi, ale i na seminafi z ma-
tematiky, kde se u¢i derivovani a integrovani. Navic ukazuji,
k ¢emu mohou byt ve fyzice dobré ony ,,divné hyperbolické
funkce®, které najdeme skoro na kazdé kalkulacce.

11 Jde samoziejmé o odkaz na antickou mytologii. V ni jsou
vSak pribuzenské vztahy jiné: fecka bohyné Mésice a lovu
Artemis opravdu méla dvojce, kterym byl v§ak btih Slunce
a svétla Apollon. Diana je fimskou obdobou fecké bohyné
Artemis.
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v = 0,96 ¢, takZze koeficient ve vzorci (1) pro dilataci ¢asu
ma vétsi hodnotu 25/7. Zestarne-li Diana v kosmické lodi
0 14 let, Artemis mezitim zestarne o 50 let. P¥i opétov-
ném setkani na Zemi tedy bude o 36 let star$i nez Diana.

Také doporucujeme pro ilustraci paradoxu dvojéat
(zejména ¢iselnych vztaht mezi vlastnimi ¢asy) pouzit
demonstra¢ni program a interaktivni animaci kolegy
Krtouse [14].

Souvislost s dilataci ¢asu v gravita¢nim
poli podle obecné teorie relativity
Nyni se na celou situaci podivame z hlediska Einstei-
novy teorie gravitace neboli obecné relativity. Uvidime,
ze odvozené vzorce pro dilataci ¢asu zptisobené neiner-
cialnim pohybem rakety lze ekvivalentné interpretovat
jako vliv gravitacniho pole na chod hodin v raketé. Vy-
sledny efekt je ciselné zcela shodny.

Zacneme tim, Ze zavedeme (jak je v literatute ob-
vyklé) bezrozmérny faktor y. Ten udava miru dilatace
casu

Obr. 6 Pavodni tvar Einsteinova vzorce (23) pro dilataci ¢asu, resp. cerveny
posuv svétla v gravitacnim poli. Takto je publikoval ve svych ¢lancich
napsanych v Bernu roku 1907 (nahofe) a v Praze roku 1911 (dole).

t=yrt (1)

pti pohybu rychlosti v, viz (1), ale také narust setrvac-
né hmotnosti vzorcem m = ymy. Pro pohyb zrychlené
rakety ma tento faktor tvar

kde jsme pro vyjadfeni rychlosti v zavislosti na ¢ase t
Adama a 7 Jany pouzili vzorce (5) a (11).

Dale pripomeneme dulezZity vzorec obecné teorie re-
lativity pro dilataci ¢asu v gravitacnim poli neboli Cer-
veny posuv svétla:

t 1 P

_— = (23)
Zde © je rozdil gravitacnich potencidlii (newtonov-
skych) mezi misty, kde se nachdzeji dvoje identické ho-
diny, z nichz jedny méfi ¢as t, zatimco druhé méfi cas
7. Vidime, Ze hodné daleko od Zemé a Slunce (v iner-
cialni soustave), kde je gravita¢ni potencial @ vsude
stejny (nulovy), bude platit ¢ = 7. Cas v mistech obou
hodin tam poplyne stejné. Jestlize vSak jedny hodiny
spustime napiiklad na povrch Zemé, kde je gravitac-
ni potencidl nenulovy, zaznamename rozdil v plynuti
¢asu dany vzorcem (23). Cim hloubéji do ,jamy gra-
vita¢niho potencidlu® sestupujeme, tim pomaleji tam
bude plynout ¢as.'?

Jak nazorné uvadivivodu 1. kapitoly své knihy Car-
lo Rovelli [15]: ,,Zacnéme prostym faktem: na hordch
plyne éas rychleji nez dole u more.“ A pokracuje: ,Rozdil
je to nepatrny, ale dd se zméfit pomoci piesnych hodin,
které miiZete koupit na internetu za pdr tisic eur. S tro-
chou usili tedy miiZe kazdy na vlastni oéi vidét, Ze cas se
opravdu zpomaluje.“ A o kousek dal: ,, Ale nezpomaluji
se jenom hodiny. Dole probihaji pomaleji vsechny proce-
sy. Dva pritelé se rozejdou a jeden Zije v nizindch, zatim-
co druhy na hordch. Ten z nich, ktery Zil niz, toho proZil

méné, méné zestdrnul, mechanismus jeho kukacek odbil
ménékrdt. Mél miri éasu, aby néco vykonal, jeho kvéti-
ny vyrostly méné, jeho myslenky mély mii casu, aby se
rozvinuly... Dole je zkrdtka méné éasu nezli nahore.”

Vypada to, ze se jedna o podobny jev jako v ndmi
diskutovaném ,,paradoxu dvojcat®, z nichz jedno zt-
stane na misté, zatimco druhé se pohybuje v raketé.
Ukdazeme nyni, ze v daném piipadé se ve skute¢nosti
jednd o identicky jev.

Vyznamny vzorec (23) platny pro statickd gravi-
ta¢ni pole poprvé odvodil Albert Einstein v roce 1907
v Bernu a potom v roce 1911 elegantnéj$imi argumenty
v Praze. Na obr. 6 jsou autentické podoby vzorce pre-
tisténé z prislusnych ¢lanka [16] a [17]. Z didaktického
hlediska asi nejsrozumitelnéjsi Einsteinovo odvozeni
vzorce (23) se opira o uvahy o dostfedivém zrychleni
na disku otacejicim se konstantni thlovou rychlosti,
které 1ze najit ve III. dodatku Einsteinovy slavné knihy
[18] (na str. 175-176 vydani z roku 2005), viz ramedek 2.

Ve v$ech zminénych piipadech je vzorec (23) Ein-
steinem odvozen z klicového vychodiska obecné teorie
relativity, jimz je princip ekvivalence. Jeho moderni for-
mulace je sofistikovanéjsi,”® aviak zde vystatime s na-
zornéjsi pedagogickou formulaci:

Homogenni gravitacni pole je totéz
co konstantni zrychleni vztazné soustavy.

Jinymi slovy: gravita¢ni pole s konstantnim tiho-
vym zrychlenim g je ekvivalentni neinercialni soustavé
s konstantnim zrychlenim a = g. V8echny fyzikalni ex-
perimenty v nich dopadnou stejné, viz obr. 4.

Casto se tento princip ilustruje pomoci myslenkové-
ho pokusu s padajicim a zrychlujicim vytahem. To je vel-
mi vhodny pedagogicky pristup, ktery navic odpovida
ptivodnim Einsteinovym tivahdm. Nedévno byl pékné
vyobrazen v televiznim serialu Génius (v 16. minuté
5. epizody), viz obr. 7. Einstein md pocit, Ze vytah pada
a on se v ném volné vznasi. Jako by nic nevézil. Ano,
padajici ¢lovék nevnima vlastni vahu, protoze on sam,

12 V extrémnim piipadé na horizontu ¢erné diry by byl rozdil
v plynuti ¢asu jiz nekone¢né velky. V porovnani se vzdale-
nymi inercidlnimi hodinami by se ¢as na identickych ho-
dinach u horizontu uplné zastavil. Jinymi slovy: gravita¢ni
Cerveny posuv svétla by tam (pfesnéji: odtamtud) byl neko-
necny.

13 Einsteintv princip ekvivalence zni: V kazdé malé volné pa-
dajici vztazné soustavé jsou fyzikdlni zdkony zcela stejné
jako v inercidlni soustavé, tedy lokdIné maji stejny tvar jako
ve specidlni relativité. V§echny negravita¢ni experimenty
v ni dopadnou stejné, bez ohledu na rychlost soustavy ¢i jeji
polohu a ¢as.

https://ccffzu.cz
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Einsteinovo odvozeni vzorce pro
dilataci ¢asu v gravitac¢nim poli

Uvazujme pevny disk otacejici se konstantni uhlovou
rychlosti w. Ve vzdalenosti R od stfedu se bod P pohybuje
rychlosti v = wR. Podle vzorce (1) specidlni relativity je tedy
rozdil v chodu lokalnich hodin v P oproti hodindm ve vnéjsi
inercialni soustavé dan vztahem

T T
t = =

= w2R2 (R1)
\/1 2 \/1 ~ 2

kde 1 je ¢as v bodé P disku, zatimco t je vnéjsi ¢as. Nyni po-
uzijeme obvykly vztah pro dostiedivou silu F = mw?R, ktera
zavisi na vzdalenosti R od stfedu. Pro toto silové plsobeni
Ize zavést potencial @, a to jako (zadporné vzatou) energii,
ktera je nezbytna k premisténi objektu (jednotkové hmot-
nosti m) z bodu P do stiedu disku. Trividlni integraci F/m =
w?R pres R tak dostaneme vztah @ = —2w?R2. Vzorec (R1) Ize
tedy prepsat do tvaru

T

' (R2)
1+2%

t=

podlaha i papiry padaji stejnou rychlosti. Pod nohama
proto nemuze citit tlak podlahy. A naopak: urychlovani
vytahu smérem nahoru vyvola pocit silnéjsiho gravi-
ta¢niho pusobeni opa¢nym smérem. Zrychleni a gra-
vitace jsou (lokdln&) opravdu totéz!"* Bez jakychkoli
problémd je lze ,,navzdjem prevadét.

Nyni se jiz mizeme vratit k dofeseni ,,paradoxu”
dvojcat. Podle principu ekvivalence mizeme vSechny
efekty pozorované ve zrychlené raketé Janou pripsat
homogennimu gravitaénimu poli. Lze tedy pouzit vzo-
rec (23) pro odpovidajici dilataci ¢asu. Musime jenom
spocitat prislu§ny gravita¢ni potencial @. Protoze gra-
vita¢ni pole je homogenni, plati obvykly vzorec pro po-
tencidlni energii V = —mgx, takze

® =—=—gx. (24)

Na pocatku jsou hodiny Adama a Jany na stejném misté
x=0,takze ® =0, atudiz podle (23) t = 7. Oboje hodiny
tikaji stejné a jsou synchronizované.

Pak v$ak za¢ne raketa zrychlovat. Diky principu
ekvivalence vnimd Jana uvnitf rakety toto konstant-
ni zrychlovani jako homogenni gravita¢ni pole (navic
stale s pfijemnym ,,pozemskym tihovym zrychlenim®
g=a=981 m-s™2), pro které plati vztah (24), kde x je
vzdélenost rakety ve vztahu k Adamovi. Dosadime-
-li do (24) ze vzorce (6) a vyjadfime pomoci nich (23),
dostaneme vztah

£= 1+(—Q. (25)

Pravd strana vSak neni v tomto ptipadé nic jiného nezli
faktor y dany vzorcem (22), takze

it (26)

14 Srozumitelné objasnéni principu ekvivalence, jeho historii
a podstatu Einsteinova odvozeni vzorce (23) pomoci prin-
cipu ekvivalence a Dopplerova jevu lze najit na str. 95-102
skvélé knihy Kipa Thorna [19].

Podle principu ekvivalence musi stejny vzorec platit i v gra-
vitacnim poli s potencidlem @. Pro slaba pole |®| < c? (coz
ve vesmiru je skoro viude vyjma okoli ¢ernych dér a neut-
ronovych hvézd) Ize pfevracenou odmocninu v (R2) aproxi-
movat Taylorovym rozvojem

20\ % @
t=‘r(1+—2) z‘r(l——z), (R3)
c @

coz je hledany vzorec (23) pro dilataci ¢asu v gravitacnim
poli.V kazdém misté, kde je @ < 0, ¢as plyne pomaleji oproti
casu ve vzdaleném referen¢nim misté, kde je @ =0, protoze
T < t. Ve stejném poméru bude mensi i frekvence periodic-
kych déji (naptiklad vyzafovaného svétla)

Y2

F=n(1+3) ~n(1+s) @

Frekvence fv silnéjsim gravita¢nim poli pobliz hmotné-
ho télesa je tedy nizsi nezli referencni frekvence f, daleko
od télesa, f < f,. Svétlo se proto bude jevit cervengjsi.

Vzorce (R3) a (R4) plati obecné pro kazdé statické gra-
vitacni pole. Specidlné i pro potencidl sférického objektu
hmotnosti M, ktery je ve vzdalenostir od centra dan newto-
novskym vzorcem @ = —-GM/r, kde G je gravitacni konstanta.

To je evidentné naprosto stejny vysledek jako vzorec
(21) pro dilataci ¢asu ve specidlni teorii relativity, platny
pro vztah mezi inercidlnimi soustavami. Oba pFistupy
k feSeni ,,paradoxu dvojc¢at” jsou navzajem konzis-
tentni a jeho objasnéni tudiz presvéd<ivéjsi.

Kinnersleyho fotonova raketa
a zakfiveny prostorocas

Vseobecné se uz vi, Ze Einsteinova obecna teorie re-
lativity vysvétluje gravitaci zakfivenim prostorocasu.
Zatim jsme tu ale o Zadné deformaci prostoru nemlu-
vili, pouze o zvlastni ,,deformaci® ¢asu dané vzorcem
(23). Pouzili jsme tedy k vysvétleni ,,paradoxu” dvojéat
obecnou relativitu?

Anoine. V nasich uvahdch jsme se evidentné dosta-
li za ramec specialni relativity, protoze jsme uvazovali
neinercidlni soustavu zrychlujici rakety. Prostoroéas ale
zistal nezakfiveny. Raketu s Janou jsme chapali jenom
jako ,testovaci Castici“ (reprezentujici neinercidlni
vztaznou soustavu) neboli velmi malo hmotny objekt,
ktery nezakfivuje prostorocas kolem sebe. V tom-
to smyslu jsme jesté nepouZzili plnou silu Einsteinovy
obecné relativity, jejiz (zna¢né pokro¢ily) matematicky
aparat dokdzZe presné popisovat zakfivené ¢tyfrozmér-
né prostorocasy. A hlavné diky Einsteinovym rovnicim
gravita¢niho pole z roku 1915 jednoznaéné propojuje
hmotu s geometrii prostorocasu. Unikatni Einsteinovy
rovnice nam presné fikaji, jakym zptisobem konkrét-
ni hmota ve svém okoli zakfivuje prostorocas, pficemz
toto zakfiveni prostorocasu vnimdme jako gravitacni
slapovd piisobeni.”®

Existuje néjaké presné feSeni Einsteinovych rov-
nic, které by popisovalo zaktiveny prostorocas v okoli

15 Pokud jde o gravita¢ni pole a jeho ,velikost“, musime pecli-
vé rozliSovat newtonovské pojmy potencidl, sila a slapy. Za-
timco potencidl @ vstupuje napiiklad do Einsteinova vzorce
(23), Newtonovu gravita¢ni silu Ize vidy lokalné vynulovat
prechodem do okamzité inercidlni soustavy ,,padajiciho vy-
tahu® I v této soustavé se vSak projevuji nehomogenity gra-
vita¢niho pole neboli slapy, a pravé ty Einstein interpretoval
jako specifické zakfiveni prostorocasu.
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zrychlujici a hodné hmotné rakety? Tim bychom se uz
opravdu zcela ocitli v podivuhodné krasné (i kdyz slo-
Zité) 1i8i obecné teorie relativity.

Moznd vés to prekvapi, ale takové feSeni opravdu
existuje. A dokonce se da zapsat v docela jednoduchém

tvaru

2m
ds? = —(1———2arc0519>du2 —2dudr
4 27)
+r2(d9 + asin9 du)? + r2(sind dg)>.

Tuto metriku, ktera je jednim z velice zajimavych
presnych fe$eni Einsteinovych rovnic gravita¢niho
pole, nasel uz pred pil stoletim v roce 1969 William
Kinnersley [20]. Ve vzorci (27) jsou (u, 1, 9, ¢) Etyti pro-
storocasové soutadnice, funkce m(u) predstavuje ¢aso-
vé proménnou hmotnost rakety a konstanta a oznacuje
zrychleni rakety.

Pro¢ neni hmotnost rakety konstantni? Aby raketa
letéla, tedy zrychlovala smérem dopfedu, musi se do-
zadu zbavovat (podstatné ¢asti) své hmotnosti! To plati
v klasické Newtonové mechanice i v Einsteinové teorii.
V tomto pripadé raketa vysila dozadu za sebe velmi in-
tenzivni pole fotonii. Je to tedy presné feSeni pro zrych-
lujici fotonovou raketu! Pravé tak nazval metriku (27)
William Bonnor, kdyzZ v roce 1994 toto feseni Einstei-
novych rovnic podrobnéji analyzoval [21].

Mimochodem: hmotnost rakety béhem letu diky
vyzatovani fotont klesa exponencidlné podle vzorce
m(u) = mye™, kde u hraje roli ,vnéjiiho globalniho
¢asu®. Zhruba plati u = 7, kde 7 je vlastni ¢as Jany v ra-
keté. Pro nalezeni presného vztahu mezi u a 7 je (opét!)
nutné pouzit Einsteintv kli¢ovy vztah (23) pro dilataci
¢asuvevlastnim gravita¢nim poli rakety, které vtomto
pripadé uz neni zanedbatelné.

Je prekvapivé, ze Kinnersleyho feSeni (27) pfipou-
$ti dokonce i casové proménné zrychleni a(u). Fotono-
va raketa pfi svém piimocarém letu tedy mtiZe jakkoli
zrychlovat, letét setrva¢nosti (kdyz prestane vyzafovat
fotony) a pak naopak tfeba zpomalovat, a to libovol-
nym tempem. Staci jenom predepsat prislusnou funkci
a(u). Kdyz zvolime nulové zrychlenti, tedy a = 0, fotony
se nevyzatruji a hmotnost rakety m zistava konstant-
ni. V tom pripadé prechazi Kinnersleyho metrika (27)
na slavné Schwarzschildovo feseni'®

2
ds? = —(1——m)du2 —2dudr +
r (28)

+ 72 [ (d9)? + (sind dg)? ]

pro vnéjsi (vakuové) gravitaéni pole sféricky symetric-
kého objektu (Zemé¢, Slunce, hvézdy, ¢erné diry, stojici
stérické rakety atd.).

Kinnersleyho feSeni se dd zobecnit, a to dokon-
ce mnoha zpusoby. Pfiddnim kosmologické konstanty
do prvniho ¢lenu ,vyrobime® fotonovou raketu letici
v de Sitterové vesmiru, coZ je prazdny vesmir vyplnény
»temnou energii“ (viz ¢lanek [22] a kniha [23] jedno-
ho z autort tohoto prispévku, JP). Existuje i zobecné-
ni do prostorocasu libovolné vyssi dimenze. A feSeni lze
dokonce déle zobecnit tak, ze raketa mtize libovolnym
zpiisobem manévrovat, tedy nemusi letét jen piimocare
vpred. Zajimd-li vas, jak takové feseni vypada, jaky je

16 Zapsané zde v tzv. Eddingtonovych-Finkelsteinovych sou-
fadnicich. Obvykly tvar s ¢asovou soufadnici ¢ se ziskd
transformaci du = dt — dr/(1 — 2m/r).

Obr. 7 Myslenkovy experiment s padajicim vytahem, ktery demonstruje
princip ekvivalence. K jeho animaci v serialu Génius byl pouzit secesni
vytah v prazském Obecnim domé.

vyzarovaci diagram fotont a jakym zptisobem se pfitom
méni rychlost a hmotnost rakety, nahlédnéte do [24].

Zavérecné shrnuti pro pedagogy

Uvedeni a rozbor ,paradoxu® dvojéat ve vyuce teorie
relativity na stfedni $kole je pro zaky urcité zajimavé
a inspirujici téma. Pfi jeho vysvétlovani se vSak setka-
vame s fadou metodickych problémt. Pokusili jsme se
zde predlozit specificky ptistup a ndvod (kombinuji-
ciznalosti a Gvahy stfedoskolského a vysokoskolského
ucitele fyziky), jak problematiku vykladu ,,paradoxu®
dvojcat pojmout.

Mozny postup vykladu je ndsledujici:

1. Uzije se standardni vztah pro dilataci ¢asu (1),
ze kterého vyplyne, Ze z hlediska pozorovatele
ve Slunec¢ni soustavé (Adama) plyne ¢as v kosmic-
ké lodi (Jany) pomaleji.

2. Zdanlivy rozpor, totiZ ze obé soustavy jsou podle
relativity rovnocenné, a tudiz by naopak mél ply-
nout pomaleji také ¢as Adama vici Jané, se vysvétli
asymetrii jejich historie. Pro pfimé porovnani je-
jich hodin je totiZ potteba dopravit je na stejné mis-
to, ale jenom Jana pri tomto déji zaziva zrychleni
(a zpomaleni) své rakety, zatimco Adam je po celou
dobu v inercidlni vztazné soustaveé.

3. Konkrétni feSeni v ramci specialni teorie relativity,
které lze najit naptiklad ve vysokoskolskych uceb-
nicich [5] nebo [8], vyzaduje vzit do uvahy a peclivé
zapocitat vzajemné vztahy mezi tfemi inercidlnimi
soustavami, totiZ Adama, vzdalujici se Jany a ptibli-
zujici se Jany (respektive Jitky). Koncep¢ni podsta-
tou feseni ,paradoxu” je relativita sou¢asnosti, ply-
nouci z Lorentzovy transformace: kvili tomu Jana
tésné pred otoc¢kou rakety a Jana tésné po otocce ra-
kety (neboli Jitka) bude za ,soucasné“ povazovat
dvé rizné uddlosti v Adamové historii, mezi nimiz
»ndhle“ uplyne hodné dlouhy ¢as. Podrobny rozbor
tohoto jevu bohuzel neni uplné piehledny a presa-
huje ramec stfedni $koly (viz obr. 3 a ramecek 1).

4. Domnivame se, ze je vhodné vyhnout se Gtvaham
o ,ndhlém preskoku“ Jany z jedné inercialni sou-
stavy do druhé v okamziku otocky jeji rakety. Pti
tom totiz dochdzi ,k nekone¢nému zrychleni®, je-
hoz vliv na chod Janinych hodin neni ze specialni
teorie relativity viibec jasny a odivodnény. Dosta-
vame se dokonce mimo jeji rimec do obecné teo-
rie relativity, kterd plati ve vSech vztaznych sousta-
vach, tedy i zrychlenych (neinercidlnich).
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5. Navrhujeme proto jako didakticky presvédcivéjsi fe-
$eni ,,paradoxu” dvojéat uvazovat takovy pohyb Jany,
kdy jeji raketa po celou dobu zrychluje (resp. zpoma-
luje) s konstantnim zrychlenim, viz obr. 5. ReSenim
ptislusné pohybové rovnice (2) lze ziskat vsechny
potiebné vzorce, zejména vztah (11) mezi vlastnim
¢asem Jany v raketé a vlastnim ¢asem Adama ve Slu-
ne¢ni soustavé. Velmi zajimavé a pomérné jednodu-
ché jsou také vzorce pro vzdalenost a rychlost Jani-
ny rakety (6) a (5), vyjadfené pomoci ¢asu t Adama,
resp. (12) a (13) pomoci vlastniho ¢asu 7 Jany.

6. Tyto vzorce lze dobte ilustrovat dosazenim kon-
krétnich hodnot, viz vzorce (14) az (20). Pfitom
jsou pouzity a na zajimavém fyzikdlnim pifipadu
s relativistickou raketou procvic¢eny hyperbolické
funkce, které na stfedni $kole sice nejsou bézné, ale
studenti je najdou na svych kalkulackach.

7. Spo¢itand uloha s konstantné zrychlujici raketou
muze potom slouzit jako pfirozeny most mezi spe-
cidlni a obecnou teorii relativity: jednd se o prechod
od fyzikalni teorie platné pouze v inercidlnich sou-
stavach k teorii platné v libovolnych neinercidlnich
soustavach. Tato zobecnéna relativistickd teorie po-
dle Einsteina zahrnuje i gravitaci.

8. Kli¢ovou roli pfi téchto tvahach hraje princip ekvi-
valence, coz je vychozi princip obecné relativity.
Princip ekvivalence (dnes experimentdlné ovéfova-
ny s obrovskou presnosti) rikd, ze ti¢inky konstant-
niho zrychleni neinercidlni vztazné soustavy a ho-
mogenniho gravitacniho pole od sebe nelze za Zdd-
nych okolnosti odlisit. Lze ho velmi hezky demon-
strovat a zdivodnit Einsteinovym myslenkovym
pokusem s vytahem (obr. 4 a obr. 7).

9. Pomoci principu ekvivalence lze prevést vypocty,
které se tykaly chodu hodin Jany ve zrychlené rake-
té, na chod hodin v gravita¢nim poli. Tim se ukaze
konzistence s vypoctem podle slavného Einsteino-
va vzorce (23) pro dilataci éasu v gravitaénim poli
(neboli pro ¢erveny posuv svétla) z roku 1907, resp.
1911 (obr. 6).

10. Tento vzorec (ktery lze srozumitelné odiivodnit
Einsteinovymi Givahami o rotujicim disku, viz ra-
mecek 2) fika, ze v silnéjSim gravitacnim poli jdou
hodiny pomaleji: podil ¢asovych intervalil je uréen
rozdilem gravitacnich potencidlii @ v mistech obou
od sebe vzdalenych hodin.

11. Vypocet celkové dilatace ¢asu béhem zrychleného
a zpomaleného letu rakety s Janou vi¢i Adamovi
uzitim obecné relativity vede k uplné stejnému fi-
nalnimu vysledku, ktery 1ze dostat spravné pouzi-
tym vzorcem specidlni relativity (1) pro tfi inerci-
alni soustavy, jak je detailné provedeno v u¢ebnicich
[5] a [8]: vztahy (21) a (26) jsou identické. KdyzZ fyzi-
kalné spravnymi uvahami aplikujeme matematické
vzorce specialni relativity i obecné relativity, Zadny
rozpor nevznika. Vysledky jsou jednoznacné.

12. Zavérem se lze studentim zminit o tom, Ze v kon-
textu Einsteinovy teorie gravitace existuji dokon-
ce 1 presnd reSeni popisujici zakfiveny prostorocas
v okoli zrychlujiciho a velmi hmotného objektu -
takzvana Kinnersleyho fotonova raketa (27) a jeji
zobecnéni.

Toto shrnuti hlavnich boda ¢lanku snad opraviiuje
naSe tvrzeni, Ze ,paradox” dvojéat je ptirozenéji a kon-
zistentnéji fesitelny v ramci Einsteinovy obecné relati-

vity, jez roz$ifuje platnost relativistickych zakonu také
na neinercialni soustavy a sou¢asné je i teorii gravitace.
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