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Katedra aplikované matematiky MFF UK



Učebnicová úloha
Kolika způsoby lze rozestavit do řady 5 vodńık̊u
a 7 čarodějnic tak, že žádńı dva vodńıci nestoj́ı
vedle sebe?

Vodńıci jsou navzájem nerozeznatelńı, a stejně
tak i čarodějnice.

[Jǐŕı Matoušek, Jaroslav Nešeťril:
Kapitoly z diskrétńı matematiky, Karolinum]

Řadou zde rozuḿıme uspǒrádáńı od prvńı pozice po dvanáctou
(zleva doprava), tedy následuj́ıćı rozestaveńı je bráno jako odlǐsné.



Řešeńı

Rozestav́ıme 7 čarodějnic, źıskáme 8 pozic pro vodńıky

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

Z těchto 8 pozic vybereme 5, což je
(8
5

)
= 56 možnost́ı.

◦ ◦ ◦

Na neobsazené pozice zapomeneme.



Alternativńı řešeńı, poněkud složitějš́ı

Rozestav́ıme vodńıky a mezi ně 4 čarodějnice.
Zbývaj́ı 3 čarodějnice, pro které máme 6 ḿıst.

◦ ◦ ◦ ◦ ◦ ◦

Na jednom ḿıstě nemuśı p̌ribýt žádná čarodějnice,
ale také jich může p̌ribýt v́ıc. To je

(3+5
3

)
= 56 možnost́ı.

◦ ◦ ◦ ◦



Varianta s r̊uznými postavami

Kolika způsoby lze rozestavit do řady 5 vodńık̊u a 7 čarodějnic tak,
že žádńı dva vodńıci nestoj́ı vedle sebe, ale všechny postavy jsou
navzájem rozeznatelné ?



Řešeńı
Každou z 56 možnost́ı rozestaveńı nerozeznatelných postav

lze rozš́ı̌rit 5! způsoby tak, že nejprve rozlǐśıme vodńıky,

a poté 7! způsoby rozlǐśıme i čarodějnice.

Možných rozestaveńı je 56 · 5! · 7! = 33 868 800.



Varianta s rozestaveńım do kruhu

Kolika způsoby lze rozestavit 5 stejných vodńık̊u a 7 stejných
čarodějnic do kruhu tak, že žádńı dva vodńıci nestoj́ı vedle sebe?

Dvě rozestaveńı do kruhu považujeme za shodná, pokud lze jedno
p̌revést na druhé pomoćı rotace (osové souměrnosti neuvažujeme).



Řešeńı

Nejprve postav́ıme čarodějnice do kruhu a doplńıme vodńıky do
vybraných pěti mezer. Těchto možnost́ı je

(7
5

)
= 21.

V tomto počtu jsou ovšem některé (ve skutečnosti všechny)
způsoby započteny v́ıcekrát. Kruh čarodějnic nemá žádnou
jednoznačnou

”
prvńı“ mezeru. Tuto

”
prvńı“ mezeru si můžeme

vybrat sedmi způsoby a tedy každé rozḿıstěńı je zvoleno sedmkrát.
Různých rozḿıstěńı je 21

7 = 3:



Dalš́ı varianta s kruhem

Kolika způsoby lze rozestavit 5 stejných vodńık̊u a 10 stejných
čarodějnic do kruhu tak, že žádńı dva vodńıci nestoj́ı vedle sebe?

Řešeńı:
Podobně jako v p̌redchoźım p̌ŕıpadě spočteme nejprve všechna
rozḿıstěńı, těch je

(10
5

)
= 252 a pak budeme poč́ıtat ty v́ıcekrát

započtené.

Evidentně neprojde vyděleńı počtu všech kombinaćı 10 za volbu

”
prvńı“ mezery, výsledek by nebyl celoč́ıselný.

Jedno z možných rozḿıstěńı je totiž
zopakováno jen dvakrát:

Možných rozḿıstěńı je 250
10 + 2

2 = 26.

'



Prozat́ım posledńı varianta . . .

Kolika způsoby lze rozestavit 6 stejných vodńık̊u a 12 stejných
čarodějnic do kruhu tak, že žádńı dva vodńıci nestoj́ı vedle sebe?

Řešeńı: Rozḿıstěńı je
(12
6

)
= 924. Různá jsou započtena 12×,

kromě:

2× 4×6×

6× 6×

Různých rozḿıstěńı je 2
2 + 4

4 + 6+6+6
6 + 900

12 = 80.



Těžš́ı úloha téhož typu

Kolika r̊uznými způsoby lze obarvit vrcholy krychle
nejvýše ťremi barvami: červenou, modrou a zelenou?

Kolik z těchto obarveńı má ťri vrcholy červené,
ťri modré a dva zelené?

Za stejná obarveńı bereme ta, která se lǐśı jen natočeńım krychle.



Jak to řešit?

1. vydáńı, Princeton
Univ. Press, 1944

George Pólya
1887–1985

1. české vydáńı,
Matfyzpress, 2016







Jak porozumět zadáńı úlohy?

Obarveńı je p̌rǐrazeńı barev vrchol̊um. Budeme na ně nahĺıžet jako
na zobrazeńı a z množiny V (vrchol̊u) do množiny B (barev).
Označ́ıme S množinu všech obarveńı a, tedy S = {a | a : V → B}.

Dvě obarveńı jsou shodná pokud jedno lze p̌revést na druhé
geometrickou transformaćı krychle.

Transformace jsou i (vybrané) permutace množiny V . Lze je
skládat, invertovat a obsahuj́ı identitu, tvǒŕı tedy grupu G .

Každá permutace π množiny vrchol̊u V způsob́ı i permutaci na
množině obarveńı S . Využijeme symbol π i pro transformace
obarveńı. Pak π(a) je obarveńı, vzniklé transformaćı π obarveńı a.

Obarveńı a a b jsou shodná, existuje-li π ∈ G takové, že π(a) = b.

Množina obarveńı shodných s obarveńım a je Sa = {π(a) : π ∈ G}.

Neznámá: počet r̊uzných obarveńı, neboli počet r̊uzných množin Sa.
Neznámou označ́ıme #Sa = |{Sa : a ∈ S}|.



Jak spolu souvisej́ı obarveńı a transformace?

Zkusme jednoduš̌śı úlohu: obarveńı čtverce dvěma barvami.

Všech obarveńı je
|B||V | = 24 = 16,
z toho 6 r̊uzných.

Možných transformaćı čtverce je 8:

▶ identita id ,

▶ rotace o 90◦ , resp. o −90◦ ,

▶ sťredová souměrnost , neboli rotace o 180◦,

▶ dvě osové souměrnosti podle os protilehlých stran , ,

▶ dvě osové souměrnosti podle úhlop̌ŕıček , .



Které transformace zachovávaj́ı obarveńı?
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✔
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V každém bloku je osm symbol̊u ✔, t.j. tolik jako transformaćı!∣∣{(π, a) : π(a) = a}
∣∣ = |G | ·#Sa =⇒ #Sa =

|{(π,a) : π(a)=a}|
|G |



Proč je v každém bloku osm symbol̊u ✔?

id ✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

a b c d

Ha Hb Hc Hd

Transformace ve sloupci zachovávaj́ı
obarveńı, tvǒŕı podgrupy Hi grupy G :
Ha = Hc = {id , }
Hb = Hd = {id , }

Podgrupa Ha určuje rozdělěńı grupy G na stejně velké kosety,
čili každou π ∈ G lze složit z τ ∈ Ha a vhodné rotace:

a → a a → b a → c a → d
Ha = idHa Ha = { , } Ha = { , } Ha = { , }
id ◦ id = id ◦ id = ◦ id = ◦ id =
id ◦ = ◦ = ◦ = ◦ =

Každou π ∈ G lze také složit z rotace a τ ∈ Hi pro p̌ŕıslušné i :
Ha Hb = { , } Hc = { , } Hd = { , }

id ◦ id = id id ◦ = id ◦ = id ◦ =
◦ id = ◦ = ◦ = ◦ =

Podgrupy Hi jsou stejně velké a je jich stejně jako koset̊u Ha v G .



Kolik je v tabulce celkem symbol̊u ✔?

id ✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔

✔ ✔

✔ ✔

✔ ✔ ✔ ✔
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✔ ✔
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8

Pro jedno z π ∈ G konkrétně:

Vrcholy u, v ∈ V takové, že π(u) = v musej́ı ḿıt stejnou barvu.
Proto π zachová 2c obarveńı, kde c je počet cykl̊u permutace π.



Orbit counting theorem

Cauchyho–Frobeniova věta (1845/1887), Burnsideovo lemma:

#Sa =
1

|G |
∑
a∈S

∣∣{π : π(a) = a}
∣∣

=
1

|G |
∑
π∈G

∣∣{a : π(a) = a}
∣∣ = 1

|G |
∑
π∈G

|B|c(π)

. . . vhodné tehdy, je-li transformaćı podstatně méně než obarveńı.

Augustin-Louis
Cauchy

1759–1857

Ferdinand Georg
Frobenius
1849–1917

William Burnside
1852–1927



Transformace krychle

Krychle má 24 transformaćı:

1 identitu s 8 cykly

4 · 2 rotaćı okolo tělesových úhlop̌ŕıček o ±120◦ se 4 cykly

3 · 2 rotaćı okolo os protilehlých stěn o ±90◦ se 2 cykly

3 osové souměrnosti okolo os protilehlých stěn se 4 cykly

6 osových souměrnost́ı okolo os protilehlých hran se 4 cykly

4 · 2× 3 · 2× 3× 6×



Počty obarveńı krychle

4 · 2× 3 · 2× 3× 6×

Transformace: 1× s 8 cykly, 17× se 4 cykly a 6× s 2 cykly.

#Sa =
1

|G |
∑
π∈G

|B|c(π) =

=
1

24

(
|B|8 + 17|B|4 + 6|B|2

)
Z 6 561 obarveńı krychle nejvýše
ťremi barvami je 333 r̊uzných.

|B| |S |= |B|8 #Sa
2 256 23
3 6 561 333
4 65 536 2 916
5 390 625 16 725
6 1 679 616 70 911
7 5 764 801 241 913
8 16 777 216 701 968



Zkouška pro n = 2

1

24

(
28 + 17 · 24 + 6 · 22

)
=

256 + 272 + 24

24
= 23



Jak na předepsané počty barev?

Všech 24 obarveńı čtverce rozťŕıd́ıme do skupin podle počtu barev,
dosad́ıme-li za 2 (počet možnost́ı) výraz c +m (konkrétńı barvy):

(c +m)4 = 1c4 + 4c3m1 + 6c2m2 + 4c1m3 + 1m4

Koeficient u c im4−i udává, kolik je obarveńı s i červenými vrcholy.

Identita zachová všech 16, t.j. (c +m)4 obarveńı.

U ostatńıch transformaćı je ťreba zohlednit i délky cykl̊u, nap̌r.:

(c +m)(c2 +m2)(c +m) = 1c4 + 2c3m1 + 2c2m2 + 2c1m3 + 1m4



Vytvořuj́ıćı funkce pro obarveńı čtverce

Transformace čtverce:

id — 4 cykly délky 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (c +m)4

, — 1 cyklus délky 4 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2(c4 +m4)

— 2 cykly délky 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (c2 +m2)2

, — 2 cykly délky 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .2(c2 +m2)2

, — 2 cykly délky 1 a 1 délky 2 . . . . 2(c +m)2(c2 +m2)

(c +m)4 + 2(c4 +m4) + 3(c2 +m2)2 + 2(c +m)2(c2 +m2)

= 8(c4 + c3m1 + 2c2m2 + c1m3 +m4)



Redfieldova–Pólyova věta (1927/1937)

Výraz (c +m)4 + 2(c4 +m4) + 3(c2 +m2)2 + 2(c +m)2(c2 +m2)
je vybudován z dvojčlenů cd +md . Označme xd = cd +md .
Pak (c +m)4 + 2(c4 +m4) + 3(c2 +m2)2 + 2(c +m)2(c2 +m2)
= x41 + 2x4 + 3x22 + 2x21x2. Tento polynom záviśı jen na délce cykl̊u
permutaćı z G a lze jej použ́ıt i pro obarveńı v́ıce barvami:

Věta: Necht’ G je permutačńı grupa působ́ıćı na množině V .

Pro π ∈ G s cykly délek d1, . . . , dt , položme x(π) = xd1 · · · xdt .
Vytvǒruj́ıćı funkci pro obarveńı množiny V barvami B = {1, . . . , k}
dostaneme dosazeńım xd = (bd1 + · · ·+ bdk ) do mnohočlenu

1

|G |
∑
π∈G

x(π)

Koeficient u bi11 · · · bikk udává počet obarveńı takových, že jsou
r̊uzná vzhledem ke G a p̌ritom pro každou barvu j ∈ B plat́ı,
že je použita právě ij -krát.



Obarveńı krychle dvěma barvami

8x21 x
2
3 6x24 3x42 6x42x81

1
|G |

∑
π∈G

x(π) = 1
24

(
x81 + 8x21x

2
3 + 6x24 + 9x42

)
1
24

(
(c +m)8 + 8(c +m)2(c3 +m3)2 + 6(c4 +m4)2 + 9(c2 +m2)4

)
=

= c8+c7m+3c6m2+3c5m3+7c4m4+3c3m5+3c2m6+cm7+m8



Obarveńı krychle třemi barvami

1

24

(
(c +m + z)8 + 8(c +m + z)2(c3 +m3 + z3)2+

+ 6(c4 +m4 + z4)2 + 9(c2 +m2 + z2)4
)
=

= c8 + c7m + 3c6m2 + 3c5m3 + 7c4m4 + 3c3m5 + 3c2m6+

+ cm7 +m8 + c7z + 3c6mz + 7c5m2z + 13c4m3z + 13c3m4z+

+ 7c2m5z + 3cm6z +m7z + 3c6z2 + 7c5mz2 + 22c4m2z2+

+ 24c3m3z2 + 22c2m4z2 + 7cm5z2 + 3m6z2 + 3c5z3 + 13c4mz3+

+ 24c3m2z3 + 24c2m3z3 + 13cm4z3 + 3m5z3 + 7c4z4+

+ 13c3mz4 + 22c2m2z4 + 13cm3z4 + 7m4z4 + 3c3z5 + 7c2mz5+

+ 7cm2z5 + 3m3z5 + 3c2z6 + 3cmz6 + 3m2z6 + cz7 +mz7 + z8

Koeficient u c3m3z2 odpov́ıdá r̊uzným obarveńım krychle se ťremi
vrcholy červenými, ťremi modrými a dvěma zelenými.



Ne až tak těžká úloha téhož typu

Kolika způsoby lze obarvit vrcholy krychle nejvýše ťremi barvami?

Kolik obarveńı má ťri vrcholy červené, ťri modré a dva zelené?

Odpověd’: Jen 24 z 333 možných obarveńı krychle nejvýše ťremi
barvami má ťri vrcholy červené, ťri modré a dva zelené.

Literatura:
Alan Tucker: Polya’s enumeration formula by example,
Mathematics Magazine 47 (5), 1974, str. 248–256.
”
Indeed, when Professor Polya taught part of the combinatorial mathematics course at Stanford

(for which this author was a teaching assistant), he omitted a proof of his formula and gave only examples.“


