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UCEBNICOVA ULOHA

Kolika zptsoby Ize rozestavit do Fady 5 vodniki
a 7 Carodéjnic tak, Ze Zadni dva vodnici nestoji
vedle sebe?

Vodnici jsou navzdjem nerozeznatelni, a stejné
tak i ¢arodéjnice.

Jifi Matousek = Jaroslav Neetfil

s > v s z diskrétni
[JiFi Matousek, Jaroslav Neet¥il: matematiky

Kapitoly z diskrétni matematiky, Karolinum] B
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Radou zde rozumime uspofadani od prvni pozice po dvandctou
(zleva doprava), tedy nasledujici rozestaveni je brdno jako odlisné.
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RESENT

Rozestavime 7 ¢arodéjnic, ziskdme 8 pozic pro vodniky
O%O%O%O%O%O%O%O
Z téchto 8 pozic vybereme 5, coz Je = 56 moZnosti.
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ALTERNATIVNI RESENI, PONEKUD SLOZITEJS]

Rozestavime vodniky a mezi né 4 &arodéjnice.
Zbyvaji 3 arodéjnice, pro které mame 6 mist.

b0 08 0

Na jednom mist& nemusi pFibyt Zadna Carodéjnice,
ale také jich miiZe p¥ibyt vic. To j Je 3+5 = 56 moZnosti.
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VARIANTA S RUZNYMI POSTAVAMI

Kolika zplisoby lze rozestavit do ¥ady 5 vodnikid a 7 ¢arodéjnic tak,
7e 7adni dva vodnici nestoji vedle sebe, ale vsechny postavy jsou
navzdjem rozeznatelné?
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RESENT
Kazdou z 56 mozZnosti rozestaveni nerozeznatelnych postav

SRiadaad

|ze rozsi¥it 5! zp[]soby tak, Ze nejprve rozlisime vodniky,

ig0gda04540

a poté 7! zpﬁsoby rozlisime i ¢arodéjnice.
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Moznych rozestaveni je 56 - 5! - 71 = 33868 800.




VARIANTA S ROZESTAVENIM DO KRUHU

Kolika zplisoby lze rozestavit 5 stejnych vodnikii a 7 stejnych
Carodéjnic do kruhu tak, Ze Zadni dva vodnici nestoji vedle sebe?
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Dveé rozestaveni do kruhu povaZujeme za shodnd, pokud Ize jedno
prevést na druhé pomoci rotace (osové soumérnosti neuvaZzujeme).



RESENT
Nejprve postavime ¢arodéjnice do kruhu a doplnime vodniky do
vybranych péti mezer. Téchto moZnosti je (g) = 21.
V tomto pottu jsou oviem n&které (ve skute€nosti viechny)
zplsoby zapo&teny vicekrat. Kruh &arodéjnic nema Zadnou
jednozna&nou ,,prvni* mezeru. Tuto ,prvni* mezeru si miZeme

vybrat sedmi zplsoby a tedy kazdé rozmisténi je zvoleno sedmkrat.
Riznych rozmisténi je 2+ = 3:



DALSI VARIANTA S KRUHEM

Kolika zplisoby Ize rozestavit 5 stejnych vodnikd a 10 stejnych
¢arodéjnic do kruhu tak, Zze Zadni dva vodnici nestoji vedle sebe?

RESENI:

Podobné jako v predchozim p¥ipadé spolteme nejprve vSechna
rozmisténi, téch je (150) = 252 a pak budeme poditat ty vicekrat
zapoctené.

Evidentné neprojde vydéleni po¢tu viech kombinaci 10 za volbu
~prvni* mezery, vysledek by nebyl celociselny.

oom mOo

o s o oy o o ) o
Jedno z moZnych rozmisténi je totiz = o o
L . o o o
zopakovano jen dvakrat: o E~E
_ o o o o
Moznych rozmisténi je 229 + 2 = 26. = o o
10 T2 ® ® ®



PROZATIM POSLEDNI VARIANTA ...

Kolika zplisoby Ize rozestavit 6 stejnych vodnikd a 12 stejnych
¢arodéjnic do kruhu tak, Ze Zadni dva vodnici nestoji vedle sebe?

RESEN{: Rozmist&ni je (12) = 924. Riizna jsou zapottena 12x,

kromé: g0 o ° o = o

o o o o
u 2x E B 6% |~ o) 4x o
o o o o
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Raznych rozmisténi je 5 24 + 6+6+6 + 91020 = 80.




TEZSI ULOHA TEHOZ TYPU
Kolika rtiznymi zpiisoby lze obarvit vrcholy krychle
nejvy$e tfemi barvami: &ervenou, modrou a zelenou?

Kolik z t&chto obarveni ma t¥i vrcholy Cervené,
tFi modré a dva zelené?

Za stejna obarveni bereme ta, ktera se lisi jen natoenim krychle.




JAK TO RESIT?

George Polya
Jak to resit?

Piekvapivé aspekty
(nejen) matematickych metod
s predmiuvou od Johna H. Conwaye
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George Pdlya e

1887-1985 ==

1. vydani, Princeton 1. Ceské vydanti,
Univ. Press, 1944 Matfyzpress, 2016




Za prvé.
Musite porozumét tiloze.

Za druhé.

Najdéte souvislosti mezi
udaji a neznamou.
Mozna budete muset
vyfesit pomocné ulohy,
pokud bezprostiedn{
souvislost nelze najit.
Nakonec budete muset
sestavit pldn FeSeni.

JAK RESIT MATEMATICKOU ULOHU

POROZUMENI ULOZE

Co je zde nezndmd? Jaké jsou tidaje? Jaké jsou podminky?

Je moZné vyhovét podminkam? Jsou podminky dostate¢né pro uréeni
neznamé? Nebo jsou nedostacujici? Nebo nadbytetné? Nebo obsahuji roz-
por?

Nakreslete si obrazek. Zaved'te vhodné oznaceni.

Oddélte od sebe riizné podminky. Umite je zapsat?

NAVRZEN{ PLANU RESEN{

Uz jste vidéli tlohu pfedtim? Nebo jste ji vidéli v trochu jiném tvaru?
Zndte néjakou pribuznou/podobnou ilohu? Znate néjakou vétu, ktera by
mohla byt uZite¢na?

Podivejte se na nezndmou! A zkuste pfemyslet o vieobecné zndmé uloze
majici tutéz nebo podobnou nezndmou.

Tady je tloha pribuznd té vasi, kterd jiZ byla vyFeSena. MiiZete ji vyuZit?
MiiZete vyuZit jeji vysledek? MiiZete pou%it jeji metodu?

Uméli byste zavést néjaky pomocny prvek, abyste takové vyuZitiumoznili?
Umite tlohu pireformulovat? MiZete ji pfeformulovat je$té jednou?
Vrat'te se k definicim.
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Za tireti.
Realizujte svij plan.

Za ctvrté.
Piezkousejte nalezené
feseni.

JestliZze nemtizete vyTesit pfedloZenou tlohu, pokuste se vyfesit néjakou
pfibuznou tlohu. Umite si pfedstavit néjakou piistupnéjsi pribuznou
tlohu? Nebo obecnéjsi ulohu? Specialnéj$i Glohu? Analogickou tlohu?
Umite vyiesit aspon ¢ast ulohy? Uvazujte pouze ¢ast z danych podmi-
nek a vynechejte jejich dalsi &asti. Nakolik je pak neznama urcena, a jak
se mize ménit? Umite odvodit n&co uZite¢ného z danych udaji? Umite si
ptedstavit jiné uidaje, vhodné pro uréeni neznamé? MiiZete zménit nezna-
mou nebo daje, nebo v pripadé nutnosti oboji tak, Ze nova neznama
a nové idaje maji k sobé bliZe?

Vyuzili jste v8echny tdaje? Vyuzili jste vSechny podminky? Vzali jste
v ivahu v8echny podstatné pojmy pouZité v tloze?

REALIZACE PLANU
Pti realizaci vaseho planu FeSeni pfekontrolujte kaZdy krok.
Vidite jasng, Ze tento krok je spravny? Umite dokazat, Ze je spravny?

POHLED ZPET

Umite prekontrolovat vysledek? Umite zkontrolovat dtikaz?
Umite stejny vysledek ziskat jinak? Vidite to na prvn{ pohled?
Umite pouzit vysledek nebo metodu na vyteseni jiné ulohy?
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JAK POROZUMET ZADANI ULOHY?

Obarven/ je pF¥ifazeni barev vrcholiim. Budeme na né nahlizet jako
na zobrazeni a z mnoZiny V (vrchold) do mnoziny B (barev).
Oznatime S mnoZinu vdech obarveni a, tedy S = {a|a: V — B}.

Dveé obarveni jsou shodnd pokud jedno lze p¥evést na druhé
geometrickou transformaci krychle.

Transformace jsou i (vybrané) permutace mnoziny V. Lze je
skladat, invertovat a obsahuji identitu, tvo¥i tedy grupu G.

Kazda permutace m mnoziny vrcholi V zpilsobi i permutaci na
mnoziné obarveni S. VyuZijeme symbol 7 i pro transformace
obarveni. Pak 7(a) je obarveni, vzniklé transformaci 7 obarveni a.

Obarveni a a b jsou shodnd, existuje-li m € G takové, Ze 7(a) = b.
MnoZina obarveni shodnych s obarvenim a je S, = {n(a): 7 € G}.

Neznama: po&et riznych obarveni, neboli po&et riiznych mnozin S,.
Nezndmou oznalime #S, = [{S,: a € S}|.



JAK SPOLU SOUVISEJI OBARVENI A TRANSFORMACE?

Zkusme jednodussi dlohu: obarveni &tverce dvéma barvami.

AP OS89 8980888
2t0ho 6 rGZnYch. b b o o b b b e bbb el

Moznych transformaci ¢tverce je 8:

> identita id,

» rotace 0 90° (), resp. o —90° ),

P stiedovd soumé&rnost X, neboli rotace o 180°,

» dv& osové soumérnosti podle os protilehlych stran <, -4
>

dv& osové soumérnosti podle thlop¥itek <, ™.



KTERE TRANSFORMACE ZACHOVAVAJI OBARVENI?

ISHONIPOPEROPIPS PP OPSPS PSP SIS

v v (4 v v v v v v (4 v v v v v (4

AX++HXKEE =

V kaZzdém bloku je osm symbold ¢, t.j. tolik jako transformaci!

{(m.a): m(a) = a}| = G] - #S, —>  #S, = Hmakza)=al]



PROC JE V KAZDEM BLOKU OSM SYMBOLU ¢?

f: f: n f: Transformace ve sloupci zachovavaji
oo obarveni, tvofi podgrupy H; grupy G:
X v v H, = H. = {id, X}

X v Hy = Hg = {id,}

Podgrupa H, uréuje rozdél&ni grupy G na stejn& velké kosety,
¢ili kazdou 7 € G lze sloZit z 7 € H, a vhodné rotace:

a—a a—b a—c a—d
Ha — ’dHa @Ha — {®a+} XHa — {Xa X} ®Ha — {@7%}
idoid=id (oid=) W oid = Foid =)
idoX=xX o=+ KoX=X PoxX =+
KaZdou m € G lze také sloZit z rotace a 7 € H; pro p¥isludné i:

Ha Hb@ — {®7+} HCX — {Xa X} Hd@ = {@7%}

id o id = id ido¥ =0 id o Y =X ido) =)
Hoid=3 Xo@=+  HXoX=X  Xo@=+

Podgrupy H; jsou stejné velké a je jich stejné jako kosetl H, v G.



KOLIK JE V TABULCE CELKEM SYMBOLU ¢?

ISR SR PSPPSR S PSPPSR S PSP PSP SIS

id v v 4 v v v v v 4 v v v v v v v
@ v v
@ v v
X v v v v
<+> v v 4 v
43* v v v v
>< v v v v v v v v
>< v 4 v v v v 4 v

Pro jedno z m € G konkrétné:

PR SRS R SRS PO IPS IS IPS:

Vrcholy u, v € V takové, Ze m(u) = v museji mit stejnou barvu.
Proto m zachovd 2¢ obarveni, kde ¢ je pocet cykli permutace 7.



ORBIT COUNTING THEOREM

Cauchyho—Frobeniova v&ta (1845/1887), Burnsideovo lemma:

Sa |G|Z:H7r 7( }

acs
_ Bc(7r
=g Ll aal =l = g 18

. vhodné tehdy, je-Ii transformaci podstatné méné neZ obarveni.

Augustin-Louis Ferdinand Georg William Burnside
Cauchy Frobenius 1852-1927
1759-1857 1849-1917



TRANSFORMACE KRYCHLE

Krychle ma 24 transformaci:

1 identitu s 8 cykly
4 -2 rotaci okolo télesovych thlop¥icek o £120° se 4 cykly
3 - 2 rotaci okolo os protilehlych stén o +90° se 2 cykly

3 osové soumérnosti okolo os protilehlych stén se 4 cykly

6 osovych soumérnosti okolo os protilehlych hran se 4 cykly

S



POCTY OBARVENI KRYCHLE

piaesiyiaipradysad

3-2x
Transformace: 1x s 8 cykly, 17x se 4 cykly a 6x s 2 cykly.

|B] |S|=[B®  #S,

S, ‘G| > 1B = 2 256 23

e 3 6561 333
B 8 . ) 4 65536 2916
- ﬂ (I8I° +17|8]* + 6 BP) 5 300625 16725
6 1679616 70911
7 5764801 241913
8

16777216 701968

Z 6561 obarveni krychle nejvyse
tfemi barvami je 333 ridznych.



ZKOUSKA PRO n =2

1 256 + 272 + 24
— (84172 +6.22) =" = —
24( + + ) 5 23




JAK NA PREDEPSANE POCTY BAREV?

Véech 24 obarveni ¢tverce rozt¥idime do skupin podle pottu barev,
dosadime-li za 2 (potet moZnosti) vyraz ¢ + m (konkrétni barvy):

(c+m)*=1c* +43mt 4 62m? +actm® +1m*

Koeficient u ¢/ m*~' udava, kolik je obarveni s i &ervenymi vrcholy.

OO0 HENHN
IS)8ISININISINIE!

Identita zachova viech 16, t.j. (c + m)* obarveni.
U ostatnich transformaci je t¥eba zohlednit i délky cykld, nap¥.:

PERS RS RSRSPSIPS PSS!

(c+ m)(c®+m?)(c+m)=1c* +23mt +22m? + 2t md + 1m*



VYTVORUJICI FUNKCE PRO OBARVENI CTVERCE

Transformace ¢tverce:

id —4cyklydélky 1 ... (c+ m)*
), ) —1lcyklusdélky 4 ....................... 2(c* + m*)
XK —2cyklydélky 2 ... (c? + m?)?
<4, 4+ —2cyklydélky 2 ... 2(c? + m?)?

A X — 2 cykly délky 1a 1 délky 2 ....2(c + m)?(c? + m?)

(c+ m)* +2(c* + m*) 4+ 3(c? + m?)? + 2(c + m)?(c? + m?)
=8(c* + S3m! +2c2m? + ctmd + m?)

OO HENHN
IS)8ISININISINHE!



REDFIELDOVA-POLYOVA VETA (1927/1937)

Vyraz (c + m)* +2(c* + m*) +3(c? 4+ m?)? + 2(c + m)?(c? + m?)
je vybudovan z dvojélenti ¢ + m9. Oznaéme xg = ¢ + m?.

Pak (c + m)* +2(c* + m*) + 3(c? + m?)? 4+ 2(c + m)?(c? + m?)
= x{ +2x4 + 3x3 + 2x2xz. Tento polynom zdvisi jen na délce cykli
permutaci z G a lze jej pouZit i pro obarveni vice barvami:

VETA: Necht G je permutaéni grupa piisobici na mnoZ%ing V.
Pro m € G s cykly délek di,...,d:, polozme x(7) = x4, - - - Xq,-
Vytvotujici funkci pro obarveni mnoziny V' barvami B = {1,..., k}
dostaneme dosazenim xy = (b§ + - - - + bZ) do mnohotlenu

1
— X
14 7;@ (m)
Koeficient u b:’f e b;(k udava polet obarveni takovych, Ze jsou
riznd vzhledem ke G a pfitom pro kazdou barvu j € B plati,
Ze je pouZita pravé ij-krat.



OBARVENI KRYCHLE DVEMA BARVAMI

SIS Ipssigisigrnd

8xZx3 6x7 3x5 6x5
\G\ ZG x(m) = ﬂ (x1 + 8x1x3 + 6x4 + 9x2)
S

= ((c + m)8 +8(c+ m)2(3+ m3)? +6(c* + m*)? +9(c? + m?)*) =
=B +c"m+3c8m2+3Pm3+7c*m*+33mP+3c2mb+cem” +mB




OBARVENI KRYCHLE TREMI BARVAMI

% ((c +m+2)8+8(c+ m+ 2)%(c3+ md + 23)%+

F6(ct + m* 4 22+ 9+ m? o+ 22)4) -
=B+ c"m+3m? +38m® +7c*m* 4+ 3c3m® 4 32 m+

+em” +m+ 24+ 38mz + 75 m?z +13¢* m3z + 133 m* 2+
+7¢2mPz 4 3cm®z 4+ m"z + 3c%22 + 73 mz? + 224 m? 2+
+243m32% + 222 m* 22 + Tem®2? +3mP2% + 3% 4+ 13¢* m3+
+243m? 23 424233 + 13em* B+ 3mP 3 + 74 A+
+133mz* +222m? 24 + 13em32* + Tm*2* + 3325 + 72 mS+
+7cm?25 +3m32° +3¢22% + 3cmz® + 3m?2% + 2" + mz" + 2B

Koeficient u c3m322 odpovida riiznym obarvenim krychle se tfemi

vrcholy ¢ervenymi, tfemi modrymi a dvéma zelenymi.



NE AZ TAK TEZKA ULOHA TEHOZ TYPU
Kolika zplisoby lze obarvit vrcholy krychle nejvyse tfemi barvami?
Kolik obarveni ma tfi vrcholy &ervené, tfi modré a dva zelené?

ODPOVED': Jen 24 z 333 moZnych obarveni krychle nejvyse tfemi
barvami ma t¥i vrcholy &ervené, tfi modré a dva zelené.

)
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LITERATURA:
Alan Tucker: Polya’s enumeration formula by example,
Mathematics Magazine 47 (5), 1974, str. 248-256.

,Indeed, when Professor Polya taught part of the combinatorial mathematics course at Stanford
(for which this author was a teaching assistant), he omitted a proof of his formula and gave only examples."



