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Teoreticka mechanika
ve trech knihach

kontext, koncept a obsah nové univerzitni ucebnice

Jifi Podolsky
Ustav teoretické fyziky MFF
Univerzita Karlova, Praha



struktura prednasky

= strucne dejiny teoreticke mechaniky
= strucné degjiny prazske vyuky teoreticke mechaniky

= dnesni vyuka teoretické mechaniky na MFF UK



strucne dejiny
teoreticke mechaniky



Kepler Astronomia nova

' ASTRONOMIA NOVA
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Keplerova elipsa v Astronomia nova

DE MOTIB. STELLE MARTIS

PROTHEOREMATA.

T .
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Galileo: zakon zrychleni téles s ~t* 1609

experimenty valeni kouli
po naklonénych drahach




Galileo: zakon zrychleni teles 1609

" 2 3
useky : 1+3+5 + 7 galileo licha Cisla
gelkem: 1 4 9 16 2

¢as pruchodu
indikuji zvonky
| BN v daném misté




... pak prichazi Newton

= 1666 koncept univerzalni gravitace: 1
,Mésic pada k zemi stejné jako treba jablko* r2

= 1684 Halleyho navstéva Cambridge: zakony pohybu
a gravitacni zakon v traktatu De motu, jadro Principii

1689

= 1687 Principia: zasadni dilo v déjinach vedy



De motu corporum in gyrum
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Newton: Principia 1687

| PHILOSOPHIA |

NAXTRUSRE AGEITES

MATHEMATICA.
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Newtonovy zakony pohybu

uvedeny na stranach 12 a 13

AXIOMATA
SIVE

LEGESMOTUS

Lex. L.

Corpns omne perfeverave in [Ratn futo quiefcendi vel movend: nnifor-
wniter in diveStun, nifi quatenus awiribus impreffis cogitur ftatum
#lliem mutare.

Rojedtilia perfeverant in motibus fuis nifi quatenus a refiften-

~ tia acris retardantur & vi gravitatis impelluntur deorfum.

Trochus, cujus partes cohzrendo perpetuo retrahunt fefe

a motibus rectilineis , non ceffat rotari nifi quatenus ab acre re-

tardatur.  Majora autem Planetarum & Cometarum corpora mo-

tus fuos & progreflivos & circulares in fpatiis minus refiftentibus
factos confervant diutius.

Lex. IL

Mutationen motus proportionalen i motrici impreffie, & ﬁm’ Jfe-
cundum linean: relt na vis illa imprimitur.

L3l

Lex. 1L
ASionicontrariam—fenmper(o—egaten—effe-reattionem—fize Grporsm

diorum aCtiones in fenmtno fenper ¢ equales @ in partes contra-

vias dirigi.

Quicquid premit vel trahit alterum, tantundemab eo premitur
vel trahitur. ~ Siquis lapidem digito premit, premitur & hujus
digitusa Iapich Sicquus Japidem funi allegatum trahit, retrahe-
tur etiam & C(lfuusrn:ziﬁaﬁtcr in lapidem: nam funis utring; diftentus
codem relaxandi fe conatu urgebit Equum verfus lapidem, ac la-
pidem verfus equum, tantumgs impedict progreflum unius quan-
tum promovet progreflum alterius.  Si corpus aliquod incerpus
aliud impingens, motum ejus vi fua quomodocunq: mutaverit, i-
dem quoque viciffim in motu proprio eandem mutationemin par-
tem contrariam vi alterius ( ob zqualitatem preflionis mutuz )
fubibit.  His a&ionibus zquales fiunt mutationes non velocitatum
fed motuum, ( {cilicet in corporibus non aliundeimpeditis - ) Mu-
tationes enim velocitatum, in contrarias itidem partes facte, quia
motus zqualiter mutantur, {funt corposibus reciproce proportio-
nales, Difinch vhim ke adon. i athrmiisni®y wl o Sikelip promine
et Corol. 1L

Corpns wiribus conjunélis diagonalem parallelograimmi eodenr tempore
defcribere, quo latera feparatis.

o A .'mﬂnmk
i, feryiboy

Si_corpus dato tempore, vifola, M,
e Bl 3 N0 s
feiréturab 4 ad B, & vifela N, ab
4 ad C, compleatur parallelogram-
mum ABDE, & vi utraq; feretur id
SR ) e
codem tempore’ab 4 ad D. Nam c D
quoniam vis N agit fecundum Jineam
AC ipli B D parallelam, hxc vis,nihil mutabit velocitatem acce-
dendi ad lineam illam B D a vi altera genitam.  Accedet igittir
~ . s . C A
corpus eodem tempore ad lineam B D five vis N imprimatur, five
1tq; adco in fine temporis reperietur alicubiin linea
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http://cudl.lib.cam.ac.uk/view/PR-ADV-B-00039-00001/25

originalni latinské zmeni:

Lex. 1. Corpus omne perseverare in statu suo quiescend: vel
movend: uniformiter in directum, nist quatenus a viri-
bus impressis cogitur statum illum mutare.

Mutationem motus proportionalem esse vi motrici 1m-

pressee, et fiert secundum lineam rectam qua vis illa
IMpPTrImtur.

Lex. III. Actiont contrariam semper et equalem esse reactio-
nem: sive corporum duorum actiones in se mutuo semper
esse eequales et in partes contrarias dirigi.




Newtonuv gravitacni zakon
krok 1 krok 2

2. Keplertuv zakon je ekvivalentni tomu, ze 3. Keplerova zakona Newton odvodi,
Ze gravitacni sila mifi radialné ke Slunci Ze sila klesa s kvadratem vzdalenosti

[371]

SECT. IL
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tia, fimul defegl

fcriberent

eftquod vi

Prop. I. Theorema. L

Areas quas corpora in gyros abta radiis ad immobile cemrum wiriuns
duéiss deferibunt, ©- in planis immobilibus eonfiftere, ¢ effe tem-
poribus propartionales.

datur tempus in partes zquales, & prima temporis parte

bat corpus vi infia retam 4B. Idem fecunda temporis

partefi nil ir liret,recta pergeret ad &(pe 1) delcribens
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Principia (kniha |, véta I, str. 37) Principia (kniha |, véta IV, str. 41)



finale: Newton overi Keplerovu elipsu

> ISP o L J
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Principia (kniha I, véta V, str. 44)

1. Kepleruv zakon je konzistentni s
Newtonovym gravitacnim zakonem



podekovani brnénskym kolegum

nyni mame k dispozici moderni Ceské preklady vybranych Casti dél

Johannes Kepler Galileo Galilei Isaac Newton

NOVA ASTRONOMIE MATEMATICKE PRINCIPY
PRIRODNI FILOZOFIE

2023 2020 2023

edice Fontes scientiee nakladatelstvi Togga ve spolupraci s Masarykovou univerzitou



mezioborovy projekt vedl doc. Daniel Spelda
z Katedry filozofie FF MU:

, 1 Uzce specializovany vedec
se muze zajimat o SirSi souvislosti
sveho badani a zivota

a filozof,
ktery ve sveé praci ignoruje
zjisteni prirodnich ved,
se sam odsuzuje k blaboleni *




Newtonovo déedictvi:

prostor: spojity, 3dim, euklidovsky, homogenni a izotropni

(dle teorie relativity je prostorocas neeuklidovsky v piitomnosti
gravitace, ale ve slune¢ni soustavé je toto zakiiveni velmi malé)

o Cas: spojity, 1dim, rovnomérny, jednosmérny, synchronizovany inyj

(dle teorie relativity ma kazdy pozorovatel sviij vlastni cas, ale pro
malé rychlosti a daleko od hmotnych téles vSechny asy splyvaji)

objekty: idealizovdny soustavou rozlisitelngjch hmotnych bodi

(v kvantové teorii jsou elektrony, fotony atd. nerozliSitelné, ale
pro makroskopicka télesa plati standardni statistika)

ﬁ"J

stav: hmotného bodu uréen jeho polohou a hybnosti

(v kvantové mechanice je stav urcen napf. jen polohou, hyb-
nost miZe byt libovolnd a lze urCovat jen jeji pravdépodobnost;
makroskopick té&lesa za b&Znych teplot se v8ak chovaji klasicky)

zakladni pojmy
a jejich atributy

meze klasicke fyziky
a jejich prekonani

fyzika 20. stoleti:
= teorie relativity
= teorie kvant



Newtonovo dedictvi:

precizni formulace fyzikalnich zakont pomoci

matematické analyzy: diferencialni a integralni pocCet, variaCni pocet, ...

Newtonuv pohybovy zakon je diferencialni rovnice

cas sila hybnost hmotnost rychlost

= pro konstantni m se redukujena: mx =F

Vigwviiv s

= pro proménné m slozitéjsi rovnice: hrabé Buquoy, 1812

= tento tvar pohybovych rovnic plati i v teorii relativity
jen zobecnéni pojmu v SirSim kontextu: vlastni Cas,
Ctyrsila, Ctyrhybnost, klidova hmotnost, Ctyrrychlost



Newtonem to neskoncilo
ale teprve zacalo

| pokud jde 0 samotnou
klasickou mechaniku




v 18.-19. stol. byla klasicka mechanika
rozsirena
7 pohybu téles tedy hmotnych bodu
na spojite prostredi tedy kontinuum

Euler Cauchy

1707-1783 1789 —1857

a dalsi




v 18.—-19. stol. byla byla vyjadrena
v podobé obecnych principu
diferencialnich ale take
integralnich — variacnich

Bernoullliové Lelbniz E
1707-1783 1789 -1857 -

o

f
a dalsi




v 19. stol. byla zformulovana

tedy oprosténa od eukleidovskych vektoru

1736 -1813 1805 —1865

,

a dalsi f

A




v 20. stol. byla prelozena
do jazyka diferencialni geometrie
tedy oprostena od souradnic
coz umoznilo poznat symplektickou strukturu

Lie Cartan
1842-1899 1869-1951

a dalsi




TEORETVICKA MECHANIKA
VE TRECH KNIHACH

JIRi PODOLSKY
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strucne dejiny
prazske vyuky
teoretické mechaniky



prazsky prostorocas: zavazujici tradice
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v Praze 12 let (1600-1612)

J O h an ﬂ eS Ke p I er cisarsky matematik

asociovan s Universitou

' ASTRONOMIA NOVA
: L AITIOAOTCHTOX,

, SEV
PHYSICA COELESTIS,

tradita commentarits

| DE MQTIBVS STELLZA
M A R.T IS5,
Ex obferyationibus G. V. :
"TYCHONIS BRAHE:

]uffu & fumptibus

RVDOLPHIH

Sy
. 1610 " ROMANORYVM

IMPERATORIS &c:

Pluuum annorum pe1 tinaci {tudio

Astronomia nova

e Se. Ce. CHCH S}/’)!‘ﬁ’cmatim
JOANNE KEPLERO,

Gomejusdems C=. 02 privilegio [pecials

Zékony pOhybu planet: : ANNo @iz Dic'nyﬁn.na: cIZ 15:; 1x
vychodisko Newtonovych Principii |




v Praze 28 let (1867-1895)

E I’n St M aC h profesor experimentalni fyziky,

pedagog, dvakrat rektor

7/

DIE MECHANIK
IN THRER ENTWICKELUNG
HISTORISCH-KRITISCH DARGESTELLT

Dr. ERNST MACH,

PROFESSOR DER PHYSIK AN DER DEUTSCHEN UNIVERSITAT ZU PRAG.

MIT 250 ABBILDUNGEN.

USTAV A SEMINAR P10 TEORETIGA0Y FYSIKU
KARLOVY UNIVERSITY V PR

: kritika newtonovské mechaniky, zejména
LEIPZIG: konceptu absolutniho prostoru a pohybu
F. A BROCKHAUS. tzv. Machuv princip byl velkou inspiraci pro Einsteina:
1883.
“Mach jasné rozpoznal slaba mista klasické mechaniky,
cimz se priblizil pozadavku obecné teorie relativity —
a to pred skoro pdl stoletim!”

prvni vydani Machovy Mechaniky, Leipzig 1883 EinsteinGv nekrolog Ernsta Macha
Physikalische Zeitschrift 17 (1916) 101




v Praze 1,5 roku (1911-1912)

Al be rt E | n Ste| n profesor teoretické fyziky, pedagog

na némecké Karlo-Ferdinandové univerzité

*Mechantk diskreter Massenpunkte. 3stiindig. Ord. Prof Dr. =
Einstein. letni semestr 1911

*Thermodynamik. 2stindig. Ord. Prof. Dr. Einstein. Ort und Mechanika hmotnych bodu 3 hodin
Stunde beider Kollegien werden spiiter angekiindigt werden. Termodynamika 2 hodiny
*Mechanik. 3stiindig. Montag, Mittwoch, Freitag 9—10. Ord.
Prof Dr. Einstein. Klementinum IL zimni semestr 1911
Grmelehre. 2stindig. Dienstag, Donnerstag 9—10. Ord. Mechanika 3 hodinyj Klementinum
Prof Dr. Einstein. Klementinum II Nauka o teple 2 hodiny, Klementinum
4, Seminar fir theoretische Physik. Seminar pro teoretickou fyziku 2 hodiny, Viniéna

Ubungen im Seminare. 2stindig. Nach Vereinbarung. Ord.

Prof. Dr. Einstein. Naturwissenschaftliches Institut. letni semestr 1912

#Molekulartheorie der Warme. 3stindig. Montag, Dienstag; M 5 .
! 8 r olekulova teorie tepla
Mittwoch 9—10. Ord. Prof. Dr. Einstein. Horsaal des

mathematischen Seminars. Mechanika kontinua

*Mechanik der Kontinua. 2stiindig. Donnerstag, Freitag 9—10.
Ord. Prof Dr. Einstein. Horsaal des mathematischen
Seminars.

4, Seminar, fiitr theoretische Physik.

Ubungen im Seminare. Freita.g abends von 8 Uhr an. Ord.
Prof. Dr. Einstein. - Naturwissenschaftliches Instituts-
gebiude. ¢

kazdy den
od 9do 10

v Klementinu

nebo Vini¢né

tam ved| i seminare



profesori teoreticke fyziky na KFU / Nemecke KFU
a reditelé matematicko-fyzikalniho seminare

1874-1910 > 1911-1912 > 1912-1939 ——>
Ferdinand LIPPICH Albert EINSTEIN Philipp FRANK
(1838-1913) (1879-1955) (1884-1966)
profesor matematicke fyziky profesor teoretické fyziky profesor teoretické fyziky
Styrsky Hradec-U. Praha U. Curych-U. Praha-ETH Curych U. Viden-U. Praha-U.Viden

prevzato z Emilie TéSinska: Fyzika na Karlové univerzité: instituce, osoby, studium (1850-1939)



profesofi matematicke / teoreticke fyziky
na Ceske univerzite 1882-1939 (Karlove 1945)

1882/83: Matematicko-fyzikalni seminar — 1920 rozdéleni
profesura astronomie : 1892 Gustav GRUSS....

>

profesura matematické (teoretické ) fyziky
1908: Ustav pro teoretickou fyziku
1920: Ustav a seminar pro teoretickou fyziku

1922:druha prpfesura TF

>
1939: treti profesura TF

1882-1891
Augustin SEYDLER
(1849-1891)
profesor matematické fyziky
a teoretické astronomie
KFU Praha-CU Praha

1914-1939 (1945)
FrantiSek ZAVISKA
(1879-1945)
profesor teoretické fyziky

profesor matematické fyziky CU Praha druha profesura teoretické fyziky

stfedni $kola Brno-CU Praha-CT Brno-CU Praha CU Praha-(MFF UK)

1891-1913
FrantiSek KOLACEK

1922-1939 (1956)
Viktor TRKAL

(1851-1913) (1888-1956)

prevzato z Emilie TéSinska: Fyzika na Karlové univerzité: instituce, osoby, studium (1850-1939)



profesori matematické / teoreticke fyziky

Augustin SEYDLER
(1849-1891)

Viktor TRKAL
(1888-1956)



ceske ucebnice teoreticke mechaniky

Sevydler Theoreticka mechanika pro vysoké skoly 1880

Kucera Zaklady mechaniky tuhych teles 1921
Hostinsky Mechanika tuhych teles 1924
Trkal Mechanika hmotnych bodu a tuhéeho télesa 1956
Brdicka Mechanika kontinua 1962
Brdicka, Hladik Teoreticka mechanika 1987
Brdicka, Samek, Sopko Mechanika kontinua 2000

Horsky, Novotny, Stefanik Mechanika ve fyzice ~ 2001
a mnohe dalsi ...



teoreticka mechanika na MFF
od vzniku 1952

personalni obsazeni vyuky dle vzpominek J. Langera
vzdy Clenové katedry/ustavu teoretické/matematicke fyziky :

= Brdicka

= Hladik

= Langer

= Blank, Valenta
= [Langer

= Podolsky

cca do roku 1960

60. léta

cviCeni a od roku 1964 Casti prednasek
nékolikrat v 70. letech

cca od roku 1980

od roku 1995



Jirka Langer a Jirka Podolsky
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dnesni vyuka
teoretické mechaniky
na MFF UK



struktura vyuky

obsah vyuky

matematicky aparat

nekolik souvislosti

popis nové ucebnice
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tisk konvolutu cerven 2024, dnes oficialni uvedeni



2. rok studia studijni plan Bc. programu Fyzika

kod Predmét

NOFY@22 [ Optika

NOFY@24 [ Praktikum Il — Elektfina a magnetismus
NOFY161 [Z ematila-pre-fyaile

NOFY®@23 [4 eCid S e reld

NTVYQ16 [Z Télesna vychova lll

NOFY125 [ Atomova fyzika a elektronova struktura latek
NOFY®28 [ Praktikum Il — Optika

NOFY162 [ Matematika pro fyziky Il

NOFY126 [ Klasicka elektrodynamika

noFY127 7 Uvod do kvantové mechaniky

NTVYQ17 [ Télesna vychova IV

NJAZe91 [ Anglicky jazyk — zkou3ka pro bakalare
NOFY®62 [4 Pravdépodobnostni metody fyziky
NJAZe74 [/ Anglicky jazyk pro stfedné pokrocilé Il
NOFY010 [ -Riasaminis 1

NOFY@69

NOFY@47 [4

NOFY®59 [4 Experimentaini metody fyziky |

NPOZ087 [ Filozofické problémy fyziky

NOFYO0O03

Kredity 7S LS
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NOFY069 od roku 2004
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tedy trojice propojenych vyuk mechaniky

klasicka povinna prednaska 3 hodiny jadrem je Lagrangedv a
Hamiltontv formalismus
klasické povinna cviceni 2 hodiny ve standardni podobe
a k tomu hlavni cil: teoreticka mechanika
v jazyce diferencialni geometrie
moderni volitelna prednaska 2 hodiny tedy vyjadreni bez souradnic !

pokryto novou ucebnici

proto tri knihy



obsah prednasky

Teoreticka mechanika

NOFY003, 312, ZW/Z
prof. Jifi Podolsky

A itae

el M ile)

{1 dem frastaen

- it

» feufae (‘f,“ nf(—’}’ ’v“»]’
- ol fadniisd

Anotace:

V pfednasce se studenti i 5 analytickymi formul i klasicke

teorie kontinua. Jadrem vykladu je zavedeni a pochopeni Lagrangeova a Hamiltonova fornr

aplikaci a pojm kliovych pro kvantovou a relativistickou teorii.

Cil predmeétu:
Cilem pfedmétu je pochopeni analytickych fc

iky a jejich pouziti k

Obsah:

o1 PFedehra, mou" ace, néstin obsahu a opakm ani

. S_I‘Igang&'} rovnice IL.druhu

* 4. Pravidla, metody a triky Lagrangeova formalismu

¢ 5. Pohyb planet a dalsi aplikace

« 6. Hamiltoniv variacni princip

* 7. Hamiltonovy kanonické rovnice a Poissonovy zavorky
* 8. Kanonické transformace a Hamiltonova-Jacobiho teorie
* 9. Mechanika tuhého télesa

* 10.Eulerovy rovnice a setrvaéniky

* 11.Teorie kontinua

e 12.Zakladniv v a rovnice pro popis kontinua

* 13.Nejzajimavéjsi dusledky rovnic kontinua

Predehra, motivace, nastin obsahu a opakovani

Uziteénost alternativnich formulaci téhoZ problému ve fyzice. Ilustrace na teoriich gravitace: Newtonova gravitacni sila
-> Poissonova rovnice (pole potencialu) > Einsteinova rovnice (pole metriky, obecna teorie relativity). Teoreticka
mechanika jakozto vyslovovani Newtonovych pohybovych zakont jinymi zpisoby pro hmotné body, tuhé téleso 1

Pravidla, metody a triky Lagrangeova formalismu
Kucharka pro sestaveni pohybovych rovnic (v hodna volba zobecnénych souradmc vyjadieni Ta Vv téchto

LSS R Leine 3 £ T IATT A.a T

Mechanika tuhého télesa

Opakovani vektori a tenzorii v Euklidovském prostoru. Grupa koneénych rotaci a algebra infinitesimalnich rotaci.
Jejich reprezentace pomoci antisymetrickych matic a zavedeni vektoru thlové rychlosti jakozto dualu k nim_ Otaceni
télesa kolem pevné osy, tenzor setrvacnosti. Vlastni éisla a vektory véetné interpretace elipsoidu setrvaénosti. Kineticka
energie rotaéniho pohybu. Rozklad pohybu na translaci a rotaci (Chaslesova véta). Dusledek pro kinetickou energii
(Koenigova véta). Drobna perli¢ka: jednoduché odvozeni pohybovych rovnic v neinercidlnim systému z Lagrangeovy
funkce.

Eulerovy rovnice a setrvaéniky
Eulerovy thly a Eulerovy kinematické rovnice. Lagrangeova funkce pro tuhé téleso a odvozeni Eulerovych
dynamickych rovnic. Ukazkové priklady: analyza pohybu symetrického bezsilového setrvaéniku.

Teorie kontinua

Prechod od soustavy hmotnych bodd ke spojitému prostredi. Ilustrace: hustota Lagrangeovy funkce pro podélné kmity
soustavy oscilatorti a pfi¢né kmity struny. Odvozeni Eulerovych-Lagrangeovych pohybovych rovnic pro spojité
prostiedi z Hamiltonova principu. Vinova rovnice a zakladni metody jejiho feseni: a) d'Alembertova metoda. b)
separace proménnych (vlastni frekvence, okrajové a podateéni podminky. Fourierova analyza). Perspektivy: klasickd
pole a jejich kvantovani. Dva mozné popisy pohybu kontinua: Lagrange versus Euler. Vektor posunuti a pole rychlosti.

Zakladni veli¢iny a rovnice pro popis kontinua

Piipomenuti tenzoru malych deformaci a tenzoru napéti. Pohybova rovnice obecného kontinua a rovnice kontinuity.
podminky rovnovahy. Reologicka klasifikace latek (od tuhé latky po idedlni tekutinu). Zobecnény Hookuv zdkon pro
izotropni téleso s interpretaci ptislusnych koeficientd.

Nejzajimavéjsi dusledky rovnic kontinua

Pohybova rovnice izotropniho prostredi. Eulerova pohybova rovnice idealni tekutiny a viny v ni, odvozeni rychlostt
zvuku. Bemoulliova rovnice jakozto 1.integral. d'Alembertiv hydrodynamické paradoxon pro nevifivou a
nestlaéitelnou idealni tekutinu. Navierova-Stokesova pohybova rovnice pro vazkou tekutinu. Ilustrace: proudéni
dlouhou trubici (odvozeni parabolického rychlostniho profilu a Poiseuillova-Hagenova zakona). Kratce o laminamim
proudéni versus turbulenci a Reynoldsove éisle.

C

Podminky udéleni zapoctu




reseni (soustav)
obycCejnych diferencialnich rovnic

variacni pocet

Lieovy algebry a grupy

linearni algebra a tenzorovy pocet

parcialni diferencialni rovnice

Fourierovy rady ot2)= 3 i (115 oncos (1) + i (oS

aparat diferencialni geometrie £y0, = dL



je klicova pro navazujici fyzikalni obory

kvantova mechanika, relativisticka fyzika, teorie pole klasicka i kvantova

je nezbytna pro astronomii a vedy o Zemi

nebeska mechanika, teorie kontinua (geofyzika, fyzika atmosféry)

studenti se v ni prirozene seznamuji s uzitecnosti
velke sire matematickych metod

Ize v ni pekne ilustrovat dejinny vyvoj
fyzikalniho mysleni i matematickeho formalismu
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obalka konvolutu

Jan Dotrel, kompozice jeho tfifotografii Hadaikum Universum
pofizenych pro vystavu Aetas Praehistorica, Galerie Kvalitar, 2021

HADEAN nejstarsi eon ve vyvoji Zemé (4,6 - 4,0 mld let)

sférické modely hadeanského obdobi rané Zeme a jejiho postupného chladnuti

zelezna koule rozzhavena na 750 °C
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jejich zmenSovanim vznikla
iluze prostorového pohybu

barvami je navic naznaCena
termodynamicka Sipka Casu

2.0, =dl
lyw=dH
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4 Rozum je nepochybné slaby, kdyZ se poméruje A
svym nikdy nekoncicim tukolem . . .

Presto vytvory intelektu preZivaji rusné se Zenouci generace

\_ a stolett za stoletim siri svétlo a teplo. y

Utéseni touto myslenkou vratme se v téchto neklidnych dnech

k pamdtce Newtonové, ktery byl dan lidstvu pred trems sty lety.

Albert Einstein, vanoce 1942,

esej ,,Isaac Newton“ v The Manchaster Guardian,
Cesky v knize Z mych pozdéjsich let, 1995, str. 147




Vzdelani je to,
co zustane,
kdyz clovéek zapomene vSechno,
co se ve Skole naucil.

Albert Einstein, 15. fijna 1936,
citovano v projevu na 72. konvokaci

Univerzity statu New York
cesky v knize Z mych pozdéjsich let, 1995, str. 26




recenzentl

doc. RNDr. Leos Dvorak, CSc. KDF MFF UK

prof. RNDr. Jan Novotny, CSc. KFChOV, PdF MU



Ted mozna muze recenze plisobit, Ze autora a jeho text vychvaluji aZ pFilis — ale podle mého ndzoru
je recenzovana ucebnice opravdu kvalitnim dilem, které ma Sanci byt zékladnim ¢eskym uéebnicovym
textem o teoretické mechanice, z néhoz budou studenti i vyucujici Cerpat nasledujici roky a desetileti.

Ukolem recenzenta je podle mého minéni i ve velmi kvalitnim dile (a pravé v ném) upozornit i na
drobnosti, kde by text bylo mozno jeSté upravit (tfeba pro jesté vyssi srozumitelnost nékterych
detail), a dat tyto dil¢i naméty k dispozici autorovi, aby je zvézil a pfipadné do finalni podoby textu
jesté lehce zasahl. Takto jsem pfistupoval i k textu prof. Podolského.

doc. Dvorak

na 432 stranach bylo téch ,drobnosti” (a nékde to nebyly drobnosti) 694
vsechny jsem je peclivé zvazil a zapracoval



otevienych problémi, duchovniho okouzleni. Kdo mél to stésti, Ze vedl kurz teoretické
mechaniky se zvidavymi studenty a pristupoval ke svému ukolu odpovédné a kreativné,
uvédomi si casem, jak mnoho tim ziskal pro pochopeni fyziky a védeckého mysleni viibec. A
mnohdy neodol3, aby se své zkusenosti nepokusil vyuzit k uzitku kolegl i student.

To je zfejmé pripad profesora Jifiho Podolského. V Uvodu k recenzované knize vzpomin3, jak
ho roku 1995 prizval k Ucasti na vyuce teoretické mechaniky skvély ucitel Jifi Langer. Pfipomina

v

pak nékolik knih, které slouzily jako zaklad pro vyuku teoretické mechaniky na Karloveé

univerzité. Jeho prehled zacina Teoretickou mechanikou A. Seydlera (1880) a pokracuje Zdklady

prof. Novotny



nahlédneme tedy uz
do vydaného svazku
ale jen kratce...

-

Dilo je ucelenym a navzdjem propojenym souborem tfi knih, jeZ jsou
moderni u¢ebnici teoretické mechaniky uréenou pfedevsim pro studenty
Matematicko-fyzikalni fakulty Univerzity Karlovy.

Prvni kniha obsahuje klasicky vyklad Lagrangeova a Hamiltonova for-
malismu pro hmotné body, tuhé téleso i kontinuum, druhd elegantni podobu
té&chto formalisml v jazyce diferencidini geometrie, jeZ je opro§téna od sou-
fadnic. Ve treti knize jsou vzorové vyfeSeny peclivé zvolené typové priklady
k procvigeni. Zminény jsou i ndvaznosti na kvantovou a relativistickou teorii.

Soubor md piehlednou strukturu, srozumitelnou formu vykladu a bo-
haté ilustrace.

prof. RNDr. JIRi PODOLSKY, CSc., DSc. (* 1963)

Vystudoval Matematicko-fyzikdlni fakultu Univerzity Karlovy, kde od té doby
ptsobi, nyni jako profesor na Ustavu teoretické fyziky. Zabyvd se obecnou
teorii relativity, o gravitaci publikoval vice nez 100 &lankd a monografii Exact
Space-Times in Einstein’s General Relativity (Cambridge, 2009).

Tri desetileti vede kurz teoretické mechaniky a matematickych metod, pred-
ndasi o prostorocasech, gravitacnich vinach a historii fyziky. Vénuje se popu-
larizaci vé&dy, prelozil 20 knih. Plsobil jako poradce seridlu Génius: Einstein
(National Geographic, 2017).

V roce 2022 mu byla udélena Nuslova cena za celozZivotni pfinos v oblasti
teoretické fyziky, v roce 2023 ziskal Cenu Wernera von Siemense v kategorii
Nejlepsi pedagogicky pracovnik. Je po ném pojmenovdna planetka 36174.

I
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Dilo je ucelenym a navzdjem propojenym souborem ftfi knih, jez jsou
moderni u¢ebnici teoretické mechaniky uréenou predevsim pro studenty
Matematicko-fyzikdlni fakulty Univerzity Karlovy.

Prvni kniha obsahuje klasicky vyklad Lagrangeova a Hamiltonova for-
malismu pro hmotné body, tuhé téleso i kontinuum, druhd elegantni podobu
téchto formalismu v jozyce diferencidlni geometrie, jez je oprosténa od sou-
Fadnic. Ve tteti knize jsou vzorové vyreSeny peclivé zvolené typové priklady
k procvi¢eni. Zminény jsou i ndvaznosti na kvantovou a relativistickou teorii.

Soubor md prehlednou strukturu, srozumitelnou formu vykladu a bo-
haté ilustrace.

www.karolinum.cz
ISBN 978-80-246-5746-2




struktura trilogie

KNIHA PRVNI KNIHA DRUHA
Teoreticka mechanika Teoret.mechanika v jazyce
v klasické formulaci diferencialni geometrie

180 stran 100 stran

castl. Mechanika hmotnych bodu
cast Il. Mechanika tuhého télesa
cast Ill. Mechanika kontinua

KNIHA TRETI
Teoreticka mechanika
v prikladech
110 stran



UZ prvni dil trilogie plné odpovida zaméru vytvorit moderni a efektivni ucebnici,
umoznuje pochopit narocny predmet a muze take slouzit jako vstupni brana do svéta
teoretické fyziky.

Navic je tu vSak jeSté treti dil, ktery umozniuje nejen pochopit, ale i naucit se vjoboru
pracovat. Pod nazvem Teoreticka mechanika v prikladech podava autor monumentalni soubor
60 detailné vyreSenych prikladli z péti oblasti mechaniky, kterymi jsou newtonovska fyzika,

prof. Novotny



struktura a obsah trilogie

KNIHA PRVNI
Teoreticka mechanika
v klasické formulaci
180 stran

cast I. Mechanika hmotnych bod
1 Newtonovska mechanika

2 Newtonovy rovnice s vazbami

3 Lagrangelyv formalismus

4 Hamiltonuav variacni princip

5 Hamiltontv formalismus

¢ast Il. Mechanika tuhého télesa
6 Kinematika tuhého télesa

7 Dynamika tuhého télesa

8 Aplikace: setrvacCniky

cast Ill. Mechanika kontinua
9 Rovnice struny a jeji freSeni
10 Mechanika kontinua

KNIHA TRETI
Teoreticka mechanika
v pfikladech
110 stran

1 Newtonovska
NEERIE!

2 Newtonovy rovnice
s vazbami

3 Lagrangeuv
formalismus

4 HamiltonGv
formalismus

5 Mechanika
tuhého télesa



nahled do

KNIHY PRVNI
Teoreticka mechanika
v klasické formulaci



éast 3.2. Odvozeni Lagrangeovych rovnic II. druhu 49

spojenim obou druhii informaci o polohach i rychlostech vznika prostor fyzikal-
nich stavii daného systému: jde o takzvany teény bandl TQ, neboli rychlostni
fazovy prostor, dimenze 2n parametrizovany soufadnicemi (g*

Podrobnosti Ize najit v KNIZE DRUHE tohoto konvolutu.

/N

Uvedena struktura rychlostniho fizového prostoru poskytuje naptiklad pfirozené
vysvétleni tzv. Zénonova paradozu sipu.? Paradox podle Zénéna spoéiva v tom, ze
nelze navzajem odlisit letici a stojici $ip, kdyz se oba pravé nachizeji na stejném
misté. Opravdu: z hlediska konfiguraéniho prostoru Q maji oba stejné hodnoty zo-
becnénych souradnic ¢7. Presto ale predstavuji odlisné fyzikalni stavy uréené jinymi
hodnotami zobecnénych rychlosti ¢7: zatimco stojici $ip je uréen nulovym vekto-
rem v =0z T, Q, sip letici stejnym bodem P danou rychlosti je uréen konkrétnim
nenulovym vektorem v € T, Q.

3.2 Odvozeni Lagrangeovych rovnic II. druhu

Nyni jiz mizeme pristoupit k vlastnimu odvozeni pohybovych rovnic soustavy, jejiz
konfigurace jsou vyjadfeny vhodnymi zobecnénymi souradnicemi. Takové rovnice se
nazyvaji Lagrangeovy rovnice II. druhu. Z pedagogickych duvodu je nejdfiv odvo-
dime pro nejjednodussi jednorozmérnou situaci (takze nebudeme muset psat zadné
indexy) a potom rovnice pfimoé¢afe zobecnime na libovolny pocet zobecnénych sou-
fadnic.

3.2.1 Nejjednodussi situace

Uvazujme pro jednoduchost nejprve jednorozmérny pohyb jediné éastice hmot-
nosti m podél kartézské osy x. Necht zobecnéna soufadnice je g, pficemz vztah mezi
ni a kartézskou polohou z je obecné z(g, t). Pro konkrétni trajektorii g(f) odtud do-
stavame

dr Jdrdgq Orx
T g w

Nyni muzeme snadno spocitat kinetickou energii castice, kterou budeme oznaco-

dz\? drdq | Ox .
TH) =1 Prasd e et N Sedue) IS 3.5
W=2m (di) 27 (z)q dt m) (&)

2Zénén z Eleje (490430 pf. n. 1), prosluly fecky filozof a zak Parmenidiv, se proslavil zejména
svymi aporiemi: letici $ip je v klidu®, . Achilleus nikdy nedohoni zelvu“ a podobné.

z(t) = z(q(t). 1) , takze (3.4)

vat symbolem T':

kniha I. kapitola 3. Lagrangeuv formalismus

Vsechny tyto funkce zaviseji na ¢ase, nebof je vy¢islujeme podél trajektorie g(t).
Protoze vsak vyraz (3.5) plati pro kaZdou trajektorii a v kazdém fiznim okamziku
to, musi v o platit vztah

). 0:
T(g.4.to) = 4m (’.) (a.t0)d + %(q.ru)) ; (3.6)

9z
dq

dg :
q = q(to) je okamzitd poloha a g¢= l_tl(t“) je okamzita rychlost.
C

Jestlize nyni budeme v zafixovaném case t, zobecnénou soufadnici ¢ a zobecné-
nou rychlost ¢ chapat jako navzdjem nezdvislé parametry, dostaneme parcialnim
derivovanim (3.6) rovnice

oT dx Jz '\ dx
[é =m((1_+(1)11 3.7)

9 1" t) g

oT or | o oz o fox\ . " d [0z (3.8)
— =m| = — | [== — (=) 3.
( dq g ot dq \ dq T 5 dq

Tyto vztahy opét musi platit v kaZdém okamZiku to libovolné trajektorie g(t). Proto
muzeme ziskat céasové vyjddrent vjvoje obou veli¢in (3.7), (3.8) prostym dosazenim

dg
=g(t) & 1= —I(t).

7=q(t) a ¢==()
tedy
aT t) = drdq Oz Oz dx Oz
ag dgdt 0t ) dq =M dq’
aT drdq O d (0x\dg O [0z dzr d [0z
—(t) = —_——t = | == )=+ == | =m—— =] . (3.10
dq (&) =m ((')f] dt ) ot ) |:i)q (i)q) dt i ot ((‘)11)} - dt dt (i)q) ( )

kde v druhych rovnostech jsme uplatnili vztah (3.4) a jeho analogii pro %(3—;)

(3.9)

Odecteme-li nyni od uplné ¢asové derivace prvniho vyrazu druhy vyraz, dostaneme

d /orT aT d*z Oz dr d [0z dr d [0z Pz or

— = )-—=m——+m——=( — | -m——=| — | = m——. (3.11)

dt \ dq dq dt* dq dt dt \ dq dt dt \ dq dt dq
protoze druhy a tfeti vyraz se navzdjem odec¢tou. Pravou stranu (3.11) lze pomoci
Newtonovy pohybové rovnice jiz snadno vyjadrit

d’z Oz _ Fi)f =0 (3.12)
mdf"’ dqg  oq  © s

kde @ je zobecnéna sila, coz je prumét obvyklé . kartézské® sily F' do sméru tec-
ného vektoru (ne nutné jednotkového) k zobecnéné soutadnici g. Tim jsme odvodili

d ((‘)T) ar ol (313)

A\9G) " 3¢~




¢ast 3.5. Problém dvou téles 71

coz je slavny Rutherforduv vztah pro pruzny rozptyl v coulombickém poli. Nejprve
ho odvodil teoreticky a pak ho v roce 1911 se svymi spolupracovniky experimentéalné
ovéril rozptylem a-¢astice na atomech zlata. Experiment jasné prokazal, ze dochazi
ke coulombickému rozptylu na bodovém kladné nabitém centru (nikoli napfiklad na
rozptyleném nabojovém oblaku), ¢imz byl uéinén objev atomového jadra o velikosti
fadové 10~1% m.

3.5 Problém dvou téles

Uvazujme nyni dva spolu gravita¢né interagujici objekty (napfiklad dvojhvézdny
systém) o hmotnostech m; a ms. Oproti Keplerové tiloze tedy jiz nepredpokladame,
ze centrum je pevné. Mame proto celkem 6 stupnu volnosti. Ukdzeme ale, ze po
vhodném rozseparovani na 343 stupné volnosti lze tuto ulohu pfevést na problém
pohybu v poli centrélni sily, ktery jsme jiz vyresili v ¢asti 3.4.

Trik spoc¢iva v pfechodu ke vhodnym zobecnénym soufadnicim: namisto polo-
hovych vektori ry, r2 obou objekti zavedeme polohu hmotného stredu R a relativn?
polohu r, a to vztahy

miry+mars

R= (3.64)

my + m2

tedy inverzné

may
rn=R+4+——r. rn=R—- ——
my -+ mo my + my

my

Lagrangeova funkce pak mé tvar
5 Gmyms
L é-nnr[ + $ma
: N
myms ., Gmyms

. (3.66)
I|

-2
%(ml +my) R+ é

my + my

Tti souradnice (slozky vektoru) R jsou cyklické, takze (my + ma2) R = konst. Plati
tedy zdkon zachovani celkové hybnosti soustavy. Pohyb hmotného stfedu (tézisté)
je proto rovnomérny piimocary (bez zrychleni) a bez ijmy na obecnosti lze prejit
do tézistové soustavy, kde R = 0, neboli dle (3.65) plati vztahy r; =

my+my
m

ry=—lr. V této soustavé pak ma Lagrangeova funkce (3.66) tvar

s G 2
L=ipi? 4 2202 (3.67)

r
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kde jsme zavedli veli¢inu

mymny
=2 (3.68)
my + mo

zvanou redukovand hmotnost. Porovname-li nyni tvar Lagrangeovy funkce (3.67)
s (3.34), vidime, ze problém dvou téles byl efektivné preveden na predchozi problém
pohybu jediné (fiktivni) ice hmotnosti p v centralnim gravita¢nim poli pevného
centra. Z predchozich vypoé¢tii vime, ze vysledny pohyb musi byt nutné rovinny. Je
tedy vyhodné zavést polarni souradnice, ve kterych

G(my + ma)p
2

2

L=su(® + %) + (3.69)

kde jsme vyuzili ekvivalence Gmyms a G(my + ma)u. Pro pripad ma < my je
zjevné p = mo a r; =0, rp = —r, limitné tedy dostiviame Keplerovu tlohu jiz

vyfeSenou v ¢asti 3.4. V obecném pripadé srovnatelnych hmotnosti obou hvézd
postupujeme pfi feSeni naprosto stejné jako v ¢asti 3.4.1, provedeme pouze formélni
substituci M — (my + m2) a m — p. Napfiklad 3. Keplertv zdkon (3.57) bude mit
pro dvojhvézdy tvar

T2 47

a3~ G(my+ma)’
Tento vyraz se v astronomii pouziva k ur¢ovani hmotnosti dvojhvézd.

(3.70)

Vime, ze orbity vazaného systému mohou byt jen kruhové anebo eliptické. V prv-
nim pfipadé jsou obé hvézdy stile stejné daleko od sebe, ve druhém se navzajem
priblizuji a zase vzdaluji dle ,eliptického pravidla®. Vyslednou drahu obou téles
ovSem musime vykreslit tak, aby jejich tézisté zuistavalo stile na stejném misté.
Pokud maji obé hvézdy naprosto stejnou hmotnost, budou obihat po stejné velkych
kruznicich resp. elipsiach. Pokud je k my > ms, bude prvni hvézda obihat po
mensi draze nez druha hvézda, jak je naznaceno na nasledujicim obrazku:

kruhové orbity eliptické orbity

my =mg

my > me @

Prechod do tézistové soustavy dvou téles se pouziva i pro systémy, jez nemaji
vazané orbity, napfiklad pro rozptyl nabitych éastic. To vede na zobecnéni Ruther-
fordova vztahu (3.63), kde m je nahrazeno redukovanou hmotnosti .
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evoluéni rovnice kli¢ovych fyzikalnich poli
Bez blizsiho vysvétleni uvedme hustoty Lagrangeovy funkce £ vyznamnych teorii
a z nich plynouci polni rovnice, které maji obecny tvar (4.14), coz je nutna podminka
stacionarity prislusné akce (4.13):
1 g v v n

e Maxwell [ = —T-F Fu +3%A, FV =g ¥

4pio !

A 87G

" . 1
e Einstein L= W(R =2A) + Lymota Ruw — ER Guv + A g = v T

e Klein— L=%(®"D, - K% ®?) @Q+x%)2=0
Gordon
e Dirac L= (i7", —r) ¢ (ir" 0, —K)v =0

Zavedeni pouzitych veli¢in je pfedmétem pokroc¢ilych kurzi relativistické a kvantové
fyziky.®

4.3 Teorém Emmy Noetherové
V kontextu Lagrangeova formalismu a Hamiltonova varia¢niho principu je mozné

odvodit hlubokou souvislost mezi matematickymi symetriemi akce a fyzikilnimi
zakony zachovani:

Ma-li systém (tedy jeho akce) néjakou spojiton symetrii, pak
existuje ji odpovidajici fyzikalni veli¢ina, kterd se zachovava.

Tuto klicovou vétu teoretické fyziky explicitné zformulovala a dokazala vynikajici
matematicka Amalie Emmy Noetherova (1882-1935) v roce 1915 a publikovala ho
v roce 1918 [20]. Na jeji pocest se nazyva teorém Emmy Noetherové.

Explicitné ho lze vyjadrit a dokazat nasledujicim zpusobem:

Nejprve je nutné zavést koncept symetrie systému vici spojitym transformacim.
Méjme velmi obecnou tfidu (diferencovatelnych) transformaci ¢asu a zobecnénych
soufadnic

t = t(t.q.

7 = It e (4.16)

5V relativistickém zapisu Maxwellovych a Einsteinovych rovnic se pro signaturu metriky uziva
konvence (— + ++). V kvantové teorii pole se pro Kleinovu—Gordonovu a Diracovu rovnici uziva
opaéna signatura (+ — ——). Relativisticky vlnovy operator 90, =0 = A — (1/4-2)6)[2 ma pak
opaéné znaménko, neboli A = (1/¢?) i)f — A. Konstanta x = mc/h je imérna hmotnosti m éastice.
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Poznamenejme jesté, ze tfidy koneénych transformaci (translaci, rotaci) tvori
grupu. Jeden jeji konkrétni prvek je transformace s danou hodnotou ¢. Jednotkovy
prvek grupy je identicka transformace (s hodnotou € = 0), inverzni prvek je inverzni
transformace (¢ — —¢) a binarni grupovou operaci je pochopitelné skladani dvou
transformaci (¢ = £; + £3). Tyto jednoparametrické grupy transformaci nejsou ko-
necné, obsahuji spojité nekonecné prvki, které jsou indexovany parametrem ¢ € R.
Jsou to takzvané Lieovy grupy: grupy které jsou soucasné hladkymi wvarietami
(viz ¢ast 1.1.1 KNIHY DRUHE). Lieovy grupy hraji vyznamnou roli v moderni
teoretické fyzice, podrobnosti o téchto matematickych strukturiach lze najit v uc¢eb-
nicich [21, 22].

Nyni lze exaktné zformulovat, co myslime pojmem spojita symetrie fyzikalniho
systému .

Méjme mechanicky systém popsany Lagrangeovou funkei L. Prislusny funkcional
akce (4.9) je

ty

Sl () = / CL((t). ¢ (1).t) dt. (4.22)

t1
Provedme nyni transformaci ¢asu a soufadnic tvaru (4.16). V novych proménny
obecné dostaneme jinou Lagrangeovu funkei L’ a akci

t
Sl ()] = [l L'(q”(t),¢"(t'),t") dt". (4.23)

1
Systém ma symetrii, kdyZz je hodnota akéniho funkcionalu pri dané trans-
formaci invariantni, tedy

7’ ()] = S[e’ ()] |- (4.24)

Navie musi mit Lagrangeova funkce v novych proménnych zcela stejny
tvar jako v puvodnich, tedy co do funkciondlni formy plati L' = L, neboli

[ @).d7@).¢) = L @), @0).7) |- (4.25)

Teorém Emmy Noetherové:

Jsou-li splnény predpoklady (4.24) a (4.25) symetrie systému,
pak se zachovava fyzikilni veli¢ina

n

ZEZi Q-@T)+LT

= dgi

kde T(t.¢’) a Q7(t,q¢”) jsou generatory transformace symetrie.
Veli¢ina Z je tedy integral pohybu, neboli :_12“) =0:




Kapitola 5

Hamiltonuv formalismus

Lagrangetv formalismus, kterym jsme se dosud zabyvali, tvofi prvni pilif klasické
analytické mechaniky. Druhym jejim pilifem je Hamiltoniv kanonicky formalismus.
Proto v této kapitole pfejdeme od Lagrangeova popisu mechanickych systémn k du-
alnimu popisu Hamiltonovu. Vysvétlime jeho koncepéni ramec, zavedeme hlavni
pojmy (kanonicky sdruzené promeénné, fizovy prostor, hamiltoniin) a odvodime
Hamiltonovy kanonické pohybové rovnice.

Potom se budeme vénovat dal$im dilezitym strukturam, které se v kontextu
Hamiltonova formalismu pfirozené objevuji, zejména algebre Poissonovych zavorek,
jejich vztahu k integralim pohybu, kanonickym transformacim a z nich plynouci
Hamiltonové-Jacobiho teorii, jez predstavuje dalsi pozoruhodnou reformulaci za-
kont klasické mechaniky. Neopomeneme pritom zminit dilezitou roli, kterou tyto
nové pojmy hraji v kvantové teorii a ve statistické fyzice.

5.1 Zakladni pojmy Hamiltonova formalismu

Nejprve vybudujeme koncepéni aparit nového formalismu. Zaéneme definicemi tfi
klicovych pojmi:

5.1.1 Kanonicka hybnost

V Hamiltonové formalismu se i nadale pouzivaji zobecnéné soufadnice ¢7, viz (3.1),
ale namisto zobecnénych rychlosti ¢7 se zavadéji nové nezdvislé proménné zvané
kanonické hybnosti p; . Pro systém s Lagrangeovou funkci L(¢7, ¢7,t) jsou kano-
nické hybnosti p; definovany predpisem

— 0L

pj = W . (5.1)

Jak uvidime z priklada v ¢asti 5.4, kanonicka hybnost miize mit vyznam obvyklé
hybnosti ¢astice, ale také nemusi.

¢ast 5.3. Shrnuti a hlubsi geometricky nahled

5.3 Shrnuti a hlubsi geometricky nahled

Na prvni pohled vidime, ze nové zavedeny Hamiltonuv kanonicky formalismus
se od Lagrangeova lisi tim, Ze pro popis systému pouzivd dvojndsobnyj pocet promén-
nych: sdruzené pary zobecnénych soufadnic ¢’ a kanonickych hybnosti p;. Jejich
hodnoty jednoznaéné uréuji bod ve fazovém prostoru, jenz reprezentuje fyzikalni
stav mechanického systému. Casovy vyvoj tohoto systému (jeho pohyb) je uréen
trajektorii (q* () q" (1), pa(t) pn(t)) ve fizovém prostoru, kterou pro kon-
krétni Hamiltonovu funkeci H ziskdme feSenim Hamiltonovych kanonickych rovnic
(5.8). Z matematického hlediska je to soustava 2n obyéejnych diferencialnich
rovnic 1. radu.

Naproti tomu v puvodnim Lagrangeové formalismu jsou vychozi jen zobec-
nén€ souradnice ¢, jichz je n, tedy tolik co stupni volnosti. Jsou to souradnice
konfiguraéniho prostoru Q vsech poloh (ktery sim o sobé neni prostorem fyzikal-
nich stavii systému). Dynamika je uréena Lagrangeovou funkei L, a to Lagrange-
ovymi rovnicemi (3.24). Z matematického hlediska predstavuji Lagrangeovy pohy-
bové rovnice II. druhu soustavu n obycéejnych diferencidlnich rovnic 2. fadu
pro hledané funkce (ql (t),....q"(t)), jez popisuji trajektorii pohybu dané soustavy.

Pfi hlubsim pohledu ale vidime, ze rozdil mezi Hamiltonovym a Lagrangeovym
popisem je subtilnéjsi. Pfipomenme, Ze i Lagrangeuv popis obsahuje n dodate¢-
nych proménnych, konkrétné zobecnéné rychlosti ¢7. Spolu se soufadnicemi ¢’ tedy
také ma 2n parametri, které jednozna¢né urcuji fyzikdlni stav daného systému.
Hovorime o rychlostnim fdazovéem prostoru TQ neboli tecném bandlu konfiguraé-
niho prostoru Q, pfi¢emz TQ ma soufadnice (¢* n gt q"), a tedy dimenzi
2n. Pravé pomoci zobecnénych rychlosti dokdzeme napfiklad rozlisit letici a sto-
jici $ip (viz Zénénuv paradox z ¢asti 3.1.2): z hlediska konfigura¢niho prostoru Q
maji stejné hodnoty soufadnic ¢’, ale reprezentuji odli$né fyzikalni stavy urcené
riiznymi hodnotami ¢7. Zatimco §ip stojici v bodé P € Q je uréen nulovym vek-
torem v = (¢ q") =0z T,Q, sip letici stejnym bodem P prostoru je urcen
konkrétnim nenulovym vektorem v € T, Q.

Podobné je tomu i v Hamiltonové formalismu. Rozdil je v tom, Ze oproti slozkam
vektoru rychlosti v = (¢* q") z T, Q se ve fazovém prostoru hamiltonovské me-
chaniky pouzivaji slozky I-formy kanonické hybnosti a = (p1,....pn) z dudlniho
koteéného prostoru T} Q v bodé P € Q konfiguracniho prostoru Q, takze varieta
T*Q mé soufadnice (¢',....q",py Pn)- Slozky kanonické hybnosti € T Q se
netransformuji jako vektory, ale duilné jako 1-formy. Proto také maji dolni indexy,
nikoli horni.




eni hlové rychlosti

6.3 Zavedeni uhlové rychlosti

Uvazujme nyni libovolny ¢asové zavisly vektor w = w(t). Tento vektor lze v
v obou jiz zminénych pfirozenych ortonormalnich bazich:

{ei} ... bdze pevna v prostoru
{ei(t)} ... baze spojend s télesem (korotujici)

Je tedy w(t) = w;(t) e; = wi(t) €}(t), pfi¢emz obé ortonormélni baze jsou na
jen pootocené, takze plati el(t) = (t) e, resp. e = A ,\.(f)eS(l). Zde A;j jsou
prvky ortogonalni matice A, takze A* = A=, coz ve slozkach dava relace ortogona-
8;;. Casova derivace vektoru w(t) vzhledem k inercidlnimu systému
— vyjadfena vSak v korotujici bazi el(t) — je potom vektor
dw  duw! , de]

i £ s 2

dwf , , dAix
—_—=— w — = —%
dt dt tdt dt '

todt

Je proto pfirozené a vyhodné definovat matici

s prvky

J
(:Tvrv = %e: + u','!?ij e; x
Protoze na levé strané tohoto vztahu je vektor, musi byt i napravo, coz s
prvniho i druhého é¢lenu. Prvky Q:] matice ' tedy reprezentuji tenzor
zvany tenzor thlové rychlosti (2. Konkrétné plati, ze (6.2) jsou slozky tohoto
tenzoru vuci korotujici bazi {€)(t)}, neboli

Y, = Qe ) (6.4)

; i 2 : . o A 1A
Derivovanim relaci ortogonality A;xAj; = d;; dostavame d—'dlt*.'l,k = —‘T{L;\,k.

takze musi platit
(65)
Matice € je tudiz antisymetricka, jen tri nezavislé a proto k ni lze

standardnim zpusobem pfifadit duédlné sdruzeny (pseudo)vektor €2 zvany vektor
thlové rychlosti predpisem

(6.6)
To znamena, ze slozky Q v korotujict bdzi jsou & = (07, Q5. Q4) = (Qbg, V1, Q%)

Opacny vztah je
(6.7)
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6.4 Eulerovy uhly a Eulerovy kinematické rovnice

Ortogonalni matice A jednoznaéné urcujici vztah mezi dvéma libovolné natocenymi
bazemi je urcena pouhymi 3 nezavislymi parametry (matice 3 x 3 obsahuje obecné
9 prvki, relace ortogonality vSak predstavuji 6 vazeb). Libovolnou rotaci kolem
pocatku muzeme pritom realizovat tfemi po sobé jdoucimi jednoduchymi rotacemi
kolem vhodné pevné osy. Za tihlové parametry zminénych tfi jednoduchych rotaci
zvolil Euler (1738)

. precesni tuhel
. nutaéni thel

. rotaéni thel

Jejich vyznam plyne z nasledujici konstrukce matice A:

yjdeme z béze e; pevné v prostoru a oto¢ime kolem osy r3 o ihel p. Toto
otoceni je dano matici (6.11), tedy

cosyp  sing
D= | —sing cos

0 0

dné provedeme otoceni kolem osy z o thel ) dané matici

1 0 0
C=10 cost  sinv
0 =sind cosv,

3. Nakonec provedeme otoceni kolem osy ] o tdhel ¢y dané matici

cosy sinty 0
B=| -=siny cosv 0]. (6.16)
0 0 1

Vysledna matice A transformace od baze pevné v prostoru do baze korotujici s téle-
sem je pak samoziejmé dana maticovym sou¢inem BCD | Jeji tvar explicitné
neuvadime, nebof nasim hlavnim zidmérem zde je Ifit celkovy vektor uhlové
rychlosti € odpovidajici transformaci A. Protoze jsme dokazali vztah (6.13) pro
skladani vektori uhlovych rychlosti, je vysledny vektor £ dan sou¢tem dil¢ich ve
torn thlovych rychlosti odpovidajicich transformacim D, C a B, pfi¢emz z (6.11)
je ziejmé, ze QP = (0,0, ¢), Q¢ = (1.0,0), QF =
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Dynamika tuhého télesa

Jiz tedy vime, jak vyhodné popisovat kinematiku tuhého télesa napiiklad pomoci
Eulerovych thli. Abychom mohli zformulovat dynamicky zakon pro otacejici se
téleso (pohybovou rovnici), je nutno zavést veli¢inu vystihujici prisluiné setrvacéné
vlastnosti tuhého télesa. Podobné jako hmotnost m télesa je ,mirou odporu télesa
vii¢i translaénimu urychleni®, je moment setrvac¢nosti I ,mirou odporu tuhého télesa
viiéi roztaceni® kolem dané osy.
Ukazuje se ale, ze setrvacné vlastnosti télesa pfi obecném roztaceni maji ponékud
strukturu, kterou nyni zcela popiSeme pomoci tzv. tenzoru setrvacnosti.
Jak uvidime, pijde o tenzor 2. fadu, ktery bude mozné definovat ,matematickym
zpuisobem®, elegantné a invariantné (nezavisle na soufadnicich) jako bilinearni zob-
razeni prifazujici dvojici vektort jisté redlné ¢islo.

7.1 Tenzor setrvac¢nosti

Vyjdeme z celkového momentu hybnosti L tuhého télesa’

L=E r"xp“:é m“r“xv":i mer® x (2 xr?), (7.1)
a a
kde sumace probiha pfes vSech N bodu télesa, a

m® v mistech r. Ve vzorci jsme pouzili vztah v = (dr®/dt)|prostor = € X r°, ktery
plyne z (6.8), nebot rychlost bodi viiéi télesu je nulova. Smér vektoru L je mozné
charakterizovat viiéi jinym vektortim. Vezméme proto libovolny vektor £ a promit-
néme L na &,

L-£=) m'r*x(@2xr%)-£=Y m*(§xr?)- (2 xr?), (7.2)

!Translaci tuhého télesa zde neuvazujeme, tedy r® je poloha viici té (¢ jinému referenénimu
bodu télesa), které je na pevném misté R. Obecné je poloha bodu m® dana R + r“, ale protoze R
je konstantni (nejlépe nulové), nevstupuje do vyrazi pro celkovy moment hybnosti L ani kinetickou
energii T'.
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kde v poslednim vztahu jsme vyuzili pravidlo o cyklické ziméné ve smiSeném soucinu
vektorii r?, (2 x r?) a £. Je tedy zcela pfirozené pro dané téleso zavést funkei

IE.Q) =) m*(Exr) (x| (7.3)

Funkce I(£,92) definovana timto vztahem pfifazuje dvojici vektori (&, 2) redlné

¢islo rovné L - €,
L-£=1(£9)) (7.4)

Funkce 1(£,82) je linedrni v obou argumentech a je symetrickd. Je to tedy podle
.algebraické” definice tenzor, navic symetricky, a nazyva se tenzor setrvacénosti.

Dosadime-li do (7.3) i za vektor £ také vektor €2, dostaneme
I(Q,0)=> m*(@x1%)- (@ xr%) =) m*ve .v*=2T,

kde T je kineticka energie otacejiciho se télesa, tedy
L1(0,9)].

V ¢asti 6.1 jsme pripomnéli souvislost mezi abstraktni ,,algebraickou® a klasickou
wslozkovou® definici tenzoru. Slozky tenzoru ziskame, kdyz za jeho argumenty do-
sadime vSechny kombinace bazovych vektori. SloZky I;; tenzoru setrvacnosti I
jsou tedy obrazy vektorn baze e; a e;,

Lij; = I(ei, e;) = Zm" (ei xr?) - (e; x r)|[.

a

Tento vztah mizeme déle upravit. Polohové vektory r® jednotlivych bodu télesa lze
také vyjadfit v bazi {e;}, neboli r* = z{ ey, takze

L;=Y m®(eixex)-(e; xe)afaf = m (e x ex)n (e X €)nfaf

a a

=Y moenienprafaf =Y m® (80 —Sudn;) whaf = > m® (6 2f af -t 23),
-

a a

resp. pro spojité prostiedi

= /((5,] TR T — xix;) pdV |, -8)

coz je obvykly tvar slozek tenzoru setrvac¢nosti uvadény v ucebnicich.
Nyni kli¢ové vztahy (7.4), (7.6) uzitim bilinearity tenzorového zobrazeni I vyja-
dfime slozkové:
Li& =L-£E=1(£,0)=I(Le;,NRje5) =8 I(e;, e5) =& N; Lij,
T=311(2.9) =1(%ei.Qe)=0%Q;I(eie;) =3 %UQ; ;..




Kapitola 9

Rovnice struny a jeji resSeni

V této kapitole prostudujeme pfi¢ny pohyb struny, tedy jednorozmérného spojitého
utvaru, na ktery pusobi vnitini sily napéti. Nejprve odvodime parcidlni diferenci-
4lni pohybovou rovnici struny a potom uvedeme dvé obecné metody jejiho FeSeni,
d’Alembertovu a Bernoulliovu—Fourierovu. Rozbor struny predstavuje vyznamny
prechod od mechaniky diskrétnich hmotnych bodi k mechanice spojitého kontinua,
které se budeme vénovat v nasledujici kapitole 10.

9.1 Odvozeni rovnice pro pfi¢né kmity struny
Uvazujme strunu, jejiz konce jsou upevnény v bodech 0 a [ na ose x. Predpokla-
dejme, ze hmotnost je podél r rozlozena s konstantni linedarni hustotou p a ze
struna je napjata vnitini silou o.!

u(z,t) ot(r+dr)

a

N
M T \_/)'

dx

r+dx

Necht struna kond jen pricné kmity. Jeji vvchylku z rovnovazné polohy popiSeme
funkei u(z,t). Soufadnice = predstavuje vlastné spojity index, ktery oznacuje jed-
notlivé body struny. Predpokladejme déle, ze vychylky jsou malé ve smyslu, ktery
vyplyne z priblizeni, jez v dalsim pouzijeme. Pfi kmitech se sice méni délka struny
a podle Hookova zakona i napéti v ni. Budeme vSak predpokladat, ze tato zména
sily o je zanedbatelna (neboli o = konst.), coz bude splnéno naprtiklad tehdy, kdyz
struna ma velké zdkladni pfedpéti.

!Linearni hustota se ¢asto oznacuje téz symbolem 1.
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Kapitola 10

Mechanika kontinua

V této zavérecné kapitole zavedeme zakladni pojmy teorie kontinua. Poté odvodime
a rozebereme hlavni rovnice uréujici chovani tekutin, dokonalych i vazkych. Jedna se
pouze o struény uvod do rozsahlé problematiky. Podrobnosti lze najit ve specidlnich
ucebnicich i odborné literatufe vénované tomuto tématu, predevsim v dukladnych
monografiich [2] a [33, 34].

10.1 Lagrangeuv a Euleruv popis

Mechanické kontinuum obecné oznacuje spojité hmotné prostredi. Speciilnim
pripadem je tekutina (spoleény nazev pro kapaliny, plyny a plazma) anebo klasicka
elastickad pevna latka. V tomto popisu se ignoruje atomarni struktura latek, pracuje
se s makroskopickymi fyzikalnimi veli¢inami vystfedovanymi pfes rozméry vyrazné
vétsi, nez jsou vzdalenosti mezi atomy.

Hmotné prostfedi se modeluje jako slozené z nepatrnych ,.¢asti* hmoty, takzva-
nych materidlovych éastic, lokalizovanych v malych oblastech, takzvanych repre-
zentativnich elementarnich objemech, které v kazdém okamziku ¢ dohromady
spojité vypliugi makroskopickou oblast ) v prostoru E3. Kazda z téchto materialo-
vych ¢astic kontinua se pohybuje uréitou rychlosti v, ktera se bod od bodu spojité
méni. Uz proto je nelze ztotoznit s atomy a molekulami, jez podléhaji kvantové
evoluci a konaji klasicky chaoticky tepelny pohyb. Rychlost elementédrnich materi-
alovych ¢astic kontinua je podle statistické y urcena stredni rychlosti molekul
v daném elementarnim objemu. Jejich mikroskopicky pohyb je zahrnut ve spojité
se ménicich termodynamickych veli¢inach (tlak, hustota, vnitfni energie, teplota,
entropie).

Pohyb kontinua je pak popsan trajektorii jeho materidlovych castic, coz
z matematického hlediska je spojita (v idedlnim pripadé hladkd), vzijemné jedno-
znacna, a tedy invertovatelna funkce y, konkrétné
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tavte pohybovou rovnici kyvadla s proménnou délkou, jehoz nehmotny
se linarné prodluzuje ¢i zkracuje podle vzorce I(t) = lp + c¢t, kde Iy a ¢
jsou konstanty. Na konci kyvadla je téleso hmotnosti m. Ukazte, Ze pro malé

a potencidlni energie je V = —mgy, pricemz
viz obecny vzorec (3.13) pro polarni soufadni

$né parcialni derivace funkce L jsou "—:-l— =m(lp + ct)
P

—mg(ly + ct)sin p, takze Lagrangeova rovnice po zk

adlo pevné dél
je rovnice matema
substituci

m vypoctem lze nyni

ych mé pohybova rovnice (
66)

Pokud se omezime na malé kmity, je hodnota ¢ mald a lze provést linearizaci
sin ¢ & @, ¢imz dostaneme

kde 2’ znaéi derivaci funkce z(7) podle 7. To je v matematické teorii specidlnich

funkci takzvana Besselova rovnice radu (indexu) n =1, ktera ma obecné fe-

Seni ve tvaru linedrni superpozice Besselovych funkci prvniho a druhého druhu,
AJ1(7) + BYi(7), kde A, B jsou konstanty.

Pro 7 =0 funkce Y; diverguje, zatimco J1(0) = 0, takze je pfirozené polozit

B = (. ReSeni je pak popsano jen hladkou osci i funkei J), jejiz amplituda kmita

postupné klesa k nule. ReSeni v plivodni proménné ma tvar o(t) = A Jy(7)/7, kde




priklady

Priklad 5-5.

Spocitejte moment setrvaénosti homogenniho kvadru hmotnosti m s hra-
nami a, b, ¢ viéi télesové uhlopriéce. Uréete jeho kinetickou energii, otaci-li
se kolem ni tihlovou rychlosti €.

Reseni: Bylo by obtizné v tomto pfipadé spoditat
objemové integraly (5.25)—(5.27). Pouzijeme proto ele-

gantnéjsi a rychlejsi metodu, a to vztah (5.

In = Iij nin; ,

kde I, oznacuje moment setrvacnosti télesa vuci
ose definované jednotkovym vektorem n.

V piikladu 5-3 jsme jiz spocitali tenzor setrvaénosti
kvadru v bazi hlavnich os, viz (

a® + b?

Jednotkovy vektor n ve sméru télesové tihlop  kvadru ma v téze bazi slozky

- (a.b.c). (5.42)

/_=
vaz+ b +c

Algebraicky vztah (5.15) tedy ihned dava
5 2 b+ 2
b=t + Ealt a4, W)

neboli po tpraveé

Piislusna kineticka energie otacéent kvadru je dina znAmym vzorcem T =
takze

= c plati

je v plném souladu se vztahem (5.33), podle kterého

1

2 2
nadijning; = gma” nin;
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Za nejvétsi autorav pfinos a intelektualni vykon povazuji druhy dil (resp. knihu) nazvany
Teoreticka mechanika v jazyce diferencialni geometrie. Po klasickém Lagrangeové a
Hamiltonové formalismu znamena uziti toho jazyka opétovny vystup do vyssiho patra klasické

mechaniky,

Geometricka formulace ukazuje, jak se Ize v mechanice obejit bez souradnic a jak takovéto

podani umoznuje postfehnout zakladni rysy chovani mechanickych systému. V ceské, ale ani
ve svétové literatuie neznam dilo, které by problematiku takto zpracovalo zplsobem
spojujicim prednosti exaktnosti a nazornosti.

Zde, ale i v celé knize zafi stary poklad fyziky novym svétlem, ...

prof. Novotny



nahled do

KNIHY DRUHE
Teoreticka mechanika v jazyce
diferencialni geometrie



Kapitola 1

Zaklady diferencialni
geometrie

Diferencialni geometrie je spoleénym jazykem velké ¢asti moderni fyziky. Jedna se
v podstaté o spojeni geometrie a matematické analyzy, kdy jsou metody ického
kalkulu aplikovany na kfivky, plochy a dalsi vicerozmérné geometrické objekty. Za-
vedeni pojmi a manipulace s nimi jsou pfitom opros$tény od konkrétnich soufadnic.
Dalsi podrobnosti lze najit ve specialnich monografiich, napfiklad [21, 22] a [35]-[38].

1.1 Variety a zakladni objekty na nich

Fundamentalnim pojmem diferencidlni geometrie je varieta. Nasledujici odstavce
proto vénujeme jeho zavedeni a popisu. Poté na varietdch postupné vybudujeme
bohatou strukturu: funkce, kfivky, vektory a 1-formy, 2-formy i p-formy. Pak pfipo-
jime dalsi dulezité koncepty, zejména integralni kiivky vektorového pole, prislusny
tok, Lieovu derivaci a zavorku.

1.1.1 Pojem variety M

Rizné variety jsou arénou nejen klasické mechaniky, ale i mnoha dalsich oboru
fyziky a matematiky. Jmenujme napiiklad polni teorie (elektromagnetismus a dalsi
kalibra¢ni pole), teorii relativity, prostory feSeni diferencidlnich rovnic ¢i Lieovy
grupy.

Obecné (avSak vagné) lze varietu charakterizovat jako ,spojity prostor, ktery je
lokalné kartézsky a lze na ném provadét derivovani®.! Varietou tedy neni naptiklad
mnozina raciondlnich éisel.

!Nemusi byt pfitom metricky, eukleidovsky, afinni, apod.
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varieta
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Nazorna ilustrace: zemsky povrch (globus).

Prikladem jednoduché variety je zemsky povrch. Muzeme ho idealizovat jako sféru,

tedy spojitou zakfivenou dvourozmérnou plochu S, pro kterou zjevné plati:
lokalné muzeme zavést mapy soufadnic (napf. mapu Evropy, Asie, atd.),
mapy dohromady tvofi atlas pokryvajici celou varietu S2,
trajektorie (napf. jedouciho vlaku) je omezena jen na varietu,

viici jednotlivym mapam lze studovat nejen trajektorii, ale i rychlost nebo

zrychleni, lze tedy derivovat a integrovat,

tdaje urc¢ené z jednotlivych map lze mezi mapami na jejich pfekryvech konzis-

tentné prevadét, prislusné veli¢iny jsou tak urceny globdlné, tedy .bez ohledu*

na konkrétni mapy.
Zjednodusené feceno je tedy varieta M dimenze n mnozina bodu, ktera je lokdlné
podobna kartézskému prostoru R", neboli okoli kazdého bodu mize byt paramet-
rizovano n nezavislymi soufadnicemi.

Presnéjsi matematickd definice je:
varieta M je mnozina, jejiz kazdy bod P lezi v néjaké oteviené mnoziné U, ktera je
spojité vzdjemné jednoznaéné zobrazena na otevienou podmnozinu R™. Symbolicky
to lze vyjadrit
YPeM 3UC M takova,ze P€U,
a 3 spojité ¢ : i — R™ takové, ze U <> ¢(U) je jednoznaéné,

obraz ¢
cary o' = konst.

—
7/
| P)

soufadnicova ¢dra
! = konst.

Obrézek 1.1: Varieta M, zde nakreslena pro dimenzi n = 2, je pokryta (lokdlnimi)
mapami neboli zobrazenimi ¢ z U do (otevienych podmnozin) R".

?Tento systém otevienych mnozin tvofi z M axiomaticky definovany topologicky prostor.
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Obrazek 1.6: Kote¢ny prostor T} M 1-forem (vpravo) je dudlni k tecnému prostoru
T, M vektorii v bodé P (vlevo).

bilinedrni operaci ziZeni (kontrakce), kterou ozna¢ujeme
{a,v . (1.8)

Vysledkem ztizeni vektoru s 1-formou je tedy redlné ¢islo z definice (1.7). Jestlize
reprezentujeme 1-formu ex pomoci vrstevnic a vektor v pomoci §ipky, pak vyznam
éisla (o, v) geometricky odpovidd pocétu vrstevnic, které Sipka protne. Zilezi
zjevné na jejich vzdjemné orientaci a velikosti. Cim je 1-forma vétsi, tim jsou jeji
vrstevnice hustsi. Cim je vektor vétsi, tim delsi je jeho Sipka.

N\ \\Q

Ve vice dimenzich n je forma a reprezentovana vrstevnicovymi nadplochami di-
menze (n —1).

Bézi kote¢ného prostoru T; M tvori n 1-forem (et e") takovych, ze kazdou

I-formu z T} M lze vyjadrit jako? kde «; pfedstavuji slozky a v této

béazi. Obvykle za bazi 1-forem volime dualnz bdzi k biazovym vekortiim (e,
v T, M definovanon predpisem

Jako okamzity dusledek (1.9) dostavame nasledujici vztahy

(a.ej) = (aie',ej) = ai (€', e;) = i d; = qj,

(7, vy =(,v'e;) =v'{ed &) =v' 6] =7,

(a,v) ={ai €', v e;) = aiv? (€', ej) = a; v".

9Srovnej se vztahem v = v'e; pro vektory.

baze tecneho a koteCneho prostoru

¢ast 1.1. Variety a zakladni objekty na nich

Diferencial funkce f coby 1-forma df:

potom diferencial funkce f v bodé P € M je forma df definovani vztahem

Zhzeni 1-formy df € T M s vektorem v € T, M tedy je pravé derivace funkce f
ve smeéru vektoru v, viz vztahy (1.3), (1.4).

Dusledek: Vezmeme-li za vektor v pfimo vektory (1.6) soufadnicové baze T, M a
za funkci f pfimo rizné soufadnice z* z lokalni mapy (i, ¢), pak z definice (1.13)
plyne
] ox’
dr', —) =v(f) = =— =0;. 1.14
(', =) =v(f) = 55 =5 (1.19)

Srovname-li vyraz (1.14) s definici dudlni baze (1.9), ihned dostévame, ze

dz") je dudlni soutadnicovd bdze koteéného prostoru T M |.
(1.15)

Geometricky: Vektor = je znazornén Sipkou ve sméru soufadnicové ¢ary z',
duélni 1-forma dz' je znizornéna mnozinou vrstevnic (nadploch) z* = konst., viz
obrazek 1.7. Pfipomenme, ze lokalni soufadnicova ¢ara z bodu P je jednorozmérna
kiivka, kdy se méni jedina soufadnice z*, zatimco zbylych (n — 1) soufadnic ma
konstatni hodnotu. Naopak duélni vrstevnice (nadplocha) je definovana konstantni
hodnotou z', pficemz vSechny ostatni souradnice, jichz je (n — 1), se méni.

Obrazek 1.7: Souradnicova baze Py vektorn a dudlni soufadnicova baze dz’
T

1-forem v bodé P. Vlevo je jejich znazornéni pro varietu dimenze n =2 s obec-

nymi soufadnicemi, vpravo pro varietu dimenze n = 3 s kartézskymi soufadnicemi.




Lieova derivace

¢ast 1.5. Lieova derivace %

o Lietw pienos vektorového pole Y podél pole X je nové pole Y definované
Y(P) =0 (Y(P)). (1.51)
e Lieuv prenos pole 1-forem 6 podél pole X je analogicky dan

6(P) = 2; (8(P)).

Obrazek 1.12: Lieuv prenos vektoru je dan push-forward zobrazenim @4, indukova-
nym tokem ®;, které je generovano vektorovym polem X. Konkrétné: vektor \.'(1.’)
v bodé P je definovin jako te¢na ke kiivce @ (d(u)), kde d(u) je kiivka tecna k vy-
chozimu vektoru Y (P) v bodé P.

1.5 Lieova derivace .%Z,

Smyslem Lieovy derivace je charakterizovat zménu geometrického objektu ve sméru
vektorového pole X. Toho se docili tim zptsobem, Ze hodnotu veli¢iny v daném bodé
P odec¢teme od hodnoty veli¢iny tam Lieovsky pfenesené (pull-backem) z bodu P
ze ,vzdilenosti* ¢, tento rozdil vydélime ¢ a provedeme limitu ¢ — 0. Konkrétné:

e Lieova derivace funkce f je funkce
. P | ~

2, $(P) = lim 2 [(P) - £(P).
e Lieova derivace vektorového pole Y je vektorové pole

op - 1 1 %

£ Y(P) = lim T[(I)_‘,(Y(P)) -Y(P)].
e Lieova derivace pole 1-forem 0 je pole 1-forem

(74 - 15 1 - ~

Z,0(P) = lim 7[q), (8(P)) —0(P)],

pricemz P= &,(P) = ®X(P). S piihlédnutim k (1.45) a (1.39) vidime, ze (1.53)—

(1.55) lze v kazdém bodé P zapsat jednotnym zpusobem, jenz umoznuje koncept
Lieovy derivace zobecnit na libovolné tenzorové pole T,

@ T = lim L&
#,T = lim 2[#}(T) - T]

kde pull-back ®] obecného tenzoru (prislusejici toku ®;) je definovan v (1.37).
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Protoze ®3(T) =T a definice plati pro libovolny tenzor, mizeme operdtor
Lieovy derivace symbolicky zapsat vztahem

d
2 - £
=Tl ®; | (1.57)

Tento operator exaktné vyjadfuje zménu (nekonstantnost) prislusného geometric-
kého objektu ve sméru vektorového pole X. Pomoci Lieovy derivace lze naopak
vyjadiit pull-back (koneéného) toku ,exponencialnim® vzorcem [21]

O =1+t L + 5L L+ | (1.58)

Nyni lze ukazat, ze plati nasledujici duleZité vztahy:

1. Lieova derivace funkce je pfimo rovna derivaci ve sméru X,

1
X() =3 = a£.%) = a5 (x) = ieaf |

2. Plati, ze
L (fY) = (LY + fL.Y, (1.60)
Z(f8) = (L )0 + [.£,8. (1.61)

3. Pro Lieovu derivaci ziZent plati Leibnizovo pravidlo

[ £(6.Y) = (£,6,Y) + (6, £,Y) |- (1.62)

4. Pro diferencidl plati .Z, (df) = d(Zy f), tedy

Zd=d%, | (1.63)

. Definujeme-li Lieovu zdvorku vektorovych poli vztahem!®

[KY=XY=vx], 0o

pak pro takto vzniklé vektorové pole plati

£2.Y =[X.Y]| (1.65)

. Explicitni vyjddrent ve slozkdach je
Y
C _ ’

dxt dxt (o)

Z,Y = (_\., € ”“") o

art’

dzt 7 8z

96, 9X7
2,0 = (_\'1‘ +0,° )d.r'. (1.67)

4 Operace iy vlozeni vektoru X do formy df je definovana v éasti 1.7.
15Vyraz XY — YX ma vyznam komutdtoru operatorii danych vektorovymi poli X a Y, tedy
pro libovolnou funkei f plati (XY — YX)(f) = X(Y(f)) — Y (X(f))-




¢ast 1.7. Diferencialni 2-formy a jejich vztah k 1-formam

dy y

w =dzAdy

A A
operace 4 ;‘/’[ C‘/l =
do 4 4 4

Obrazek 1.15: Geometricka reprezentace operace vnéjsiho souc¢inu A. Mrizka 2-formy

w = dx A dy (zde pravidelna étvercova plastev) vznika kombinaci vrstevnic (ploch)
1-formy dz a 1-formy dy.

Graficky lze zndzornit také operaci (1.81) vloZeni vektoru X do 2-formy
w = dx A dy, neboli

iyw(®) = w(e,X) = (dz A dy)(e, X) = dz(s) dy(X) = dy(s) dz(X)

Na obrazku 1.16 protina X dvé stény ve sméru x a jednu ve sméru y, takze
dz(X) = 2 a dy(X) = 1. Proto je iyw = dx — 2dy. Tato 1-forma je reprezen-
tovana vrstevnicovymi plochami rovnobéznymi s vektorem X. Ten opravdu
nemiize protnout zadnou plochu, nebot (i, w)(X) = w(X,X) = 0.

dr
w=dx Ndy

operace
iyw

Obrazek 1.16: Geometricka r('pr( zentace operace iy, w vlozeni vektoru X do 2-formy
w=dzAdy. Zde X =2% B + —’ a vysledkem je 1-forma dz —2dy se svislymi
plochami rovnobéznymi s X

p-formy, Cartanova identita
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Cartanova identita: Pro kazdou p-formu plati

Ly = (=1) [ixd = diy] |

Duikaz: Necht f, g jsou libovolné funkce, potom

e pro O-formy f:

Pfimocarou aplikaci (1.59) a (1.79) dostavame
L f =i df =[ixd=-diy] f.

e pro l-formy dg:
Pomoci (1.63) a (1.96) snadno dokizeme, ze

Zydg =d(Zg) =d(ixdg) = —[ixd - diy | dg. (1.105)

pro zcela obecné p-formy:

Operator Lieovy derivace £, je linearni a spliuje Leibnizovo pravidlo, pfi-
¢emz plati vztahy (1.104) a (1.105). Staéi tedy dokazat, ze také operator
(—l)p[ixd —=diy ] je linearni (coz je trividlni) a spliuje Leibnizovo pravidlo.
K tomu pouzijeme graduovanou verzi Leibnizova pravidla pro vnéjsi derivaci
(1.99) a vlozeni do vnéjsiho sou¢inu (1.102).

Definujme Cartaniv operator pusobici na r-formu

[(=1)"C = ixd—diy |, (1.106)

ktery aplikujeme na r-formu a A B8, kde a je p-forma a 3 je ¢g-forma, takze
r = p+ q. Tim dostaneme r-formu
(=) ClanB) =iy [d(anp)] —d [ix(arB)]
= 1x[(da) AB+(-1)PaAn (d,[j)]
-d [a A(ixB) + (-1)7 (ix @) /\ﬁ]
(dﬂ) (ixB) + (-1)7 (ixda) A B
)P [an( xxdm (=1)"*! (ix ) A (dB) ]
-[da (ixB) + )Pu/\(dlxm]
-1)7[(diga) /\ﬁ+(-1)”‘ iya)A(dB)].

Ctyfi z osmi ¢lenii se navzajem odectou a zbylé étyfi lze uspofadat do tvaru

—1)" C(a A B) = (=1)7 [(ixda) A B = (diya) A B]
+(=1) [C!/\(l dB) — aA(di [3)]

(=1)7 ([ixd =diy Ja) AB+ (=1)P aA [iyd-di, |3
(=1)*(=1)" Ce) AB+ (-1)" a A (-1)7 C(B)

(-

P (Cla) AB+anC(B)),




Kapitola 2

Geometricka formulace
Lagrangeovy mechaniky

V této kapitole nyni ukazeme, Ze pfirozenou arénou ¢asové neziavislé Lagrangeovy
mechaniky je teény bandl TQ konfigura¢ni variety Q, a ze dynamicky vyvoj je ur-
¢en vektorovym polem X, které resi Lagrangeovy rovnice v geometrickém tvaru
%, 0, = dL. Integralni kiivky 7(t) tohoto pole X uréuji fazovy portrét daného sys-
tému. Zformulujeme a dokadzeme také vyznamny teorém Emmy Noetherové, ktery
dava do souvislosti symetrie Lagrangeovy funkce a zakony zachovani.

2.1 Fazovy portrét a dynamické vektorové pole

Fazovy portrét je zniazornéni mozného vyvoje systému hmotnych boda v grafu
rychlost versus poloha, tedy v(z). Prostor parametri (z, v) nazyvame téz ,rychlostni
fazovy prostor®. Jak plyne z ¢asti 1.3:

e Jednd se o mnozinu kiivek y(t): kazdym nesingulirnim bodem prochazi prave
jedna krivka.

e Kazda kiivka je jednoznacéné urcena pocateénimi podminkami (xq, vo).
e Bod v rychlostnim fazovém prostoru (z,v) uréuje fyzikdlni stav systému.

Zminéné kiivky ~(t) vyvoje systému lze chapat jako integralni kiivky specialniho
vektorového pole X, které nazyvame dynamické vektorové pole. To je (pro pripad
n = 1) uréeno vyrazem

d é a

X=—=v—+a—. 2.1

dt Oz dv 1)
kde v je okamzita rychlost a a je zrychleni ¢astice, jez je v konkrétnim pfipadé
uréeno Newtonovou pohybovou rovnici ma = F, tedy a = F/m.
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Diivodem je, Ze na teéném bandlu TQ se soufadnicemi (q*
obecné pro kazdou hladkou funkci f plati
. dgi(t) af
dt  dgi dt  9¢i’

pfi¢emz je pfirozené provést podél trajektorie vyvoje v(t) v kazdém okamziku t = to
identifikaci zobecnénych rychlosti a zrychleni

dg? dg’ . :

L=¢, L=wigg). (2.19)
dt dt

Podrobnéjsi rozbor tohoto problému je uveden v dodatku A.
Integralni kiivky pravé takovychto vektorovych poli X druhého fadu na TQ,

N

Nyni jiz miuzeme prejit ke klicové otazce, jak nalézt zminéné unikitni dynamické

tedy tvaru (2.17), uréuji dynamiku soustavy v Lagrangeové formalismu.

r

2.4 Geometricka podoba Lagrangeovych rovnic

vektorové pole X druhého fadu prislusejici dané Lagrangeové funkci L na teéném
bandlu TQ. Ukazeme, zZe toto pole musi spliiovat rovnici

\ coz jsou geometricky vyjadiené Lagrangeovy rovnice. Nejprve objasnime jejich ‘

Levou stranu (2.20) tvofi Lieova derivace tzv. Lagrangeovy 1-formy podle
nami hledaného vektorového pole X (které musi byt druhého fadu). Lagrangeova
1-forma je specidlni 1-forma na TQ definovana v lokalnich zobecnénych souradnicich
vyrazem

dg |. (2.21)

L= B¢

Vsimnéme si, ze tato 1-forma, na rozdil od obecné 1-formy,? méi pouze slozky tvaru
dg¢’. Striktné vzato, jedna se o (velmi specialni) pole 1-forem, které jsou fezem
T*(TQ), viz ¢ast 1.3, kde nyni M = TQ.
Duikaz platnosti rovnice (2.20). Uvazme Lieovu derivaci Lagrangeovy 1-formy podél
obecného vektorového pole X. Aplikaci Leibnizova pravidla dostaneme
oL dL OL
%0, =% | ==d7 | = | % —= )49 + = % (d’). 2.22
x YL x({.)(ij T) ( x(.)(]]> T + B x( f) ( )

Dale vyuzijeme vztahu &, f = X(f) = (;*—l'f. viz (1.59), a skute¢nosti, ze .Z, a d
navzajem komutuji, viz (1.63), tudiz

d /9L JL d¢? d /0L JL
26, =|=(=)|df+=d (L) = |~ (=)|de’ + —dgs. (2.23)
dt \ 9¢? dg’ dt dt \ d¢7 d¢?
2Je dobré si piipomenout, Ze zcela obecna 1-forma v uréitém bodé variety Z € TQ ma tvar
a=ad¢' +...+ ap,dq" + 81d¢* + ...+ Bndg™.




Kapitola 3

Geometricka formulace

Hamiltonovy mechaniky

V této kapitole zjistime, ze prechod od Lagrangeovy k Hamiltonové formulaci kla-
sické mechaniky geometricky odpovidd Legendreové dudlni transformaci mezi teé-
nym bandlem TQ a koteé¢nym bandlem T*Q konfigura¢ni variety Q. Poté ukazeme,
Ze pfirozenou arénou ¢asové nezavislé Hamiltonovy mechaniky je fazovy prostor T,
ktery je vybaven takzvanou symplektickou strukturou. To znamend, Ze na ném
existuje symplekticka 2-forma w. Hamiltonovy rovnice maji tvar iyw = dH, coz je
geometrickd rovnice pro hamiltonovské vektorové pole X, jehoz integréilni kfivky
~(t) uréuji vyvoj systému ve fazovém prostoru. Ukdzeme také geometricky vyznam
Poissonovych zavorek a kanonickych transformaci.

3.1 Legendreova dualni transformace

Struéné receno, z geometrického hlediska mizeme oba zasadni pristupy k mechanice
— Lagrangetv a Hamiltonuv — shrnout takto:
Lagrange: klicova je funkce L na TQ, coz je teény bandl variety Q,
Hamilton: klicova je funkce H na T*Q, coz je koteény bandl variety Q.

Oba fibrované prostory TQ a T*Q jsou dobré nosi¢e dynamiky, protoze separuji
trajektorie vyvoje, to znamena, ze kazdym jejich bodem prochazi pravé jedna kiivka
vyvoje v(t).

Piechod ¢’ — p;, jak ho zname z klasickych uéebnic teoretické mechaniky, neni
pouha .zména soufadnic® na teéném bandlu TQ, ale je to (lokdlni soufadnicova)
reprezentace zobrazeni

TQ = T*Q, (3.1)
tedy dudlni identifikace vektoru v v bodé P (se slozkami ¢7) s odpovidajici 1-formou
a v tomtéz bodé P (se slozkami p;). Ve skute¢nosti se jedna o bijekci v > a (mezi
levou a pravou ¢asti obrazku 1.6).
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3.3 Geometricka podoba Hamiltonovych rovnic

Nyni postoupime dile v geometrické formulaci Hamiltonovy mechaniky. Ukazuje
0 -I
I 0
slozky symplektické 2-formy w na koteéném bandlu T*Q. Praveé tato symplekticka

se totiz, ze symplektickou matici w,z = lze chapat jako souradnicové

forma w tvofi ustfedni geometricky pojem hamiltonovského pristupu. (Zavedeni
obecnych 2-forem je v ¢asti 1.7.)
Definice:
symplekticka forma je 2-forma w, ktera je
* uzavrend

e nedegenerovanad

Vyndsobenim obou stran Hamiltonovych kanonickych rovnic (3.25) bazovou 1-formou
dz® a vyséitanim pres o dostavame vztah

(3.31)

kde wag jsou slozky 2-formy w, viz (1.76), a 27 jsou slozky dynamického vekto-
rového pole X prislusejiciho H, viz (3.27). Jak je vidét z (1.84), cela leva strana
odpovida 1-formé, jez vznikd vlozenim dynamického vektorového pole X do sym-
plektické 2-formy w. Prava strana je 1-forma dH, tedy diferencial Hamiltonovy
funkce. Vztah (3.31) vyjadfuje vztah mezi 1-formami, ktery miZeme oprostit od
konkrétnich souradnic na T*Q.

Hamiltonovy kanonické rovnice
v ryze geometrické fe¢i tedy maji velmi elegantni tvar

rjadfeno slovy: vyvoj systému je urcen integralnimi krivkami takového vektoro-
vého pole X, které vioZenim do symplektické 2-formy w dd prdvé diferencidl zadané
Hamiltonovy funkce.

Tuto rovnici muzeme pro n = 1 graficky vizualizovat a ndzorné interpretovat,
pouzijeme-li nAmi jiz zavedené reprezentace vektoru X pomoci Sipky a 1-formy
dH pomoci soustavy vrstevnic (viz ¢ist 1.1.5 textu) a také 2-formy w pomoci
orientované mfizky resp. plastve, véetné operace vlozeni vektoru iyw do ni (viz
éast 1.7). Vysledkem je ,graficka rovnice® znazornéna na obrazku 3.2. Rozeberme
trochu podrobnéji zde zobrazené geometrické objekty i vztahy mezi nimi.
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kde ¢'(t) je soufadnicové vyjadfeni libovolné kiivky uréujici tecny vektor v € T »Q
se slozkami ¢'. (Vyraz (2.41) odpovida transformaci (1.32) vektoru pfi aktivnim
zobrazeni push-forward.) Pro Z tedy dostavime vyjadreni

_ 7k o 9zk, 0

Z e e
gk gt 2 gk

(2.42)

Nyni jiz mizeme teorém Emmy Noetherové formulovat, a to nasledujicim zptisobem:

Definice: Funkce g je integral pohybu, jestlize ma stale stejnou hodnotu
podél kiivek pole X (tedy pfi ¢asovém vyvoji systému), neboli kdyz plati

(2.43)

Teorém: Jestlize se hodnota Lagrangeovy funkce L neméni podél kiivek
symetrie generovanych Z, neboli

pak funkce g dana vztahem

je integral pohybu.

Abychom mohli ukazat platnost vysloveného teorému, dokdzeme nejprve pomocné
tvrzeni:
Lemma: Plati, ze

6,.[2.X])=0. (2.46)

Ditkaz lemmatu: Pfipomenme, Ze vektorova pole X a Z jsou, viz (2.17) a (2.42),

a a
Y, TS | 1 S
X=q a7 + 7
o 0zF, 9

Z=2—t —j .
gk i g 1 g~

(2.47)

Také si uvédomme, 7e zde mizeme vynechat viechny &leny tvaru =2-. Opravdu:

aq
protoze 6, ~ dg’, viz definice (2.21), plati

F)
(0"71“) =0, (2.48)

lagrangeovska verze
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Z geometrické definice (3.53) okamzité pro Poissonovy zavorky plyne

e antisymetrie,

e bilinearita,

e 7z uzavienosti symplektické formy (dw = 0) plyne také Jacobiho identita,
takze struktura Poissonovych zavorek {e, e} tvori Lieovu algebru na symplektické
varieté.

Navic plati nasledujici vztahy:
{f.9} = w(Xy. Xy) =iy w(e.Xy) =iy (df) = (df. X)) =X, f =% f. (357)
tedy
{f.a} =2, f.  {9.f}=%,9, (3.58)
takze
Ly, f==%x,9 | (3.59)

ﬁ}.ﬁ Hamiltonova verze teoremu }-Emmy Noetherovﬁ

V éasti 2.5 jsme odvodili lagrangeovskou formulaci teorému Noetherové. Struéné
fe¢eno, pokud £, L = 0, pak .%, g =0, kde g = (6,,Z). Jinymi slovy, veli¢ina g je
v takovém pfipadé integralem pohybu, protoze se neméni podél integralnich kfivek
dynamického vektorového pole X.

Hamiltonova verze teorému Emmy Noetherové je jesté mnohem elegantnéjsi a zni:

\ Z,H=0 & 2, g=0] (360) )

Duikaz: Staci jen aplikovat identitu (3.59) pro f = H, tedy 0 = 4.2’% H=-%_g.

Xyt

=

Priklady:
1. g = py, tedy hybnost. Pomoci (3.51) a pravidla (3.46) je X, = w*(dp,) = %’,.
tedy X, = T?Ir‘ coz generuje translaci ve sméru g¢',

@ » @ -

,[%H—U A ,Zx”[n—o.
Je-li tedy H invariantni vaéi translaci ve sméru q', zachovava se prislusni
slozka hybnosti py.

2. g = paq' = p1q?, tedy slozka momentu hybnosti. Uzitim pravidel (3.46), (3.47)

a

" . . , 8 o 9
— bl 2 1 2y 2 1
Xy =w'(q dp2—q dp1+p2dg —p1dg”) = —q 0_,11‘“1 W—112E+I’1m-

kde prvni dva €leny generuji rotaci v prostoru a druhé dva ¢leny generuji

odpovidajici rotaci v hybnostech — srovnej s vyrazem (2.60). Invariance H
viuci rotaci tedy odpovida zdkonu zachovini momentu hybnosti.

hamiltonovska verze
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JIRi PODOLSKY
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Dilo je ucelenym a navzdjem propojenym souborem tfi knih, jeZ jsou
moderni u¢ebnici teoretické mechaniky uréenou pfedevsim pro studenty
Matematicko-fyzikdlni fakulty Univerzity Karlovy.

Prvni kniha obsahuje klasicky vyklad Lagrangeova a Hamiltonova for-
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t&chto formalisml v jazyce diferencidlni geometrie, jeZ je opro§téna od sou-
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