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Uvod k tématu

Konvexni atvar U — s kazdymi dvéma body A, B obsahuje
rovnéz vSechny body tsecky AB.

tsecka AB: X =aAd+ (1-—a)B,kde 0<a <1

trojihelnik ABC: X = oA + 6B +~C,
kde a, 8,y >0aa+3+vy=1

konvexni kombinace n bodu: X = a1 A1 + -+ a4y,
kde a1,...,an, >0a a1+ -+ a, =1

V piipadé redlnych ¢isel oy, pro néz ay + -+ -+ oy, =0,
je atA1 + -+ a, A, tzv. afinni kombinace,
jejimz vysledkem je vektor.



Hellyova véta (rovinna varianta)

V roviné je dano n konvexnich utvari, kde n > 4.
Maji-li kaZdé tri z nich aspon jeden spole¢ny bod,
pak aspon jeden spoleény bod maji vsechny tvary.

Hellyova véta (prostorova varianta)

V prostoru je ddno n konvexnich utvart, kde n > 5.
Maji-li kaZdé cétyri z nich aspon jeden spoleény bod,
pak aspon jeden spoleény bod maji vsechny utvary.



Dukaz Hellyovy véty pro rovinu

Megjme n > 4 konvexnich atvara Uy, Us, . .. ,U, v roving,
kazdé tfi z nich maji spolecny aspon jeden bod.

Prvni indukéni krok (n = 4):
CtyTi atvary Uy, Us, Us, Uy
Vybereme bod B € U; NUs NU5.
B e Uy?

B el NUsy NUs, aviak B ¢ U,
ByelhNUs NUs, By ¢ U,



Dukaz Hellyovy véty pro rovinu

Prvni indukéni krok (n = 4):

¢tyti konvexni utvary Uy, Us,Us, Uy a CtyTi vybrané body

By el NUs NU3, By ¢ Uy,

Bs el NUs NUy, Bz ¢Us

By elh NUsNUy, Ba ¢ Us,

By elUs NUsN Uy, By ¢ Us.

Co je kvili By ¢ Uy a Ba, Bs, By € Uy vyloudeno:

1. By € ByBs (tsecka v Us!), By € BaBy4, By € BsBy

2. B; € AByB3 By (trojuhelnik v U;!)

Vylouceno i By € AB1B3By, Bs € AB1BsBy, By € AB1ByBs.
Dusledek: By, B, Bs, By jsou vrcholy konvexniho ¢tyithelniku.

10



Dukaz Hellyovy véty pro rovinu

Prvni indukéni krok (n = 4):

ByelhNUs NUs, By ¢ Uy,

Bs el NUs NUy, Bya¢Us

By €Uy NUs NUs, By ¢ Us,

By elUaNUsNUy, By ¢ U

Vime uz, ze B; B;B3B, je konvexni ¢tyithelnik.

Ozna¢me P prisecik ahlopii¢ek By Bs a ByBj.

B Bs je usecka v Uy i Uy, proto z P € B1Bs plyne P € Us NUy.
Bs By je tisecka v Uy i Us, proto z P € BoBy plyne P € U; NU;5.
Dohromady P € Uy NUs NUs N UL4.

Prvni indukéni krok (n = 4) je hotov.
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Dukaz Hellyovy véty pro rovinu

n konvexnich Gtvara Uy, Us, . . . ,Uy,, kazdé t¥i z nich maji aspon
jeden spolec¢ny bod

Druhy indukéni krok (k >4, n=k — n=k+1):
k4 1 atvara Uy, U, ... , Uk, Ut

zredukujeme na k ttvart

U, Usy ... U—1, U, N UK41

a uzijeme indukéni predpoklad.
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Hellyova véta (v prostoru dimenze d > 1)

V prostoru R? je dédno n konvexnich ttvart, kde n > d + 2.
Ma-li kaZdych d + 1 z nich aspon jeden spolec¢ny bod,
pak aspon jeden spoleény bod maji vsechny tvary.

Je tézké dokazat tuto vétu pro obecné d?
Konkrétnéji: provést prvni indukéni krok pro n = d + 27

Ne, pokud umime zapsat linedrni zavislost d + 1 vektort z R¢.
uplatnili intuici pt¥i rozhodovani o poloze bodt By, Bs, Bs, By
(na zdkladé vizudlnich predstav: 3+ 1, 2 + 2).

Poznamka. Hellyova véta plati i pro nekonecné mnoziny
konvexnich atvartt v R?, pokud kazdy ze zastoupenych tGtvart je

navic ohraniceny a uzavieny (jednim slovem kompakiny)
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Aplikace 1

V roviné je dana libovolné (t¥eba i nekoneénd) mnozina bodii 5,
z nichz kazdé tii je mozné pokryt jednotkovym kruhem.

Pak celou mnozinu B lze pokryt jednim jednotkovym kruhem.
Dukaz

Libovolné body Bi, Bs, Bs z B lezi v néjakém kruhu KC(S, 1):
ISB1| <1, [SB2| <1, |SB3| < 1
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Aplikace 1

V roviné je dana libovolné (t¥eba i nekoneénd) mnozina bodii 5,
z nichz kazdé tii je mozné pokryt jednotkovym kruhem.

Pak celou mnozinu B lze pokryt jednim jednotkovym kruhem.
Dukaz

Libovolné body Bi, Bs, Bs z B lezi v néjakém kruhu KC(S, 1):
|B1S| <1,|8B2| <1,|SB;3| <1
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Aplikace 1

V roviné je dana libovolné (t¥eba i nekoneénd) mnozina bodii 5,
z nichz kazdé tii je mozné pokryt jednotkovym kruhem.

Pak celou mnozinu B lze pokryt jednim jednotkovym kruhem.
Dukaz

Libovolné body Bi, Bs, Bs z B lezi v néjakém kruhu KC(S, 1):
|B1S| <1, |B2S| <1, |B3S| <1

Bod S tak lezi ve tfech kruzich K(Bi,1), K(B2,1), K(Bs,1).
Kazdé tfi z kruhtt (B, 1), kde B probiha B, maji spoleény bod.
LAR Vsechny kruhy K(B,1) maji spoleény bod S*.
BeB=S*e€K(B,1)= BeK(51), tj. K(5*,1) pokryva B.
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Aplikace 1 v modelové situaci

Na desce stolu je vyznaceno nékolik boda. Muzeme-li kazdé tii
z nich zakryt 50korunovou minci, stac¢i nam jedna tato mince
k zakryti vSech vyznacenych bodt.

Otazka:

Dopadne to stejné, kdyz namisto 50korunovou minci budeme
body vyznacené na stole zakryvat 100korunovou bankovkou?
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Aplikace 1 a Jungova véta

Heinrich Jung (1876-1953) v roce 1901 dokézal vysledek o tom,
jaky nejmensi mozny polomér mé kruh, kterym lze pokryt
kazdou rovinnou mnozinu bodt s danym ,,pramérem®.

(Vyfesil soucasné tento problém nejen pro rovinu, nybrz

pro eukleidovské prostory vsech koneénych dimenzi.)

Primeérem ohranicené a uzaviené mnoziny nazyvame nejveétsi
ze vSech vzdalenosti jakychkoli dvou jejich bodi.

Pramér D mé napiiklad rovnostranny trojihelnik o strané D.
Jemu opsané kruznice méa polomér R = D/+/3. Je to ziejmé
polomér nejmensiho kruhu, kterym lze tento trojihelnik pokryt.
Jungova véta v roviné

Kazdou rovinnou mnozinu bodt, ktera je ohrani¢end, uzaviena
a ma pramér D, lze pokryt kruhem o poloméru R = D/ V3.
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Jungova véta v roviné

Kazdou rovinnou mnozinu bodd, ktera je ohranicena, uzaviena
a ma prumér D, lze pokryt kruhem o poloméru R = D/ V3.

Jungova véta v prostoru dimenze d > 1

Kazdou mnozinu bodti v R?, které je ohrani¢end, uzaviena
a ma prumeér D, lze pokryt d-rozmérnou kouli o poloméru

[ d
R=D- m

Hellyova véta, vtélend do Aplikace 1, se pozdéji stala piiroze-
nym vstupnim prostfedkem ditkazu Jungovy véty. Zredukovala
ho na ditikaz pro jakoukoli mnozinu d + 1 bodt v R?, kterd ma
dany prtimér D.

19



Jungova véta v roviné

Kazdou rovinnou mnozinu bodt, kterd ma dany prumeér D,
Ize pokryt kruhem o poloméru R = D/+/3.

Dukaz

Aplikace 1: Stadi ukézat, Ze kruhem o uvedeném poloméru R
1ze pokryt kazdé t¥i body Bi, B, Bs z dané rovinné mnoziny.
Pro né ovSem (podle definice priméru D) plati:

|B1B2| < D, |B1Bs| < D, |B2Bs| < D.

To ukdzat je pak vérte snadné.
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Jungova véta v roviné

Kazdou rovinnou mnozinu bodt, kterd ma dany prumeér D,
1ze pokryt kruhem o poloméru R = D/ V3.

Silnéjsi vysledek

Kazdou rovinnou mnozinu bodt, kterd ma dany prumeér D,

1ze pokryt pravidelnym sSestiuhelnikem vepsanym do kruhu
o poloméru R = D/\/§

Poznamka. Neni znamo, jak vypada ttvar nejmensiho obsahu,

kterym lze pokryt kazdou rovinnou mnozinu bodt o daném
pruméru D.

21



Uvod k Aplikaci 2

Linearni nerovnice s dvéma neznamymi z, y:

ar+by+c>0,
ax+by+c <0,
ar+by+c>0,
ar+by+c<0

Mnozina feSeni (bodt [x,y] v Oxy) kaZzdé takové nerovnice je:

> uzaviend polorovina (véetné hrani¢ni p¥imky),
> oteviend polorovina (bez hrani¢ni pfimky),

> (celd) rovina,

> prazdna mnozina.
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Aplikace 2

Soustava kone¢ného poctu linearnich nerovnic s dvéma nezné-
mymi ma aspon jedno feSeni, pokud m4 aspon jedno feseni
kazda ,podsoustava“ tii jejich nerovnic.

Poznamka. Podminka koneéného poc¢tu nerovnic je podstatna.

Priklad nekonec¢né soustavy:

z+y>0, z2+y>1, z+y>2, z24+y>3, ...

Zobecnéna aplikace 2

Soustava kone¢ného poctu linearnich nerovnic s d nezndmymi
mé aspon jedno feSeni, pokud mé aspon jedno feSeni kazda
podsoustava d + 1 jejich nerovnic.

(Pokud celd soustava nerovnic zadné feSeni neméd, nema je ani
néktera podsoustava d + 1 jejich nerovnic.)
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Aplikace 3

V roviné, ve které je dan ohraniceny obrazec O o obsahu S,

se najde takovy bod P, ze kaZdd pfimka prochazejici bodem P
rozdéli O na dvé ¢asti, z nichZz obé maji obsah alespon %S .
(Obrazec O nemusi byt ani souvisly, natoz konvexni.)

Dukaz
Cely obrazec O lezi v nékterém kruhu .

Uvazme vSechny ty tsece U kruhu KC, ve kterych lezi
¢ast obrazce O o obsahu > %S .

Kazdé tfi z tohoto kontinua tise¢i maji prinik kladného obsahu:
V kazdé ze tii tsedi je ,uloZzeno“ po > 2/3 obsahu O,

proto v pruniku dvou tsedi je ho > 1/3, ve tieti tseéi > 2/3,
proto v pruniku vsech tii useci je kladna ¢ast obsahu O.
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Aplikace 3

V roviné, ve které je dan ohraniceny obrazec O o obsahu S,

se najde takovy bod P, ze kaZdd pfimka prochazejici bodem P
rozdéli O na dvé ¢asti, z nichZz obé maji obsah alespon %S .
(Obrazec O nemusi byt ani souvisly, natoz konvexni.)

Dukaz
Cely obrazec O lezi v nékterém kruhu .

Uvazme vSechny ty usece U kruhu K, ve kterych lezi ¢ast
obrazce O o obsahu > %S .

Kazdé tfi z tohoto kontinua tise¢i maji prinik kladného obsahu.

H.v. - ~ L .z v
—— Vsechny uvazované useCe maji spolecny bod P.
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Aplikace 3

V roviné, ve které je dan ohraniceny obrazec O o obsahu S,

se najde takovy bod P, ze kaZdd pfimka prochazejici bodem P
rozdéli O na dvé ¢asti, z nichZz obé maji obsah alespon %S .
(Obrazec O nemusi byt ani souvisly, natoz konvexni.)

Dukaz

Cely obrazec O lezi v nékterém kruhu .

Uvazme vSechny ty usece U kruhu K, ve kterych lezi ¢ast
obrazce O o obsahu > %S .

Vsechny uvazované tsece maji spoleény bod P.

Pfipustme, Ze nalezeny bod P nemé poZzadovanou vlastnost:
Existuje primka p, kterd bodem P prochézi a pfitom na jednu
stranu od ni lezi ¢ast obrazce O o obsahu < %S .

Nacrtnéme obrizek a odvodme spor.
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Aplikace 3

V roviné, ve které je dan ohraniceny obrazec O o obsahu S,

se najde takovy bod P, ze kaZdd pfimka prochazejici bodem P
rozdéli O na dvé ¢asti, z nichZz obé maji obsah alespon %S .
(Obrazec O nemusi byt ani souvisly, natoz konvexni.)

Poznamka. Obecné zlomek % obsahu S nelze nahradit vétsim.
Pro konvexni obrazce O vsak ano!

Winternitzova véta (1917)

v

nasledujici vlastnost: KaZdd primka prochéazejici bodem T
rozdéli U na dvé ¢asti, z nichz obé maji obsah alespon %S .

(Pro ptipad obecného trojihelniku existuje diikaz ,beze slov*.)
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Aplikace 4 — ,,Vlci a ovce*

V R? budeme body [z1, 2, ..., 74| ze dvou danych skupin
oddélovat nadrovinami

a121 + asxy + -+ agrqg+b=0,
tj. hledat takovou nadrovinu, aby kazda skupina bodi lezela cela
v jiném ze dvou (otevienych) poloprostorti

a171 + agTe + -+ -+ aqgrqg +b > 0,

a1x1 + asro + -+ aqrqg + b < 0.

Kirchbergerova véta (1903)

V R? je ddno M + N bodt Vi, Va,..., Vi, 01,04, ...,0N.
Lze-1i body V; oddélit nadrovinou od bodt O; v kazdé jejich
»smisené“ skupiné o celkem d + 2 bodech, lze to udélat v celé
skupiné M + N bodu. (Pfedpokladame, ze M + N > d + 3.)
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Nastin dukazu Kirchbergerovy véty
V;‘:[Z'il,l'm,...,l'id] (1§Z§M)7
O; = lyj1,zj2,...,zja] (1<j<N).
Hledame d + 1 koeficientd aq, as, ..., aq, b tak, aby
a1z + aaip + -+ agrig +b >0 (1 <i< M),
a1yj1 + azyje + -+ aayja + <0 (1<j<N).
Sestava hledanych ¢&isel [ag, as, ..., aq,b] je bod z RIHL.
V tomto prostoru R?*! uvazime M + N mnozin
V;, = {[al,...,ad,b]: a1T;1 + -+ agxrig +b > 0} (1 <1< M),
0; ={la1,..-,a4,b]: aryj1 + -+ aqyja +b< 0} (L1 <j<N).
Méme dokazat: Vsech M 4+ N mnozin V;, O; ma spoleény bod.
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Nastin dukazu Kirchbergerovy véty

V;‘:[Z'il,l'm,...,xid] (1§Z§M)a
Oj:[yjl,l‘jg,...,l‘jd] (ISJSN)

Vi={lai,...,aa,b]: axx1 + -+ agwig + b >0} (1<i< M),
Oj = {[al,...,ad,b]: alyj1+~-~+adyjd+b< 0} (1 <j< N)
Mame dokazat: VSech M + N mnozin V;, O; ma spolecny bod.
Zarudi to Hellyova véta v prostoru R4t!, pokud:
1. Kazdé z mnozin V;, O; je konvexni.
2. Libovolnych d + 2 mnozZin z V;, O; ma spole¢ny bod:

Pro ,smiSené“ skupiny je to predpoklad dokazované véty,

pro ostatni to ,,jisti“ body [0,...,0,1] a [0,...,0,—1].
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Uvod k Aplikaci 5
Konvexnost utvaru U je vlastnost
VXeUvVYel: XY CU.

Jeho slabsi vlastnost
IXeUVYel: XY CU
nazyvame hvézdovitosti utvaru U, bod X bodem jeho jddra.

Vizudlni interpretace XY C U: Y je v ramci U viditelny z X

Hvézdovity atvar U — z nékterého jeho bodu jsou v ramci U
viditelné vSechny ostatni body z U.

31



Aplikace 5

Mark A. Krasnoselskij (1920-1999) vyuzil Hellyovu vétu
k dikazu vysledku, ktery je dnes po ném pojmenovan.

Krasnoselského véta (1946)

V prostoru R? je ddna nekoneéna mnozina bodt B, ktera je
ohranicena a uzaviend. Jestlize pro kazdych d + 1 bodu z B
se najde bod, z néhoz je v rdmci B vSech téchto d + 1 bodu
viditelnych, pak mnozina B je hvézdovita.

Rovinna varianta — model obrazové galérie

Soustava propojenych salt v jednom podlazi.

Jestlize jakékoli t¥i obrazy jsou viditelné z vhodné k nim
vybraného mista, pak jediny pracovnik uhlida celou galerii
(tedy z vhodného mista budou vSechny obrazy viditelné).

32



Priloha — Sedm dalsich aplikaci rovinné Hellyovy véty

1. V roviné je dano nékolik primek. Jestlize kazdé tii z nich
protne néktera kruznice o daném poloméru R, pak jedna takova
kruznice protne vSechny primky.

2. Je dan konvexni n-thelnik M, kde n > 4. Pro libovolny jeho
vnittni bod X uvazme kolmé priméty X na n pfimek urcenych
stranami n-thelniku M. Pokud pro kazdé tfi z téchto n primek
se najde bod X, jehoz priméty na né lezi uvnitt t¥i prislusnych
stran, pak aspon jeden bod X méa vSech n priméti uvnitt stran.

3. Jestlize je celd rovina je pokryta nékolika (aspon ¢étyfmi)
polorovinami, pak nékteré t¥i z nich rovinu také pokryvaji.

4. Uvnitf libovolného konvexniho sedmithelniku S existuje bod,
ktery nelezi v zadném c¢tyriahelniku tvofeném ¢tyfmi sousednimi
vrcholy S.
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5. V zadném konvexnim sedmithelniku S neexistuje bod, ktery
byl lezel ve vSech pétitihelnicich tvofenymi jakkoli vybranymi
(péti) vrcholy S.

6*. V roviné je dano nékolik navzajem rovnobéznych usecek.
Pokud kazdé tii z nich protne néktera primka, pak jedna piimka
protne vSechny tsecky. (Navod: Predpokladejte, ze dané usecky
jsou v roviné Oxy rovnobézné s osou y, popiste je soufadnicemi
jejich krajnich bodu a uvazované primky zapisujte rovnicemi

y = kx + q. Hellyovu vétu pak uplatnéte k jiné soutfadnicové
roving, ve které kazdou pfimku y = kx + ¢ znazornite bodem

[k, q].)

7*. V roviné je dan ohraniceny, uzavieny a konvexni utvar U

s neprazdnym vnittkem. Dokazte, Ze existuje takovy jeho vnitini
bod A, ze kazda pfimka prochazejici bodem A protne tatvar U

v Gseéce XY tak, ze [ X A|/|AY] < 2. (Navod: Pro kazdy
hrani¢ni bod X atvaru U uvazte utvar Uy, ktery je obrazem U
ve stejnolehlosti se stfedem X a koeficientem 2/3.)
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