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stručný průvodce po našem nedávném článku 

vyšel v Čs. čas. fyz. (2022) č. 1, str. 27– 36 



obsah a smysl našeho článku: 

  
 „paradox dvojčat“ je ikona Einsteinovy teorie relativity 

      často se používá k výkladu relativity času 

 jak ho vhodným způsobem vykládat na středních školách? 

      v českých učebnicích nebývá podrobně řešen 

 v univerzitních učebnicích je řešen hodně technicky 

      obtížné a těžko přenositelné na střední školy 

 vždy jen omezení na speciální teorii relativity 

      jak souvisí s časovou dilatací v obecné teorii relativity? 



hodiny měřící vlastní čas různých 

pozorovatelů ukazují různé údaje 

hlavní poselství:  

čas není absolutní 

 a to v závislosti na tom 

jak rychle se pohybují a kde se nacházejí  



struktura našeho článku: 
  
 klasické zadání úlohy 

 nedostatky v zadání této úlohy 

 problémy v řešení této úlohy 

 řešení pohybu rakety, která zrychluje 

 řešení „paradoxu“ dvojčat v neinerciální raketě 

 souvislost s dilatací času v gravitačním poli 

 fotonová raketa a zakřivený prostoročas 

nabízíme řešení v kontextu obecné teorie relativity: 

závěrečné shrnutí pro pedagogy 



úloha s dvojčaty:  Adam na Zemi,  Jana v raketě 



  
 povrch Země není inerciální 

     (gravitace, otáčení, oběh, …) 

     mluvme raději o Sluneční soustavě  

  
 co je ona „krátká doba“? 

     (velké zrychlení, pak zpomalení,…) 

     to ale není inerciální pohyb 

     ocitáme se mimo speciální relativitu 

     v doméně obecné relativity 

  
 „všechno je přece relativní“: 

     Jana se pohybuje vůči Adamovi 

     ale také 

     Adam se pohybuje vůči Janě 

     vzniká tedy matematický paradox: 

      tJana < tAdam  a současně tAdam < tJana 

nedostatky v tomto zadání úlohy: 



použije se vzorec speciální teorie relativity pro dilataci času 

  
čas Adama                                   čas Jany
    

   z Einsteinovy STR tedy plyne 
 

          tJana < tAdam  

obvyklé řešení této úlohy a její úskalí 



obvyklé řešení této úlohy a její úskalí 

  
 neekvivalentnost Jany a Adama: 

     Adam je stále v inerciální soustavě 

     ale Jana ne: musí zrychlit a zpomalit 

  
 to správně uvádějí SŠ učebnice 

Bartuška (2001), Dvořák (2015), … 

     ale početně úlohu neřeší  

  
 podrobně rozebírají VŠ učebnice 

     Votruba (1969 a 1977), Horský, Novotný, Štefaník (2011), ...  

     ale výpočet je hodně zdlouhavý a využívá „hypotézu hodin“… 



doporučujeme paradox dvojčat řešit pomocí trojčat 

  
čas Adama    čas Jany 

  
čas Adama   čas Jany   čas Jitky 

žádné zrychlení a brzdění, jen předávání časových údajů 
     mezi třemi inerciálními soustavami 



doporučujeme paradox dvojčat řešit pomocí trojčat 

  
čas Adama   čas Jany   čas Jitky 

žádné zrychlení a brždění, jen předávání časových údajů 
     mezi třemi inerciálními soustavami 



pedagogická kuriozita 



navrhujeme  paradox dvojčat  řešit se zrychlením 

  
místo 

uvažovat pohyb rakety s Janou s konstantním zrychlením 

  
řešit 



pohyb rakety s konstantním zrychlením lze spočítat 

  
relativistická pohybová rovnice: 

  
rychlost: 

  
vzdálenost: 



a také vztah mezi časy  Adama t  a  Jany τ 

  
integrací: 

  
výsledek: 



hlavní vztahy vyjádřené časem τ Jany v raketě 

  
čas Adama: 

  
vzdálenost: 

  
rychlost: 

  
asymptoticky exponenciální růst t a x, zatímco v → c 

fyzikální užitečnost „divných“ hyperbolických funkcí: vhodné do seminářů 



aplikace vzorců 

  
velký dolet zrychlující rakety s Janou: 

  
řešení paradoxu dvojčat je nyní zjevné: 

 
Adam je stále v     inerciální soustavě 

Jana   je stále v neinerciální soustavě 

 

jejich situace tedy není fyzikálně stejná 

za   5 let    x =             84 sv. let 

za 10 let    x =      14 779 sv. let 
za 15 let    x = 2 582 155 sv. let 

 … 

  
hodiny Adama jdou mnohem rychleji 

podle odvozeného exaktního vzorce 



uvádíme i číselný rozbor na konkrétním příkladu 



souvislost s dilatací času v gravitačním poli 
  
nyní lze ukázat konzistenci mezi vzorci speciální a obecné teorie relativity 

klíčovou roli hraje 

Einsteinův princip ekvivalence 



vizualizace Einsteinova principu ekvivalence  

ze seriálu Génius (2017), 5. epizoda, 16. minuta  



Einstein z principu ekvivalence odvodil vzorce pro 

dilataci času v gravitačním poli – červený posuv světla 

nahoře článek z Bernu (1907), dole z Prahy (1911) 



Einsteinovo elegantní odvození 

dle III. dodatku Einsteinovy knihy Teorie relativity, str. 238–239  





ukazujeme, že vzorce pro dilataci času  

speciální a obecné relativity dávají stejný výsledek 

vzorec (25) dle OTR je úplně stejný jako vzorec (21) s (22) dle STR 



Q. E. D. 

speciální a obecná  

teorie relativity  

 

jsou navzájem konzistentní 



závěrečné shrnutí pro pedagogy 



literatura 



děkuji za Vaši pozornost 





vlny gravitace 

předpověděl Einstein 



25. 11. 1915 v Berlíně  Albert Einstein píše rovnice gravitačního pole 

Génius. 

7. epizoda, 24. minuta „Teď je to kompletní“ 



Einstein předpovídá gravitační vlny:   22. 6. 1916 

Aproximativní integrace rovnic gravitačního pole 



vlnová rovnice pro slabé poruchy pole 

vlnová rovnice se zdrojem ! 



první přímá detekce gravitačních vln 

až po 100 letech 

1010 autorů, 133 vědeckých institucí 



LIGO Hanford            4 km 

Credit : Caltech/MIT/LIGO Lab 



LIGO Livingston        4 km 

Credit : Caltech/MIT/LIGO Lab 



zdrojem byla srážka velkých černých děr 

simulace, Credit : SXS 

GW150914 hmotnosti černých děr 

  m1 = 36 M☼  ± 5 

  m2 = 29 M☼ ± 4 

hmotnost výsledné černé díry 

  M = 62 M☼ ± 4 

její rotace 

  a  = 0,67  ± 0,05 

 

rozdíl hmoty-energie  

  E = 3 M☼ c
2 ± 0,5 

  vyzářen gravitačními vlnami 

maximální amplituda 

  hmax = 10-21 

vzdálenost zhruba 

  1,3 miliardy světelných let 

   tedy kosmologická (z=0,1) 

výkon 200  M☼c2/s: 10x více než svítily všechny hvězdy ve vesmíru !!! 



vskutku historická událost 

24 let 

James Clerk Maxwell (1831–1879) 

1864 teorie pole a předpověď elmag vln 

telekomunikační 

revoluce 
elmag 

Albert Einstein (1879 –1855)  

1915 teorie pole a předpověď gravitačních vln 

LIGO & Virgo Scientific Collaboration  
2016 experimentální ověření 

nové možnosti 

studia vesmíru: 

Heinrich Rudolf Hertz (1857–1894) 

1887–8 experimentální ověření 

gravitace 

100 let 
stojíme na prahu 

nových objevů… 



Nobelova cena  za fyziku  2017 

Rainer Weiss              Barry C. Barish               Kip S. Thorne 

hlavní představitelé LIGO/VIRGO Collaboration 

„za rozhodující příspěvky k detektoru LIGO a pozorování gravitačních vln“ 



 

po první detekci gravitační vln  

14. září 2015 

 

následovaly další objevy 
 



shrnutí gravitačních vln  

oznámených do prosince 2018 



10 srážek černých děr 

1   srážka neutronových hvězd 

katalog  detekcí  GWTC-1      zveřejněný 1.12. 2018 
Gravitational-Wave Transient Catalog 1      (krátkodobé, dočasné signály) 

signál hmotnosti                    výsledná hmotnost a spin     energie          vzdálenost            lokalizace 

kompletní výsledky měření O1 a O2 



následoval třetí běh O3 měření 

 

začal 1. 4. 2019 a skončil 27. 3. 2020 

 o měsíc dřív kvůli pandemii COVID-19 

80 kandidátů  tedy 8 x víc signálů  než O1+O2 



katalog detekcí GWTC-2  zveřejněný 28.10.2020 



katalog detekcí GWTC-3  zveřejněný 11.11.2021 

celkem už 91 detekcí 



přehled všech dosavadních detekcí 

Credit: LIGO/Virgo/KAGRA/C. Knox/H. Middleton 



plány pozorování LIGO, Virgo, KAGRA (LVK) 



budoucí detektory 

 

gravitační vln  
 



dnešní, budované a plánované detektory 

ET? 

plány 3. generace: velké podzemní kryogenní interferometry  



evropský projekt ET (Einstein Telescope)  

rozměry 10 km, citlivost 10-24 





LISA v kosmu:  veliký  evropský projekt 

 obří interferometry ESA  

 3 družice 

 ve vrcholech trojúhelníka 

 strany 2,5 milionů km 

 oběh kolem Slunce 1 AU 

 za Zemí 22° 
 sklon roviny 60° 

 bezsilová trajektorie 

 testovací krychle 46 mm 

     2 kg, ¾ Au + ¼ Pt  

 korekční trysky o tahu μN 

 lasery 2W 

 teleskopy Ø 40 cm 

 2 miliardy EUR 

 

Laser Interferometer Space Antena 

extrémně nízké frekvence gravitačních vln 0,1 mHz – 0,1 Hz 



konečný cíl je ještě ambicióznější: 

 

otevřít gravitační okno do vesmíru 

v celém spektru 

snad až přes 20 řádů frekvencí 

tedy vlnových délek 

gravitačních vln 

těmito odlišnými okny 

spatříme různé zdroje 



 velmi krátké gravitační vlny 
pozemské detektory LIGO, Virgo, KAGRA, ET, CE … 

 krátké gravitační vlny 
kosmické detektory LISA … 

v radiotechnické analogii tedy postavit přijímače 

 střední gravitační vlny 
sítě radioteleskopů PTA 

 dlouhé gravitační vlny 
studium anizotropií reliktního mikrovlnného záření 

VKV 

KV 

SV 

DV 


