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obsah a smysl naseho Clanku:

,paradox dvojcat” je ikona Einsteinovy teorie relativity
casto se pouziva k vykladu relativity Casu

jak ho vhodnym zpusobem vykladat na stfednich Skolach?
v ceskych ucebnicich nebyva podrobne resen

v univerzitnich ucebnicich je resen hodne technicky
obtizné a tezko prenositelné na stredni skoly

vzdy jen omezeni na specialni teorii relativity
jak souvisi s Casovou dilataci v obecné teorii relativity?



hlavni poselstvi:

cas neni

absolutni

hodiny meérici vlastni Cas ruznych
pozorovatelu ukazuji ruzné udaje

a to v zavis

jak rychle se pohybuj

osti na tom
| a kde se nachazeji



struktura naseho clanku:

klasicke zadani ulohy

nedostatky v zadani téeto ulohy

problemy v reseni teto ulohy
nabizime reseni v kontextu obecnée teorie relativity:

reseni pohybu rakety, ktera zrychluje
reseni ,paradoxu” dvojCat v neinercialni raketé
souvislost s dilataci Casu v gravitacnim poli

fotonova raketa a zakriveny prostoroCas

zaverecne shrnuti pro pedagogy



Adam na Zemi, Jana v raketée

Klasické zadani ulohy

Na povrchu Zemé (inercidlni soustavy) jsou dvojcata.
Jedno z nich (Adam) ziistane na Zemi, druhé (Jana)
odstartuje ze Zemé v kosmické lodi spojené s rake-
tou a v kratké dobé nabude velké rychlosti v < ¢ (napt.
v = 0,6 c). Touto rychlosti se dlouho pohybuje.' Potom
se brzdénim zastavi, pohybuje se stejnym zptisobem
zpét a vrati se k Adamovi do mista, ze kterého Jana
odstartovala (viz obr. 1). Jana ma hodiny, které udavaji
jeji vlastni ¢as. Otdzkou je, jaky ¢as budou tyto Janiny
hodiny po ndvratu na Zemi ukazovat vzhledem k Ada-
movym hodindm, jestlize byly v okamziku startu oboje
nastaveny na vychozi ¢as 0.

Podle teorie relativity plati, Ze hodiny Jany (jeji vlast-
ni hodiny) budou po ndvratu ukazovat mensi hodnotu
nez hodiny Adama (jeho vlastni hodiny). To znamens,
ze celkové v raketé plynul ¢as pomaleji nezli na Zemi.

Jana priléta

Jana odléta

Obr. 1 Prostorocasovy diagram znazornujici historii Adama
na Zemi (v inercialni soustavé) a Jany v raketé. Vodo-
rovné doprava se vynasi vzdalenost x od Zemé,
zatimco svisle nahoru Adamv cas t. Jednotky jsou
zvoleny tak, Ze svétlo se v tomto diagramu Sifi pod
Uhlem 45° (neboli na svislé ¢asové ose vynasime ct,
kde c je rychlost svétla).




tomto

= povrch Zeme neni inercialni
Klasicke zadani dlohy (gravitace, otaéeni, obéh, ...)

" CO je ona ,kratka doba“?
(velké zrychleni, pak zpomaleni,...)
to ale pohyb

se brzdenlm zastavi, pohybuje se stejnym zpusobem
zpét a vrati se k Adamovi do mista, ze kterého Jana
odstartovala (viz obr. 1). Jana md hodiny, které udavaji
jeji vlastni ¢as. Otdzkou je, jaky ¢as budou tyto Janiny v doméné obecné relativity
hodiny po névratu na Zemi ukazovat vzhledem k Ada-

movym hodindm, jestliZe byly v okamziku startu oboje

nastaveny na Vych021 ¢as 0.

= vSechno je prece relativni*:

nez hodiny Adama (jeho vlastni hodiny). To znamens,
ze celkové v raketé plynul cas pomaleji nezli na Zemi.

ale také

vznika tedy paradox:

1:Jana < tAdam tAdam < tJana



teto a

pouzije se vzorec pro dilataci Casu

z Einsteinovy STR tedy plyne



obvyklé reseni této ulohy a jeji uskali

= neekvivalentnost Jany a Adama:
Adam je stale v inercialni soustave
ale Jana ne: musi zrychlit a zpomalit

- ZAKLADY

- SPECIALNI
TEORIE
RELATIVITY

Vaclay Votruba

= to spravné uvadéji SS uéebnice
BartuSka (2001), Dvorak (2015), ...
ale pocCetné ulohu nereSi

= podrobné rozebiraji VS uéebnice
Votruba (1969 a 1977), Horsky, Novotny, Stefanik (2011), ...
ale vypocCet je hodné zdlouhavy a vyuziva ,hypotézu hodin®...



paradox dvojcat pomoci trojcat

Jana priléta

Jana odléta

¢

zadné zrychleni a brzdéni, jen predavani ¢asovych udaju

mezi tremi inercialnimi soustavami



paradox dvojcat

Obr. 3 Prostorocasovy diagram znazornujici historii Adama
(v jeho inercidlni vztazné soustavé), odlétajici Jany
v raketé a pfilétajici Jitky v jiné raketé. KdyZ se Jana
pravé miji s Jitkou (udalost oznacena M), preda ji svij
¢asovy udaj. Ten nakonec Jitka porovna s Adamo-
vym ¢asem. Redeni ,paradoxu” dvojéat ,pomoci
trojcat” spociva v relativité soucasnosti: v inercialni
soustave Jany je s udalosti M sou¢asna Adamova
udalost A;, zatimco v jiné inercidlni soustaveé Jitky je
se stejnou udalosti M soucasna jind udalost A,, kterd
v Adamoveé Zivoté nastala mnohem pozdéji nezli uda-
lost A,. Pravé existence dlouhého ¢asového intervalu
mezi A; a A, je pfi¢inou, pro¢ hodiny Adama budou
i z pohledu rakety nakonec ukazovat celkovy vétsi
¢as nez hodiny, které zpatky do Slunecni soustavy
dopravi Jitka (a jez byly v M synchronizovany s ¢asem
Jany). Adam je jednoznacné starsi nez Jana, paradox
se nekona.

zadné zrychleni a brzdéni, jen predavani ¢asovych udaju

mezi tremi inercialnimi soustavami



pedagogicka kuriozita

o0, 7 e
Mo = g Sattéq Sm@fvi« = 0 WEy = W = WG 0

: \ | g THE, =Ny 00 —
& A= ——
ligd

: 5 1 9in @ = g Singg ~77¥7¥7 e

| S, RE

i nq o (3= €)= my_ A 4§ ==

E, = j*m@

W

Moy (‘p\g =Mq_

h-d v Vé oV P}‘
Reseni paradoxu dvojcat

pomoci trojcat

Na ivod gymnazialniho vykladu zékladnich poznatku spe-
cidlni teorie relativity klade jeden z autorl (AT) motivacni
otazky — napfiklad: ,Mohou byt dvoj¢ata rdzné stara?”!
Jednou pfi vysloveni ¢asti otazky: ,Mohou byt dvojcata...”
jeden zak pohotové a vtipné doplnil: ... tfi ?“ Je pozoru-
hodné, Ze — aniz si to uvédomil - mél plnou pravdul! Pfi fese-
ni paradoxu dvojcéat jenom v ramci specidlni teorie relativity
totiz opravdu musime uvazZovat trojéata, ktera si navzajem
peclivé porovnavaji své vlastni hodiny. Kromé Adama a Jany
jesté (tfeba) Jitku.




paradox dvojcat

uvazovat pohyb rakety s Janou s konstantnim zrychlenim

Jana priléta Jana priléta

Jana odléta Jana odléta

misto



s konstantnim zrychlenim

relativisticka pohybova rovnice:

Jana priléta

rychlost:

Jana odléta

vzdalenost:




a take

Jana priléta

Jana odléta

Adamat a Janyr

Béhem krdtkého casového intervalu je dan
obvyklym vzorcem pro dilataci ¢asu, tedy

Po jednoduché substituci z = £t dostaneme stan-
dardni integral (viz str. 428 [11] nebo [12]) vedouci
na funkci ,argument hyperbolického sinu

d
_[\/'1ii' = argsinh z.
+Z

Po inverzi lze tedy vysledek vyjadrit




hlavni vztahy vyjadrene casem r Jany v rakete

fyzikalni uzite€nost ,divnych® hyperbolickych funkci: vhodné do seminaru

c¢as Adama:

Jana priléta

vzdalenost:

Jana odléta

g
rychlost: v(®) = ¢ tanh (7).

asymptoticky exponencialni rust t a x, zatimcov — ¢



za 5S5let x= 84 sv. let
zalOlet x= 14 779 sv. let

velky dolet zrychlujici rakety s Janou: za 15let x =2 582 155 sv. let

Jana priléta

Jana odléta

reseni je nyni

Adam je stale v inercialni soustavé
Jana je stale v neinercialni soustavée

hodiny Adama jdou mnohem rychleji
podle odvozeneho exaktniho vzorce




Weldlnlzxy

Pro ilustraci spocitejme vyse odvozené vzorce pro
konkrétni hodnoty. V zadani dlohy jsme jiz zminili
(stejné jako profesor Votruba ve své knize [5]) rychlost
inercidlniho pohybu rakety v = 0,6 c. V takovém pfi-
padé ma faktor ve vzorci (1) pro dilataci ¢asu hodnotu
5/4, takze

At= T.7Z5 Aty (14)

Adam je proto po navratu Jany o 25 % star$i nez ona.
Chceme-li stejny vysledek ziskat nagim modelem kon-
stantné zrychlujici a zpomalujici rakety, nesmime za-
pomenout, Ze vzorec (11) plati jen pro kazdou ¢tvrtinu
celé cesty — neboli At = 4t, Aty = 41, coz po dosazeni
do (11) dava podminku

g " 9
1,25 (£-Ato) = sinh (-At,).  (15)
4¢c0 4¢77°

Oznacime-li vyraz v zavorkdch pomocnou promén-
nou

g
= —At,,
Y =70 (16)

dostaneme rovnici sinhy = 1,25 y. Jeji numerické fe-
Seni je priblizné y = 1,1827, takZe Jana béhem celého
letu zestarla o

Aty = 1,4457.108 s = 1673,3 dni, | (17)
coz je zhruba 4,6 roku, zatimco Adam zestarl o

At = 1,8071.108 s = 2091,6 dni, | (18)

tedy o 5/4 vice.

Pro tyto hodnoty muzeme spocitat maximalni do-
saZenou rychlost rakety (vidy uprostfed mezi Zemi
a nejvzdalenéj$im mistem), a to bud dosazenim Ctvr-
tiny hodnoty (17) do vzorce (13), anebo ¢tvrtiny hod-
noty (18) do vzorce (5). V obojim pfipad¢ dostaneme
stejnou hodnotu

Vmax = 0,8283 c. (19)

Této rychlosti raketa podle vzorce (12) doséhla ve vzda-
lenosti

Xmax = 7,19.10'5 m = 0,76 svételného roku [20)

od Adama ve Slunecni soustavé, takze nejvétsi vzddle-
nost, kam raketa s Janou doletéla, byla 1,52 svételného
roku.

Priimérnd rychlost rakety béhem celé cesty byla pro-
to podle Adamovych hodin 0,53 c.




souvislost s V

nyni |ze ukazat konzistenci mezi vzorci a teorie relativity

klicovou roli hraje

Homogenni gravitacni pole je totéz

Jana priléta co konstantni zrychleni vztazné soustavy.

Jinymi slovy: gravita¢ni pole s konstantnim tiho-
vym zrychlenim gje ekvivalentni neinercidlni soustavé
s konstantnim zrychlenim a = g. VSechny fyzikalni ex-
perimenty v nich dopadnou stejné, viz obr. 4.

Jana odléta




vizualizace Einsteinova principu ekvivalence

ze serialu Génius (2017), 5. epizoda, 16. minuta



Einstein vzorce pro

Gleichung (30) ist nach § 17 auch auf ein Koordinatensytem an-
zuwenden, in dem ein homogenes Schwerfeld wirkt. In diesem Falle
haben wir &=y § zu setzen, wobei & das Potential der Schwerkraft
bedeutet, so daB wir erhalten -

6=1 (1 o+ ;3;) (30a)
Wir haben zweierlei Zeiten far X definiert. Welcher von beiden

Definitionen haben wir uns for die verschiedenen Fille zu bedienen?
Nehmen wir an, es existiere an zwei Orten verschiedenen Gravitations-

das homogene Gravitationsfeld abgeleitete Beziehung auch fir
anders gestaltete Felder gelte; es ist dann

(2a) T (1+ic’;_) :

Dies (nach unserer Ableitung in erster Naherung giiltige) Resul-
tat gestattet zunichst folgende Anwendung. KEs sei w, die

nahore Clanek z Bernu (1907), dole z Prahy (1911)



Einsteinovo elegantni odvozeni

Einsteinovo odvozeni vzorce pro
dilataci casu v gravitacnim poli

Uvazujme pevny disk otacejici se konstantni Uhlovou
rychlosti w. Ve vzdalenosti R od stfedu se bod P pohybuje
rychlosti v = wR. Podle vzorce (1) specialni relativity je tedy
rozdil v chodu lokalnich hodin v P oproti hodindm ve vnéjsi
inercidlni soustavé dan vztahem

T T

~ 2p2 R1)
J 1 wW*R (

A=

L c? Be

kde 7 je ¢as v bodé P disku, zatimco t je vnéjsi as. Nyni po-
uzijeme obvykly vztah pro dostfedivou silu F = mw?R, ktera
zavisi na vzdalenosti R od stredu. Pro toto silové pisobeni
Ize zavést potencial @, a to jako (zadporné vzatou) energii,
ktera je nezbytnd k premisténi objektu (jednotkové hmot-
nosti m) z bodu P do stfedu disku. Trividlni integraci F/m =
w?R pres R tak dostaneme vztah @ =—1%w?R?. Vzorec (R1) Ize
tedy prepsat do tvaru

Podle principu ekvivalence musi stejny vzorec platit i v gra-
vitaénim poli s potencidlem @. Pro slabé pole |®| « ¢? (coz
ve vesmiru je skoro vSude vyjma okoli ¢ernych dér a neut-
ronovych hvézd) |ze prevracenou odmocninu v (R2) aproxi-
movat Taylorovym rozvojem

2\ % @
t=1’(1+—2) z‘[(l——z), (R3)
C C

coz je hledany vzorec (23) pro dilataci ¢asu v gravita¢nim
poli.V kazdém misté, kde je @ < 0, cas plyne pomaleji oproti
¢asu ve vzdaleném referencnim misté, kde je @ =0, protoze
T < t. Ve stejném poméru bude mensi i frekvence periodic-
kych déji (napfiklad vyzarovaného svétla)

Y

f=f0(1 +ZC_Z>) = fo (1+§2)' (R4)

Frekvence fv silnéjSim gravitacnim poli poblizZ hmotné-
ho télesa je tedy nizsi nezli referené¢ni frekvence f, daleko
od télesa, f < f,,. Svétlo se proto bude jevit cervenéjsi.

Vzorce (R3) a (R4) plati obecné pro kazdé statické gra-
vitacni pole. Specidlné i pro potenciél sférického objektu
hmotnosti M, ktery je ve vzdalenosti r od centra dan newto-
novskym vzorcem @ = —GM/r, kde G je gravitacni konstanta.

dle lll. dodatku Einsteinovy knihy Teorie relativity, str. 238—239







ukazujeme, ze

pro dilataci casu

a relativity

Zacneme tim, Ze zavedeme (jak je v literatute ob-
vyklé) bezrozmérny faktor y. Ten uddva miru dilatace
¢asu

t=yt (21)

pfi pohybu rychlosti v, viz (1), ale také narust setrvac-
né hmotnosti vzorcem m = ym,. Pro pohyb zrychlené
rakety ma tento faktor tvar

! — 1+(-'g—t)2 =cosh(%r),(22)

=Tw
-z

kde jsme pro vyjadfeni rychlosti v zdvislosti na case ¢
Adama a 7 Jany pouzili vzorce (5) a (11).

Déle pripomeneme diilezity vzorec obecné teorie re-
lativity pro dilataci casu v gravitacnim poli neboli cer-
veny posuv svétla:

t b
==i] = (23)
T c
Zde @ je rozdil gravitacnich potencidlii (newtonov-
skych) mezi misty, kde se nachdzeji dvoje identické ho-

Podle principu ekvivalence miizeme vsechny
efekty pozorované ve zrychlené raketé Janou pripsat
homogennimu gravita¢nimu poli. Lze tedy pouZzit vzo-
rec (23) pro odpovidajici dilataci ¢asu. Musime jenom
spocitat ptislusny gravitacni potencial @. ProtoZe gra-
vita¢ni pole je homogenni, plati obvykly vzorec pro po-
tencialni energii V = —mgx, takze

29

Na pocatku jsou hodiny Adama a Jany na stejném misté
x =0, takze @ =0, a tudiz podle (23) ¢ = 7. Oboje hodiny
tikaji stejné a jsou synchronizované.

Pak v8ak zacne raketa zrychlovat. Diky principu
ekvivalence vnima Jana uvniti rakety toto konstant-
ni zrychlovéni jako homogenni gravitacni pole (navic
stale s pfijemnym ,,pozemskym tithovym zrychlenim®
g =a=981m-s?), pro které plati vztah (24), kde x je
vzdélenost rakety ve vztahu k Adamovi. Dosadime-
-li do (24) ze vzorce (6) a vyjadfime pomoci nich (23),
dostaneme vztah

(25)

diny, z nichZ jedny méfi Cas ¢, zatimco druhé méii cas .

vzorec (25) je uplné jako vzorec (21) s (22)




Q.E.D.

specialni a obecna
teorie relativity

Jsou navzajem konzistentni



zaverecne shrnuti pro pedagogy

10. Tento vzorec (ktery lze srozumitelné odiivodnit
Einsteinovymi tivahami o rotujicim disku, viz ra-

5. Navrhujeme proto jako didakticky presvédcivéjsi fe-
$eni ,,paradoxu” dvojcat uvazovat takovy pohyb Jany,

Mozny postup vykladu je ndsledujici:

1. Uzije se standardni vztah pro dilataci ¢asu (1),

ze kterého vyplyne, Ze z hlediska pozorovatele
ve Sluneéni soustavé (Adama) plyne ¢as v kosmic-
ké lodi (Jany) pomaleji.

. Zdanlivy rozpor, totiz Ze obé soustavy jsou podle
relativity rovnocenné, a tudiz by naopak mél ply-
nout pomaleji také ¢as Adama vici Jané, se vysvétli
asymetrii jejich historie. Pro pfimé porovnani je-
jich hodin je totiz potfeba dopravit je na stejné mis-
to, ale jenom Jana pfi tomto déji zaziva zrychleni
(azpomaleni) své rakety, zatimco Adam je po celou
dobu v inercialni vztazné soustaveé.

. Konkrétni feSeni v ramci specialni teorie relativity,
které lze najit napriklad ve vysokoskolskych uceb-
nicich [5] nebo [8], vyzaduje vzit do tivahy a peclivé
zapocitat vzajemné vztahy mezi tfemi inercidlnimi
soustavami, totiz Adama, vzdalujici se Jany a p¥ibli-
Zujici se Jany (respektive Jitky). Koncepéni podsta-
tou feSeni ,,paradoxu” je relativita soucasnosti, ply-
nouci z Lorentzovy transformace: kvili tomu Jana
tésné pred otockou rakety a Jana tésné po otocce ra-
kety (neboli Jitka) bude za ,soucasné“ povazovat
dvé riizné udalosti v Adamové historii, mezi nimiz
»nahle“ uplyne hodné dlouhy ¢as. Podrobny rozbor
tohoto jevu bohuzel neni tiplné piehledny a pfesa-
huje ramec stfedni skoly (viz obr. 3 a ramecek 1).

. Domnivame se, Ze je vhodné vyhnout se vaham
o ,nahlém preskoku“ Jany z jedné inercialni sou-
stavy do druhé v okamziku otocky jeji rakety. Pri
tom totiz dochazi ,,k nekone¢nému zrychleni®, je-
hoz vliv na chod Janinych hodin neni ze specialni
teorie relativity vibec jasny a odivodnény. Dostd-
vame se dokonce mimo jeji rimec do obecné teo-
rie relativity, kterd plati ve viech vztaznych sousta-
vach, tedy i zrychlenych (neinercialnich).

kdy jeji raketa po celou dobu zrychluje (resp. zpoma-
luje) s konstantnim zrychlenim, viz obr. 5. Redenim
ptislusné pohybové rovnice (2) lze ziskat viechny
potiebné vzorce, zejména vztah (11) mezi vlastnim
casem Jany v raketé a vlastnim ¢asem Adama ve Slu-
necni soustavé. Velmi zajimavé a pomérné jednodu-
ché jsou také vzorce pro vzdalenost a rychlost Jani-
ny rakety (6) a (5), vyjadfené pomoci ¢asu ¢ Adama,
resp. (12) a (13) pomoci vlastniho ¢asu 7 Jany.

. Tyto vzorce lze dobfe ilustrovat dosazenim kon-

krétnich hodnot, viz vzorce (14) az (20). Pfitom
jsou pouzity a na zajimavém fyzikalnim pfipadu
s relativistickou raketou procvic¢eny hyperbolické
funkce, které na stfedni $kole sice nejsou bézné, ale
studenti je najdou na svych kalkulackach.

. Spocitana tloha s konstantné zrychlujici raketou

muze potom slouzit jako pFirozeny most mezi spe-
cidlni a obecnou teorii relativity: jedna se o prechod
od fyzikalni teorie platné pouze v inercidlnich sou-
stavach k teorii platné v libovolnych neinercidlnich
soustavach. Tato zobecnéna relativisticka teorie po-
dle Einsteina zahrnuje i gravitaci.

. Kli¢ovou roli pti téchto uvahach hraje princip ekvi-

valence, coz je vychozi princip obecné relativity.
Princip ekvivalence (dnes experimentalné ovéfova-
ny s obrovskou piesnosti) fika, ze tcinky konstant-
niho zrychleni neinercidlni vztazné soustavy a ho-
mogenniho gravitacniho pole od sebe nelze za zad-
nych okolnosti odlisit. Lze ho velmi hezky demon-
strovat a zduvodnit Einsteinovym myslenkovym
pokusem s vytahem (obr. 4 a obr. 7).

. Pomoci principu ekvivalence lze prevést vypocty,

které se tykaly chodu hodin Jany ve zrychlené rake-
té, na chod hodin v gravitaénim poli. Tim se ukdze
konzistence s vypoctem podle slavného Einsteino-
va vzorce (23) pro dilataci casu v gravitacnim poli
(neboli pro éerveny posuv svétla) z roku 1907, resp.
1911 (obr. 6).

mecek 2) fika, ze v silnéjsim gravitacnim poli jdou
hodiny pomaleji: podil ¢asovych intervala je urcen
rozdilem gravitacnich potencialit ® v mistech obou
od sebe vzdalenych hodin.

. Vypocet celkové dilatace ¢asu béhem zrychleného
a zpomaleného letu rakety s Janou vici Adamovi
uzitim obecné relativity vede k tiplné stejnému fi-
nalnimu vysledku, ktery lze dostat spravné pouzi-
tym vzorcem specialni relativity (1) pro tfi inerci-
alni soustavy, jak je detailné provedeno v ucebnicich
[5] a [8]: vztahy (21) a (26) jsou identické. Kdyz fyzi-
kalné spravnymi ivahami aplikujeme matematické
vzorce specialni relativity i obecné relativity, Zadny
rozpor nevznika. Vysledky jsou jednoznaéné.

. Zavérem se lze studentiim zminit o tom, Ze v kon-
textu Einsteinovy teorie gravitace existuji dokon-
ce i pfesna FeSeni popisujici zakFiveny prostorocas
v okoli zrychlujiciho a velmi hmotného objektu —
takzvana Kinnersleyho fotonova raketa (27) a jeji
zobecnéni.

Toto shrnuti hlavnich bodu ¢lanku snad opraviuje
nase tvrzeni, Ze ,,paradox” dvojcat je pfirozenéji a kon-
zistentnéji fesitelny v ramci Einsteinovy obecné relati-
vity, jez rozsifuje platnost relativistickych zakonu také
na neinercialni soustavy a sou¢asné je i teorii gravitace.
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Einstein predpovida gravitacni viny: 22. 6. 1916
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Aproximativni integrace rovnic gravitacniho pole

Néherungsweise Integration der Feldgleichungen
der Gravitation.

Von A. Einsten.

Bei der Behandlung der meisten speziellen (nicht prinzipiellen) Probleme
auf dem Gebiete der Gravitationstheorie kann man sich damit begniigen,
die g,, in erster Niherung zu berechnen. Dabei bedient man sich mit
Vorteil der imaginiren Zeitvarisble x, = i aus denselben Grimden wie
in der speziellen Relativitiitstheorie. Unter »erster Niherung« ist dabei
verstanden, daB die durch die Gleichung

G =—0,,+,, (1)

definierten GrdBen v,,, welche linearen orthogonalen Transformationen
gegeniiber Tensorcharakter besitzen, gegen 1 als kleine GrdB8en be-
handelt werden konnen, deren Quadrate und Produkte gegen die ersten
Potenzen vernachlissigt werden diirfen. Dabei ist 8,, =1 bzw. 3,, = o,
je nachdem p=v oder u % v.

Wir werden zeigen, daB diese vy,. in analoger Weise berechnet
werden konnen wie die retardierten Potentiale der Elektrodynamik.
Daraus folgt dann zunfichst, daB sich die Gravitationsfelder mit Licht-
geschwindigkeit ausbreiten. Wir werden im AnschiluB an diese all-
gemeine Lisung die Gravitationswellen und deren Entstehungsweise
untersuchen. Es hat sich gezeigt, daB die von mir vorgeschiagene
Wahl des Bezugssystems gemilS der Bedingung g =|g,, |= —1 fir
die Berechnung der Felder in erster N&lerung nicht vorteilhaft ist.
Ich wurde hiersuf aufmerksam durch cine briefliche Mitteilung des
Astronomen pe Strree, der fand, daB man dureh eine andere Wall
des Bezugssystems zu einem einfacheren Ausdruck des Gravitations-
feldes eines ruhenden Massenpunktes gelangen kann, als ich ibn frilher
gegeben lhatte'. Ich stitze mich daler im folgenden suf die allge
mein invarianten Feldgleichungen.

! Sitenngsber. XLVII, 1915, 8, 833.

Emsrzoe: Niherungaweise Intogration der Feldgleichungen der Gravitation 689

§ 1. Integration der Nahcrungsgleichungen des
Gravitationsfeldes.

Die Feldgleichungen lauten in ihrer kovarianten Form

1
R_,+S., = —Z(T,,—-;

3 fur
E=-35 0t
S, = 2 l:ga:?— E{W}

Dabei bedeuten die geschweiften Klammern
schen Symbole, T,, den kovarianten Energ
zugehdrigen Skalar. Die Gleichungen (1) liel
den Niherung die durch Entwickeln unmitt

3 Yia ..
Bz dz, 2 9z,0z,
Das letzte Glied der linken Seite stammt 1

der von mir bevorzugten Koordinatcnwal
chungen (2) lassen sich durch den Ansatz

Yoo = Yot PO,
16sen, wobei die y., der zusiitzlichen Bedi
o, _
27 =1

geniigen. Durch Einsetzen von (3) in (2)
linken Seite
oy, 9*

. , "y
_g dz: ~ dz,0z, (g-y,_)+z 9,93, |

Der Beitrag des zweciten, dritten und finften Gliedes verschwindet,
wenn  gemi8 der (leichung

Sr.+2¥v=o0 (s)

gewdhlt wird, was wir festsetzen. Mit Riicksicht hierauf erhilt man
an Stelle von (2)
00*




vinova rovnice pro slabé poruchy pole
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27‘%; : -%31127-’-) == 2"(1:-——:,'3-'2 T")

oder

vinova rovnice se zdrojem !

Es ist hierzu zu bemerken, daB Gleichung (6) mit der Gleichung (4)
im Einklang ist. Denn es ist zundchst leicht zu zeigen, daB bei der
von uns erstrebten Genauigkeit der Impulsencrgiesatz fiir die Materie




prvni gravitacnich vin

|8d Selected for a Viewpoint in Physics ;
= week ending

PRL 116, 061102 (2016) PHYSICAL REVIEW LETTERS 12 FEBRUARY 2016

6

Observation of Gravitational Waves from a Binary Black Hole Merger

B.P. Abbott et al.”

(LIGO Scientific Collaboration and Virgo Collaboration)
(Received 21 January 2016; published 11 February 2016)

On September 14, 2015 at 09:50:45 UTC the two detectors of the Laser Interferometer Gravitational-Wave
Observatory simultaneously observed a transient gravitational-wave signal. The signal sweeps upwards in
frequency from 35 to 250 Hz with a peak gravitational-wave strain of 1.0 x 10~2!. It matches the waveform
predicted by general relativity for the inspiral and merger of a pair of black holes and the ringdown of the
resulting single black hole. The signal was observed with a matched-filter signal-to-noise ratio of 24 and a
false alarm rate estimated to be less than 1 event per 203 000 years, equivalent to a significance greater
than 5.16. The source lies at a luminosity distance of 41078 Mpc corresponding to a redshift z = ().()‘)f:,’_'(‘;j .
In the source frame, the initial black hole masses are 36:: M, and 29ijS. and the final black hole mass is
627 M, with 3.0102 M ¢? radiated in gravitational waves. All uncertainties define 90% credible intervals.
These observations demonstrate the existence of binary stellar-mass black hole systems. This is the first direct
detection of gravitational waves and the first observation of a binary black hole merger.

DOI: 10.1103/PhysRevLett.116.061102

1010 autoru, 133 védeckych instituci



LIGO Hanford

Credit ; Caltech/MIT/LIGO Lab




LIGO Livingston 4 km

Credit ; Caltech/MIT/LIGO Lab



zdrojem byla srazka velkych Cernych der

GW150914 , hmotnosti Cernych der
MUl e s UV e R W M = 36 W, +5

_ 0 m, = 29 M, +4
». A + hmotnost vysledné Cerné diry
LR  Jeji rotace
PR als 0,67 +0,05
e " rozdil hmoty-energie
Bt E =3 My C? £0,5
N _ vyzéfen gravitaénimi vinami
3 S ~ maximalni amplituda
8 h. o =dp2

- vzdalenost zhruba
gt |

* 1,3 miliardy svételnych let
tedy kosmologicka (z=0,1)

vykon 200 M..c?/s: 10x vice nez svitily vSechny hvézdy ve vesmiru !!!



vskutku historicka udalost

telekomunikacni

revoluce

Heinrich Rudolf Hertz (1857-1894)
1887—-8 experimentalni ovéreni

ové moznosti
studia vesmiru:

elmag >
24 let
James Clerk Maxwell (1831-1879)
1864 teorie pole a pfedpovéd elmag vin
gravitace >
100 let

Albert Einstein (1879 -1855)
1915 teorie pole a pfedpovéd gravitacnich vin

stojime na prahu
novych objevd...

LIGO & Virgo Scientific Collaboration
2016 experimentalni ovéreni



Nobelova cena za fyziku 2017

hlavni predstavitelé LIGO/VIRGO Collaboration

Rainer Weiss Barry C. Barish Kip S. Thorne

,Za rozhodujici prispévky k detektoru LIGO a pozorovani gravitacnich vin®



PO prvni detekci gravitacni vin
14. zari 2015

nasledovaly dalsi objevy



shrnuti gravitacnich vin
oznamenych do prosince 2018

GW150914 V\/\/\jww

LVT151012 \/vvxmvvvvvvwvvw\/vw\}

GW151226

GwW170104 VWV

GW170814 J\MM/\/V\W

GW170817

60 sekund

0 1 2
délka pozorovaného signalu (v sekundach)

LIGO/University of Oregon/Ben Farr



kompletni vysledky mereni O1 a O2

katalog detekci GWTC-1

Gravitational-Wave Transient Catalog 1
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nasledoval treti béeh O3 méreni

zacal 1. 4. 2019 a skoncil 27. 3. 2020
o mésic driv kvuli pandemii COVID-19

80 kandidatu tedy 8 x vic signali nez O1+02



katalog detekci GWTC-2 zverejneny 28.10.2020

Masses in the Stellar Graveyard

in Solar Masses
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GWTC-2 plot v1.0
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katalog detekci GWTC-3 zverejneny 11.11.2021

celkem uz 91 detekci

Masses in the Stellar Graveyard
LIGO-Virgo-KAGRA Black Holes LIGO-Virgo-KAGRA Neutron Stars EM Black Holes EM Neutron Stars




prehled vsech dosavadnich detekci

OBSERVING
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plany pozorovani LIGO, Virgo, KAGRA (LVK)
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budouci detektory

gravitacni vin



dnesni, budovane a planované detektory

Operational
Under Construction
Planned

Gravitational Wave Observatories

plany 3. generace: velké podzemni kryogenni interferometry



evropsky projekt ET (Einstein Telescope)

-?; : A — -‘ ,' —— :,- — : — 7» —

----

rozmeéry 10 km, citlivost 10-2






LISA v kosmu: veliky evropsky projekt

Laser Interferometer Space Antena

@
= obfi interferometry ESA » bezsilova trajektorie
= 3 druzice i : = testovaci krychle 46 mm
= ve vrcholech trojuhelnika 2 kg, ¥aAu + V4 Pt
= strany 2,5 miliond km = korekeni trysky o tahu uN
= obéh kolem Slunce 1 AU - = Jasery 2W
= zaZemi 22° : . = teleskopy @ 40 cm
= sklon roviny 60° = 2 miliardy EUR

extrémné nizké frekvence gravitacnich vin 0,1 mHz — 0,1 Hz



konecny cil je jeste ambiciézngjsi:

otevrit gravitacni okno do vesmiru
v celem spektru

snad az pres 20 radu frekvenci
tedy vinovych deélek
gravitacnich vin

temito odlisnymi okny
spatfime ruzné zdroje




v radiotechnicke analogii tedy postavit prijimace

VKV velmi kratké gravitacni viny
pozemskeé detektory LIGO, Virgo, KAGRA, ET, CE ...

KV  kratké gravitaéni viny e
kosmickeé detektory LISA ... @ s
i \
SV stfedni gravitacni viny /\;)%ix‘
sité radioteleskopu PTA e s

DV  dlouhé gravitacni viny

studium anizotropii reliktniho mikrovinného zareni




