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PREKVAPIVA RESENI ULOH
MATEMATICKE OLYMPIADY

JAROMIR SIMSA

MI©)

Velké Mezific¢i, 21. srpna 2019



Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim
prumérem. Na polopfimce opa¢né k poloptimce BA je vybran
libovolny bod K rizny od B. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
soumérné sdruzeny s bodem B podle primky SK.

(krajské kolo MO kategorie B, 2.4.2019)



Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim
prumérem. Na polopfimce opa¢né k poloptimce BA je vybran
libovolny bod K rizny od B. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
soumérné sdruzeny s bodem B podle primky SK.

Ze vsech 51 fesiteltt Jihomoravského kraje
29 ziskalo 0 bodi,

3 ziskali 1-2 body,

4 ziskali 3—4 body,

2 ziskali 5 bod1,
13 ziskalo 6 bodu.



Bodové zisky vsech zakti CR za vSechny ¢tyii tilohy:
Body 0 1 2 3 4 5 6 7
Zaci 23 62 57 42 22 18 35 18

Body 8 9 10 11 12 13 14 15
Zéci 13 15 19 18 5 13 8 5

Body 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Zaci 1 7 4 5 5 1 2 7 5



Bodové zisky vsech zakti CR za vSechny ¢tyii tilohy:
Body 0 1 2 3 4 5 6 7
Zaci 23 62 57 42 22 18 35 18

Body 8 9 10 11 12 13 14 15
Zéci 13 15 19 18 5 13 8 5

Body 16 17 18 19 20 21 22 23 24
Zaci 1 7 4 5 5 1 2 7 5

Celkem 410 zak1, Gspésnych 133 (s alespoii 8 body).
206 zaku ziskalo ze ¢tyf tiloh méné nez 5 bodi.



Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim
prumérem. Na polopfimce opa¢né k poloptimce BA je vybran
libovolny bod K rizny od B. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
soumérné sdruzeny s bodem B podle primky SK.
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Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim
prumérem. Na polopfimce opa¢né k poloptimce BA je vybran
libovolny bod K rizny od B. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
soumérné sdruzeny s bodem B podle primky SK.

k
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trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
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Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim
prumérem. Na polopfimce opa¢né k poloptimce BA je vybran
libovolny bod K rizny od B. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
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Je dana kruznice k se stfedem S a tétivou AB, ktera neni jejim
prumérem. Na polopfimce opa¢né k poloptimce BA je vybran
libovolny bod K rizny od B. Dokazte, ze kruznice opsana
trojihelniku AK S protne kruznici k£ v takovém bodé C, ktery je
soumérné sdruzeny s bodem B podle primky SK.




Reseni 1.
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A

Reseni 2.
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A B K
Reseni 2.
Trojahelniky KBS a KCS jsou shodné podle véty Ssu, takze
jsou soumérné sdruzené podle ptimky KS. [O
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A

Reseni 3*.
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A B K
Reseni 3*.
Resitelka ivodem poznamenala:

Kruznice je soumérnd podle kaZdé primky, kterd prochdzi jejim
stredem.
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Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?

(krajské kolo MO kategorie A, 15.1.2019)
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Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?

Ze vsech 54 tesiteltt Jihomoravského kraje
19 ziskalo 0 bodt,
22 ziskali 1-2 body,

3 ziskali 3—4 body,

3 ziskali 5 bod,

7 ziskalo 6 boda.
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Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?

A
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Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?
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Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?

20



Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?
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Je dan pravouhly trojihelnik ABC. Na jeho preponé BC' lezi
body D, E takové, ze |CD| = |CA|, |BE| = |BA|. Necht F je
takovy vnitini bod trojuhelniku ABC, ze DEF je pravouhly
rovnoramenny trojihelnik s pfeponou DFE. Jaka je velikost
uhlu BFC?

A
>
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\

B D
Reseni 1.

Ukazeme nejdfive,

E

ze |[<DAE| = 45° nezavisle na § a .
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B D E

rt AADC : |<CAD| = |<CDA| =90° —

C
iy = |<BAD| = iy
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C

B

r AADC :
T NAEB :

|<<CAD|
|<BAE| =

E
= |<CDA| =90° —
[<BEA| = 90° —

i3 = |<CAE| =

=1y
27
13
2f



B

r ANADC :
r NAEB :
|<DAE| = 90° —

|<CAD| =

|<BAE| =
|<BAD| — |<CAE| =90° — 1y — 13 =45°

E C
|[<CDA| =90° — 37y = [<BAD| =
|[<BEA| =90° — {3 = |<CAE| =

Ly
27
13
2B



Nyni ukézeme, ze bod F' lezi na osach uhli 3 a .
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|<DAE| = | <DFE| A |DF| = |EF|
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|<DAE| = }|<DFE| A |DF| = |EF| — |DF| = |EF| = |AF|
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|<DAE| = i|<DFE| A |DF| = |EF| = |DF| = |EF| = |AF|
rr AADC' : |DF| = |AF| = F lezi na ose tGhlu v
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|<DAE| = i|<DFE| A |DF| = |EF| = |DF| = |EF| = |AF|
rr AADC' : |DF| = |AF| = F lezi na ose tGhlu v
it AAEB: |EF| = |AF| = F lezi na ose thlu
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t AADC : |DF| = |AF| = F lezi na ose uhlu v
r AAEB: |EF| = |AF| = F lezi na ose Ghlu g
(F je stied kruznice vepsané AABC)
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t AADC : |DF| = |AF| = F lezi na ose uhlu v
r AAEB: |EF| = |AF| = F lezi na ose Ghlu g
ABFC': |<BFC|=180° - 13— 2y =135° O
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135° 135°

B D E
Reseni 2.

Ma-li vyjit |<BFC| = 135°, je nutné a staci, aby ...
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135° 135°
B a-b D b+c—a E a—c¢
|AB| =¢, |AC|=0b, |BC|=a
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135°

135°

B

|DF| =

a—b D
|[EF| =

b+c—a
2|DE| =

E
w+c—a)

a—c
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135° 135°
B a—-b D b+c—a E a—c
|DF| = |EF| = X2|DE| = (b + ¢ — a)
AFDB ~ ACEF, pokud |DB| :|DF| = |EF| : |EC)|
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c b

135° 135°
B a-b D b+c—a E a—c C
|DF| = |EF| = X2|DE| = (b + ¢ — a)

AFDB ~ ACEF, pokud |DB| . |DF| = |EF| : |EC| neboli
|DF|? = |DB| - |EC|



AFDB ~ ACEF pokud |DB|
= |DB|-|EC| neboli 3(b+c— a)2 =

: |EC| neboli
(a —b)(a—c).
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135° 135°

B a-0b D b+c—a E a—c
AFDB ~ ACEF, pokud %(b+ ¢ —a)? = (a — b)(a — c).
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135° 135°

B a-0b D b+c—a E a—c
AFDB ~ ACEF, pokud %(b+ ¢ —a)? = (a — b)(a — c).

To je vSak ekvivalentni s rovnosti b2 + ¢ =a?. O
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B a—-b D b+c—a E a—c
Reseni 3.

Staci ukazat, ze nas bod F' je stfedem kruznice vepsané
pravouhlému trojuhelniku, o které je toho dost znamo

(zasvécenym).
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Ba—bDbJrcT—a].\/[/bJr%E

|DE|=b+c—a = |MD|=|ME| =

|ME|
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Ba—bDbJr%—a\M/bJr%E

|IDE|=b+c—a = |MD|=|ME|=|MF|=4(b+c—a)

Vepsana kruznice mé vSak polomér o = %(b + ¢ — a) a dotyk
s BC prévé v bodé M daném rovnosti |BM| = (a+c—b). O
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Reseni 4.

Vepsané kruznice k(S, o)
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Reseni 4.

Vepsana kruznice k(S, 9) — je ADES rr a R?
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Reseni 4.

SD| = [S4]

(rt AADC)
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Reseni 4.

SD| = [SA| = |SE|

(rr AAEB)
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Reseni 4.

|SD| = |SA| = |SE| = 0v/2 (ze &tverce u vrcholu A)
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Reseni 4.

|SD| = |SA| = |SE| = o2

ADES je 1t s rameny ov/2 a vyskou p
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Reseni 4.
|SD| = |SA| = |SE| = ov2
ADES je rr s rameny 0v/2 a viikou p = je R. 0O
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B.

Reseni 5 (poctaiske).
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B
Reseni 5 (poctaiske).
Na zavedené uhly ¢, § trojihelniku BFC uplatnime funkci

tangens.
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Reseni 5 (poctaiske).
_IMF| b+4c—a

tge = =
&¢ IMC| a+b-—c’

_|MF|] b4c—a
~ [MB| a+c—b
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_IMF| b+4c—a

tge = =
&¢ IMC| a+b—c’

tgle+0)=---=1 O

_|MF|] b4c—a
~ [MB| a+c—b
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Intermezzo:

Jak vznikagi priklady na upravy virazia?
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Intermezzo: Jak vznikaji priklady na dpravy vgraza?

Zjednoduste:

(1) Vz+l 1
a:\/_+a:+\/_ \/5
72) . VP

0) (45— 40~ + (45 + vD-) - LEEs
( a?2+ay/a2—b2— a2—a\/a2—62)2 ) a 3
(3) 2V a3b ’ \/;+ \/; —2
) 4/3
py—n/4..1/2 3 4 1/6
(4) (%) : ((Hb)gn%)
z—1/3 22/3
(5) I2/23,3I71/3 T 5/3_g2/3 T 1236:;+3
(6) (\/5+\/E)2—4b . a+9b+6\/7
@-0:( }+s 1) VGitva

S

+ Ym
(7) (\/_ \/_) (n{_ ) lm_gm
4
(8) t- 5= \/t-;-4+ i .
N Vs e
©) (m 4E) - (s - E5%)
(1) z—1 105 1+ 2
o4zl/241 " wl5—1 +—0,5
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(11)
(12)
(13)
(14)
(15)
(16)
(17)
(18)
(19)
(20)

(21)

(varvass + vamvamr) (14 /a5)

o a2yl A1/, gl/4y=1/4
23741 51/2y1/4 21/2 4172 21/2 _o51/4,1/4 172
n (m. rL)2+47an
y'ln n m 7!L2

(22/p+z2/q)2_422/p+2/q 1/2
(z1/P—z1/a)244,1/p+1/4

z—1 al/2 g1/ .1.1/4+1

23/A1 172 T T g1/2
2 2\ —1
(1+z+z 42— l—z+x ) . (5 _ 2.232)

2z 42 2z —x2

(G012 ) T Yol Vow
Vo Vo Y-~ (VY VYY)

2a 3/ 4+ % + ;42_
(1+a) ¥1ta V2

4z (z+/z22-1)2

(z+y/x2-1)4-1

V(z+2)2 -8z

%
i/ﬁx(5+ 2V6) - \/3m, 2V/3z
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(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)

(30)

\/433 11 + 4V6) - \/4\/%— 23z

a®—a— 26——

1— %er- -(a++/a+b)

[ a +a +ab+a2b + b
. aZ—b2 a—b

\5/a4/3 8/2 Va3va2b *

3

v5 a? y avb

6

3 z4+\/2—x2. 6 1793\/27172

\3/ 1—x2

e(e®—a?)~1/241

a \/z+a

a(@—a)~ 24 (z—a)1/?

1
z—(22—a2)1/2 + 2 —ax
2

3 (r244)- 1+§27 3 (r2-a)

1— 4
r2

7‘2—\/7‘4—16

V2 _ a?¥2-2va
Vo TVt e v

4 1/2
(2 +2) -(
V(2p+1)3+4/(2p—1)3

4p+2+4/4p2 -1

v4 a3+1
Ya+1

SORGON
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abc+2
1
1— Va1 a+1 VaFi/a2-1

11 - : (a—1)va+I—(a+1)ya—1

1
(a+2_ a 42 ),\/E—\/E
V2a  V2a+2 ' a—V2a a+2
(\4/36mn2p+m %+\/3np) . (\4/36mn2p—\/3m —pq/?’?")
o
P e v R e R v e v
va _ 1 \? (Va-1 _ Ja+l
(5 - ava) - (Ve - va5)

4/3 3/2
i

b2

V/a3/2b-21643/4p—1/3 1 9pa/8  a3/3—3b5/3
1

1
a bFc (1+ b2+c27a2) . a—b—c
1, 1 2bc © abc
a ' btc

1 a2+2

vy Rl ey
Va(e—a) (( /3 )2+ (mwa)*l)m

2r—a V2z4+/a 2V/a
2 1 m 1 \n—m
m?——5 o (nt)
1 " 1\m—n
n2——s (m-3)
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(42)
(43)

(44)

—
ot
—

_Ye—a 4 z—a ). [22 4.
Vztat+vz—a Vae2—a2—z+a ) a? ’

TN A 2 1\~1/2
(TJF o) (1 E+3)
vz )

8

8

1—z2—-1 . 1—x
x Vi-z2+4z—1 \/1+x—\/1 T

a—b a2+b2+a
2a—b " 2a2+ab—b2 (B2
(4b%+4ab2+a?):(2b2+a) (b +b+ab+ a)

(2p—9)2+2¢®—3pq . 4p®—3pq
2p—14g2 T 24pg?

( pe® _ _ _ 2pq 4+ _pa )( > p’q )
(p+a)3/2  (+9)3/2 T Vp+a) \(»+0)5/2  (p+a)7/2
2(z*+422—12)+z*+1122+30

246

(1—a?) 2 414 (1712)%”2*1)72 (2- 02 —2vT—22)

1— 271/27 1+ o\ —1/2 2+2 1- 4\ —1/2
g£2+2fx)—x2 ( pa)alc—3x2) ( P )
da"42az—z" 94 1.

(3a§+a)(a+m) a2—9z2
(-2 -we)
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(53)

(54)

—
ot
3

(60)
(61)
(62)

(63)

—1/2
4 .1 4
a+—11— : a+% b(abc+a+c)
2
T —2 _ (ac+y)2—43cy . 24
Yy—x 2 —xy z2y2 —y%
2 2
2 1) . (= _ 1, 1)). (z=y)+4zy
(y3+z)'(y2 y+z)) 1+7
2

_ _ 1 . Y
2z—y 2z+y 2z—5y ) 422 —y2

22 4 2% — 119;72) . (erli 2z2+z+2)

3z+1 3z+4
2 _ at+4\ . _ 3
6a% +5a — 1+ 254 : (30— 2+ %)
z=%_64 z2 _ 42?(2241)
442z— T4z —2 4_%+ﬁ_ 1—2x
2 2
26"'0‘_% . a3b—2a2b%+ab’
b3+4+2ab2—3a2b a2 —b2
VaS+ Yoyl Yoty Y45
NN Vo (5 + )

Va3 4/zy2 —/22y—/y3
Voot Yty Yoyi— Voo

a1/2+ab71 _a

a—1/3_4—1/6p—1/31p—2/3 K7
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(64)
(65)
(66)
(67)

(68)

(69)

(70)

(11

—
~
N

s e r =

(74

o7/3_ 2a5/3b2/3+ab4/3

al/3

@573 _aA/3p1/3 _qp2/3 1 a2/3p
(a2-82)(Ya— ¥5)

N at+ \/3 ab3— \/3 a3b— \/3 b

(m—1)y/m—(n—1)yn

vVm3n+mn4+m2—m

Yab Vp2-

Va2 4 ¥ad- 63

3

\/3 at+4 \/3 a2b2 — \/3 a3b

5—2v6

Ql/m

(V3+ ¥2)(V3-¥2)

_gl/n

a

2 4 aq(m+n)/(mn)

(a2/m—a2/m)

22/m_

9g2/m .

’!!L/—am+1+ Yan¥1

Y l—-m _3 Ypl—n

(xl/vrt+3xl/7L)2 _124(m4n)/(mn)

r 4ers\/_(«ers)

a—1_p—1 a2b2 a2_p2\ 1
a—3+b—3 " (a—b)2—3ab ( ab )
1L w1 2 (t=3)2+12t
t2+4+3t+2 t24+4t+3 t2+5t+6 2
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YR v 22

(a—b)%+ab . a®+b5+a2b3+a3b?
(a+b)2—ab * (a3+b3+a2b+ab?)(ad3-b3)

1/2
(t\/m_z\/m_ a )/ s

T2 Vir2 Ji2—a
1 1 1

b(abc+a+c) a+

:a+b
(2_$+4x 4 5z —6ac+3)
(32 +2523) (o2 ra 222)

(25 o) (2

(a Va?2-b2 a+\/a27b2) . 4\/0,470,21)2

a+\/a27b2 a,f\/a27b2 (5b)2

V3(a—b>)+/3b VB®  aa-/3c

V2(a—b2)2+(2b+/2a)? 3_ g

(@Hw(—;wm
\/_ ¥n

o Cras) - (Ve

%) Vmiave

4- a2
Y242 ¥m
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(86)

(87)
(88)

(89)

(90)

(a=b)?(Va+vh)“*+2av/atbvb | 3(\/347)

a\/_+b\/

21/6_y1/6 (x1/3+y1/3)2—4§/x_ +21_2/3 -1/6

21/2441/3y1/6 ! 28/6y1/3 _31/2,2/3

73/5
xz—1 xz—1 .
(“f Ve + ‘°‘<1>> H@? - )Ye

V341 V3-1 . 2
<1+f+\/+ 1f+f> (\/E x/¥+2)

m*/3_27m1/3.n ( _ ) 3/ 2
2/3+3\/m+9n2/3‘ 1=3{m m

p—

(91) zp2+3p 29-p% . z3p— p2

(92)

(93)

(94)

x| VE=vz—ad?  Jrtvz—a?
e=a® "\ Vztve—a2  a—\/z—a?

) o n(e)
(e-var2):( 241-%)
1-v32t (4;+44t2 V3 -
1 : . 2t>
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(95)

(96)

P2 YT () )
(Vat—8y3 ¥z): Y7y y

2 2
(z—zﬁ+2;22¢+zi (14V7) —Z\/?\/m

-1

_ _a’+4 a_ 1 4,1
(a+\/_ L a3+2\/_) (2 \/§+a)
(a— 1) 1 1t+a(a—2) [ 1
( - (1 ) ) "TaZ-a+1 (a+1)2
(vab—ab(a+v b)~1) : (2((ab)/? —b) - (a—b)~ )
(a3b_@ a23?_7+ab /a3b4—4a) \/62 2a3
1+vI—z 1-vitz \? 2221 s—3
(l—x—&-\/l—x - 1+x—\/m) CEe - Vi—a?
2 2 4 2;2 4
L N T e R T T N T

f(ata)™t (1 1=(a42?)), . _ 1
1—(atx)~ 1 2ax =

(1759 ) i)
(4@@) + (—10av/z - v/ (az) ( ( al 2) >

(b~ 4a b1 (a T —b"1)2
a?b=24+a—2b2—(ab—1+a—1b)
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Intermezzo: Jak vznikaji priklady na dpravy vgraza?

b+c—a b+c—a
+
a+b—c a+c—0>
(b+c—a)?
(a+b—c)la+c—Db)

Verze 1: Zjednoduste
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Intermezzo: Jak vznikaji priklady na dpravy vgraza?

b+c—a b+c—a
+
a+b—c a+c—0>
(b+c—a)?
(a+b—c)la+c—Db)

Verze 1: Zjednoduste

a(b+c) — a?
alb+c)—b2—c2’

Odpovéd:
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Intermezzo: Jak vznikaji priklady na dpravy vgraza?

b+c—a b+c—a
+
a+b—c a+c—0>
(b+c—a)?
(a+b—c)la+c—Db)

Verze 1: Zjednoduste

a(b+c) — a?

dpovéd: .
Odpove a(b+c) —b% —c?

Verze 2: Zjednoduste ... za piedpokladu, ze a? = b% + 2.

Odpoveéd: 1.
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Reseni 6*.
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Reseni 6*.

Uvazime obrazy trojuhelniku DEF ve dvou soumeérnostech
podle os vnitinich ahld ABC a ACB. [O
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Dokazte: Vz,y €R: 22 +2 <y = 2> +y = .
(krajské kolo polské MO juniori, 12.1.2019)
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Dokazte:

Ve,yeR: 22 +2 <y = 2> +y=>a.

ResSeni:
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Dokazte: Vz,yeR: 22 +2<y = ¢ +y=>a.

Reseni: Necht 22 + z < y.
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Dokazte: Vz,yeR: 22 +2<y = ¢ +y=>a.

Reseni: Necht 22 + 2 < y. Pak 2 +y ...
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Dokazte: Vz,yeR: 22 +2<y = ¢ +y=>a.

Reseni: Necht 22 + 2 <y. Pak > +y >y ...
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Dokazte: Vz,yeR: 22 +2<y = ¢ +y=>a.

Reseni: Necht 22 + 2 < y. Pak y? +y 2y =22+ ...

7



Dokazte: Vz,yeR: 22 +2<y = ¢ +y=>a.

Reseni: Nechf 22 +z <y. Pak > +y 2y > 22 + 2> 2. [
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Dokazte: Vz,y €R: 22 +2 <y = 2> +y = .

Y
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Dokazte: Vz,y €R: 22 +2 <y = 2> +y = .

Y
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Dokazte:

Vz,y € R:

?+rxly = P +y=a.

Y
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Dokazte: Vz,yeR: 22+2 <y = y?+y=z

Y

P+rsy > y2r = yP+yze O
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

at+b+c>a’+b”+c
(kragské kolo MO kategorie C, 2.4.2019)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

Ze vsech 84 fesiteltt Jihomoravského kraje
50 ziskalo 0 bodi,
11 ziskalo 1-2 body,
8 ziskalo 3—4 body,
nikdo neziskal 5 bodu,
15 ziskalo 6 bod.
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

Ze vsech 84 fesiteltt Jihomoravského kraje
50 ziskalo 0 bodi,
11 ziskalo 1-2 body,
8 ziskalo 3—4 body,
nikdo neziskal 5 bodu,
15 ziskalo 6 bod.
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

OBJEV: Z rovnosti ab + bc + ca = % pro cisla a, b, ¢ vétsi nez
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

2
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

OBJEV: Z rovnosti ab + bc + ca = % pro cisla a, b, ¢ vétsi nez
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

Chytré déti pisi: ,,Aby jedno ¢islo z dané rovnosti bylo co
nejveétsi, vezmeme ostatni dvé co nejmensi . .. ¢

2
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OBJEV: Redlna cisla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji
podminku ab + bc + ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

OBJEV: Z rovnosti ab + bc + ca = % pro cisla a, b, ¢ vétsi nez
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

Chytré déti pisi: ,,Aby jedno ¢islo z dané rovnosti bylo co
nejveétsi, vezmeme ostatni dvé co nejmensi. Kdyz v rovnosti
zvolime a = b = %, vyjde ndm znic=1...

2
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

OBJEV: Z rovnosti ab + bc + ca = % pro disla a, b, c vétsi nez %
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

Chytré déti pisi: ,,Aby jedno ¢islo z dané rovnosti bylo co
nejveétsi, vezmeme ostatni dvé co nejmensi. Kdyz v rovnosti
zvolime a = b = %, vyjde ndm z ni ¢ = 1. Protoze vsak namisto
a=0b= % plati a,b > %, musi byt ¢ < 1, stejné tak a,b < 1.¢
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Reélna ¢isla a, b ¢, vSechna vétsi nez 3 splnuy podminku
ab+bc+ ca = Z' Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

OBJEV: Z rovnosti ab + bc + ca = % pro &isla a, b, ¢ vétsi nez

2
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1. Zdtvodnéni:
S=(a+bc+ab>(3+3)c+3-2=c+1

1
2
odkud ¢ < 1 (a ze symetrie rovnéz a <1 a b < 1).
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku

ab+bc+ ca = %. Dokazte, ze plati
a+b+c>a®+b*+ 2

7 rovnosti ab + bc + ca = % pro disla a, b, ¢ vétsi nez

plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

2
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

7 rovnosti ab + bc + ca = % pro disla a, b, ¢ vétsi nez %
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

OBJEV 2:
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

7 rovnosti ab + bc + ca = % pro disla a, b, ¢ vétsi nez
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

OBJEV 2: Nerovnost z > 22 plati pro kazdé = € (0,1).

2
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazte, ze plati

a+b+c>a®+b+ 2

7 rovnosti ab + bc + ca = % pro disla a, b, ¢ vétsi nez %
plyne, Ze zaroven jsou vSechna mensi nez 1.

Nerovnost o > 22 plati pro kazdé x € (0,1).

Reseni ukonéime seétenim nerovnosti a > a2, b > b% a c > c2. O
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=3i4+a,b=1+8 c=1+v (a,8,7>0)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=3i4+a,b=1+8 c=1+v (a,8,7>0)
abt+betca=5 — af+py+ratat+f+y=3 (P)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=gz+o, b=3+p c=3+7 (af87>0)
ab+bc+ca=3 — af+pBy+yat+a+f+y=1 (P)
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3 (Z)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

a+b+c>a2+b2+02+%,

a=j+ab=3+f8 c=3+7 (x>0
ab+bcteca=53 — af+py+ya+a+fty=1
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3
Z (P) mame «, 3,7 < %

(P)
(Z)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=g+a,b=5+8 c=5+7 (0p7>0)
ab+betea=% — af+By+ratatftry=3
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3

Z (P) mame o, 3,7 < 2 atovnéz a+ B+ < 3,

(P)
(Z)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=gz+o, b=3+p c=3+7 (af87>0)
ab+bc+ca=3 — af+pBy+yat+a+f+y=1 (P)
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3 (Z)

Z (P) mame «, 3,7 < % arovnéz a+ [+ v < %, tudiz
a?+ B2+ <
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=3+a, b=3+8,c=324+7 (a,8,7>0)
ab+bc+ca=3 — af+pBy+yat+a+f+y=1 (P)
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3 (Z)
Z (P) mame «, 3,7 < % arovnéz a+ [+ v < %, tudiz

a2+ 3+t <ta+ i+ 3y
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=3+a, b=3+8,c=324+7 (a,8,7>0)
ab+bc+ca=3 — af+pBy+yat+a+f+y=1 (P)
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3 (Z)
Z (P) mame «, 3,7 < % arovnéz a+ [+ v < %, tudiz

2+ +y P <ta+38+37=3(a+B+7)
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=3+a, b=3+8,c=324+7 (a,8,7>0)
ab+bc+ca=3 — af+pBy+yat+a+f+y=1 (P)
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3 (Z)
Z (P) mame «, 3,7 < % arovnéz a+ [+ v < %, tudiz

2+ +y <tat+38+37v=3(a+B+7)<3-5=1%
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Reélna ¢isla a, b, ¢, vSechna vétsi nez %, splnuji podminku
ab+ bc+ ca = %. Dokazme, Ze plati

at+b+c>a®+b"+c+ 5

a=3+a, b=3+8,c=324+7 (a,8,7>0)
ab—l—bc—l—ca:% — ozﬁ—l—ﬁfy—i—'yoz—l—a—i—ﬁ—l—fy:%
atbt+e>a’+b2+2+5 — 2+ +47 <3
Z (P) mame «, 3,7 < % arovnéz a+ [+ v < %, tudiz

P+ P+ <gatzfrgy=glatfty) <z 3=g

Tim je (Z) dokdzéno. O

105



DEKUJI, TESILO ME!

106



