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Abstrakt disertacni prace

Predlozena prace je metodickym textem vénovanym uplatnéni vektorovych vypoctu v ele-
mentarni geometrii. Tato metoda je v této praci vyuzivana jak pifi odvozovani geometrickych
tvrzeni, tak pfi feSeni rozlicnych geometrickych tloh, a to témeér vzdy bez uziti soufadnic.

V prvni teoretické kapitole jsou popsany zakladni pojmy a poznatky vektorové algebry.
Zvlastni duraz je zde kladen na rozdily mezi postavenim vektortu v geometrii stfednich a vysokych
skol.

Nésledujici t¥i kapitoly pak predklddaji mnoho ukdzek vyuziti vektora v eukleidovské pla-
nimetrii i stereometrii. Kazda z téchto kapitol je rozdélena na dvé podkapitoly. V prvni z nich
vzdy uvadime piiklady, které maji vSeobecné znamy geometricky vyznam, nebo které vyuzijeme
pfi feSeni dalsich tloh, ve druhé pak rozmanité ilohy s detailné zapsanym feSenim doplnénym
zpravidla obrazkem.

Druhé kapitola se zabyva vektorovymi vypocty afinnich vztahu vyjadienych bez uziti délek
usecek a velikosti uhlu. TTeti nejobsdhlejsi kapitola pak predkladd piiklady a tlohy feSené uzitim
skalarniho sou¢inu vektori. Obé podkapitoly jsou zde rozcélenény do jednotlivych paragrafi podle
témat a metod FeSeni zafazenych pifkladi a tloh. Ctvrtd kapitola se vénuje vyuziti vektorového
a smiSeného soucinu vektoru.

U vsech prevzatych ptikladu a tiloh uvadime odkaz na zdroj ze zavéreé¢ného seznamu pouzité
literatury Citajici 55 polozek — 44 knih nebo sbirek tloh, 6 ¢asopiseckych ptispévki, 5 interne-
tovych a jinych dokumenti. Naméty a feSeni nékterych loh jsou puvodni.

Dissertation Abstract

The submitted work is a methodical text mostly aimed at the use of vector calculations in
elementary geometry. This method is applied in deriving geometric statements as well as solving
various geometric problems, mostly without using coordinates.

In the introductory, theoretically conceived Chapter 1, the basic notions and results of vector
algebra are described. A special emphasis is put on the differences between the standing of vectors
in secondary school geometry and geometry of university level.

The three following chapters present numerous examples of the use of vectors in Euclidean
plane and solid geometry. Each of these chapters is divided into two subchapters. The first
of them give examples which have a generally known geometric meaning or are used in solving
other problems. The second subchapters contain various problems with detailed solutions, mostly
supplied with illustrations.

Chapter 2 deals with vector calculations of affine relations expressed without using line seg-
ment lengths and angle sizes. The largest Chapter 3 provides examples and problems solved
by means of the scalar (dot) product of vectors. The two subchapters are divided into indivi-
dual paragraphs according to the topics and solution methods of the presented examples and
problems. Chapter 4 deals with the use of the vector and mixed product of vectors.

The sources of all the included examples and problems are mentioned with reference to the
final bibliography. The list contains 55 items — 44 books and collections of problems, 6 journal
contributions, 5 internet or other sources. The subjects and solutions of some problems are
original.
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Uvod

Predlozené préce je metodickym textem uréenym piedevsim stiedoskolskym ucitelum, kteri
chtéji prohloubit své dovednosti pii feSeni iloh z elementarni geometrie, piipadné hledaji naméty
z této oblasti matematiky pro préaci s talentovanymi zaky, jimz zvlddnuti pomérné skromného
geometrického u¢iva daného béznym skolnim vzdéldvacim programem nedéld zadné potize a kteii
v pojmech i FeSitelné prostiedky, které zaci znaji ze skoly.

K feseni iloh elementarni geometrie lze s ispéchem vyuzit fadu metod. V souladu se zadanim
je naSe préce vénovana ve Skolské praxi pomérné mélo (nepréavem) uplatiiované metodé vekto-
rovyjch vipoctu, na kterou pii bézné koncipované vyuce geometrie na stiedni skole totiz nezbyva
¢as. Vyznam vektoru v geometrii je sice vieobecné znam, redukuje se vSak vétsinou na jejich roli
v analytické geometrii. Nasim cilem je presvédcit ¢tenafe, ze s vektory lze v geometrii i¢inné pra-
covat i bez souradnic. Na toto téma jsme v literatuie vénované elementarni geometrii, s vyjimkou
brozury [bud-71] a paragrafu 12.1 knihy [eng—97], nenasli zZddnou obsédhlejsi metodickou préci,
nybrz jen izolované (o to vSak pusobivéjsi) ukdzky, vétsinou ve sbirkdch iloh z ruznych mate-
matickych soutézi, jak je patrno i ze seznamu prament uvedeného v zavéru prace. Popisme nyni
jeji celkovou stavbu.

V prvni kapitole se zamyslime nad postavenim vektort ve vyuce geometrie na stiednich
skolach a uvadime komentovany piehled aparatu vektorové algebry. V dalsich kapitolach se pak
vénujeme aplikacim vektort pfi feSeni konkrétnich geometrickych problémi. Jejich rozdéleni
do jednotlivych kapitol prace je provedeno na zakladé toho, které operace s vektory se v feSeni
dotyc¢né situace uplatnuji rozhodujicim zpusobem. Kazda z téchto kapitol je pak rozdélena na dvé
podkapitoly. V prvni z nich uvddime pifklady, které maji bud vseobecné geometricky vyznam
(tj. pojednavaji o klasickych vysledcich, které si kazdy vézny zdjemce o geometrii rad zapa-
matuje), nebo které nasledné uplatnime pii detailné zapisovanych fesenich tloh, tvoficich népli
druhé podkapitoly. Tu pak vétsinou ¢lenime na nékolik nec¢islovanych paragrafii podle piibuznosti
metod nebo ndmétu feSenych loh. Touto systematizaci se snazime pouhou sbirku tiloh preménit
na cennéjsi metodickou pfirucku. O praci v matematice je totiz dobfe znamo, ze uplatnénim po-
dobného obratu v nékolika odlisnych situacich se z ojedinélého postupu feSeni stdva skutecna
metoda.

Pii sestavovani zminénych kolekci prikladt a loh jsme byli vedeni snahou, aby vysledna
prace ziskala rys jisté encyklopedi¢nosti, spoc¢ivajici v soustfedéni do jednoho textu vSech roz-
manitych konkrétnich ukazek uplatnéni jednotlivych vektorovych metod, které jsme v dostupné
literatufe nasli, aniz bychom dopustili rutinni opakovéani téchze geometrickych situaci s nepa-
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trnymi obménami. Bylo nesnadné predem odhadnout, jak takové pojeti ovlivni celkovy rozsah
prace. Abychom dodrzeli rozumnou miru, rozhodli jsme se v zavéreéné etapé piipravy prace, ze
do vysledného textu vibec nezafadime téma komplexnich c¢isel, kterymi lze popisovat body a
vektory v roviné a kterd se v této roli stavaji efektivnim prostiedkem planimetrickych vypoctu,
jenz by si zaslouzil samostatny rozsahlejsi text.

U zadéni zafazenych pifkladi a tloh uvddime odkazy na zdroj, ze kterého jsme dany namét
prevzali. Vyjimku tvoii klasické vysledky a vSeobecné znamé tlohy, u kterych by bylo obtizné
vypatrat puvod. Nékteré ndméty jsou oznaceny jako ptvodni (pFesnéji to znamend, ze nejsou
prevzaté, nevylucujeme tim vsSak, ze ndmeét byl publikovan ve zdroji, ktery jsme neméli k dis-
pozici). Koneéné k nékterym zndmym vysledkum poznamenavéame, ze ndmi uvadéné vektorové
dikazy jsou rovnéz ,puvodni“ v pravé upfesnéném vyznamu. Znamenda to samoziejmeé, ze tyto
vysledky se v literatufe obvykle dokazuji odliSnymi metodami.
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Kapitola 1

Vektorova algebra a jeji geometricky
model

Geometrii roviny a tifrozmérného prostoru muzeme budovat dvéma odlisnymi metodami.
P1i prvni z nich, zvané syntetickd metoda, pracujeme piimo s geometrickymi objekty a jim
piislusnymi veli¢inami (jako jsou délka, obsah nebo objem), pfi¢emz teoretické poznatky o nich
postupné odvozujeme ryze geometrickou cestou bez zvlastnich pocetnich prostiedku, a to na za-
kladé vyuziti jiz diive odvozenych poznatku nebo zakladnich postuldti, které pfijimame za prav-
divé. Pfi druhé, tzv. analytické metodé, nejjednodussim geometrickym objekttim, tedy bodim,
vhodnym zpusobem pfifazujeme skupiny ¢isel zvané soufadnice, abychom dalsi geometrické ob-
jekty, veli¢iny a jejich vlastnosti mohli vyjadfovat a studovat vyrazy, rovnicemi a nerovnicemi
pro soutadnice bodu, které zkoumané utvary vytvareji. K odvozovani vysledku i pfi feSeni tiloh
v geometrii ndm tato algebraizace umoznuje u¢inné vyuzivat kalkulus realnych ¢isel a polynomu,
linedrni algebru nebo matematickou analyzu. Jakmile je vypoctova etapa kazdého takového po-
stupu u konce, musime samoziejmé dat zpétné jeho vysledku spravnou geometrickou interpretaci.

Prakticka vyuka geometrie na zakladnich a stfednich Skoldch je postupnym rozsifovanim
poznatki o geometrickych objektech predevsim syntetickou metodou. Neni a jisté ani nemuze
byt zcela exaktni realizaci matematické teorie, kterd by vyzadovala formalné postulovat vychozi
zakladni vlastnosti bodu, piimek a rovin v podobé soustavy axiomu (jimiz jsou tyto objekty
vlastné definovény). Je nepopiratelné spravné, ze tyto zdklady predklddame détem (podobné
jako v pfirodnich védéch) jako pravdivé poznatky, abstrahované z reality svéta, ve kterém zZijeme.
Odvolavame se pfitom na zkuSenosti zéki z fyzickymi objekty, které jsou vice ¢ méné doko-
nalymi modely piimek, rovin apod.

Struktura geometrického uciva je tradi¢né rozvrzena tak, ze v hodindch matematiky se zaci
zvladnutou v prakticky konecné podobé a pristupuji k soustavnému studiu analytické geometrie.
I v tomto pripadé maji zaci s novym geometrickym objektem piedchozi praktické zkuSenosti —
z hodin fyziky znaji pojem sily (veli¢iny, kterd ma nejen velikost, ale i smér) a z hodin geometrie
maji ponéti o shodném zobrazeni zvaném posunuti, zaddvaném pomoci orientovanych usecek.
Zatazeni vektorového poc¢tu do uvodu tématického okruhu analytické geometrie je nanejvys
ucelné — pracovat napiiklad s rovnicemi piimek a rovin bez pojmu smérovy ¢i normdlovy vektor
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by bylo velmi obtizné ¢i spiSe nemozné.

V popsané etapé vyuky geometrie na stiedni skole (fikejme ji déle skolskd geometrie), kdy zaci
tfirozmérného eukleidovského prostoru), je prirozené, ze vektory zavadime pomoci uspordadanijch
dvojic bodi, které ptritom interpretujeme jako orientované tsecky. Studenti ucitelstvi matema-
tiky pak o par let pozdéji zaziji na fakultach v zdkladnim kurzu geometrie (dale vyssi geometrie)
prekvapeni, kdyz je jim predkladano, jak se naopak bodové prostory buduji z vektorovych pro-
storu, jejichz abstraktni teorii pfedtim poznali v kurzu linearni algebry. Pro mnohé z nich pak
gkolskd a vyssi geometrie zustanou téméi bez souvislosti a na tu druhou po pirechodu do ucitelské
praxe nékdy zapomenou.

Vratme se vak k vyuce vektorti ve Skolské geometrii. Po jiz naznacené syntetické definici
vektor jsou rovnéz geometrickou cestou zavadény operace séitani vektoru, ndsobeni vektoru
¢islem, skaldrni nasobeni dvou vektoru, pripadné jejich dalsi druhy nésobeni (podle obsaznosti
vzdéldvacich programu jednotlivych skol). Soucasné jsou zéci seznamovéni se zakladnimi vlast-
nostmi téchto operaci, které z pohledu vyssi geometrie jsou axiomy obecnych ¢i eukleidovskych
vektorovych prostoru. Ve stiedoskolskych uéebnicich jsou tyto vlastnosti (z pochopitelnych
duvodu) casto uvddény bez dukazu. Soucasné se v nich diive nebo pozdéji prechazi k sourad-
nicovym vyjadienim vektoru, coz je samoziejmé dulezité predevsim pro dalsi vyklad analytické
geometrie ptimek a rovin. Umoznuje to vSak i podavat potfebné kratké, totiz analytické diukazy
vlastnosti zminénych operaci s vektory. Pro zajimavost uvedme, Ze i definice skaldrniho sou¢inu
dvou vektoru mé v soucasné gymnazialni ucebnici [ko¢-09] analytickou (tj. souradnicovou) po-
dobu. Poté je dokdzana nezdvislost této definice na volbé kartézské soustavy soufadnic a nakonec
je odvozen bézny geometricky vyznam této operace.

Pravé zminéné zaujeti souradnicemi vektoru ve Skolské matematice je jisté pfirozené a pro
dalsi vyklad analytické geometrie nezbytné. Tak trochu stranou vSak pritom zustava fakt, ze
vybudované struktura, zvana wvektorovd algebra, je sama o sobé mocnym prostiedkem odvo-
zovani geometrickych vysledki. Nemuzeme vinit Skolskou geometrii, omezenou ve svém roz-
sahu celkovou ¢asovou dotaci pridélenou predmétu matematika, ze nenabizi ptili§ mnoho ukazek
ucinného uplatnéni kalkulu vektorové algebry (bez prechodu k soufadnicim vektoru) pii obje-
vovani netrividlnich geometrickych poznatku. Ostatné ani vyssi geometrie ve fakultnich kurzech
neni na tom o mnoho lépe. Jsme vSak presvédcéeni, ze kvalitni ucitelé matematiky by méli
mit o tomto aspektu vektorové algebry dobré povédomi. Tento nazor posiloval nase tusili pfi
piipravé predlozené préace, kterd je strukturovanym koncentratem takovych ukéazek, sebranych
z dostupnych zdroju. Jejich vykladu doplnéném o metodické poznamky predchézi tato vstupni
kapitola, o jejimz smyslu a pojeti nyni pojedname.

V jednotlivych ¢astech této kapitoly, kterda ma teoreticky charakter, se budeme piehledné
zabyvat vektorovou algebrou a jejim geometrickym modelem pro rovinu a tfirozmérny prostor.
Podanym zpusobem nas text v zadném pripadé neaspiruje na ucebnici vektorového poctu v ge-
ometrii. Jeho skromnéjsim cilem je pouze podat piehled pojmu a poznatku potiebnych pro
vyklad prikladi a uloh v dalsich kapitolich. Proto v textu neuvadime ty dukazy, které jsou
bud’ trividlni, nebo naopak technicky naroéné, zato véak komentujeme, kdykoliv to povazujeme
za Ucelné, odlisnosti nebo souvislosti vykladu pfislusného pojmu nebo poznatku ve Skolské a
vySSi geometrii. Domnivame se, ze pravé tim vyjdeme vstiic stfedoskolskym ucitelim, kterym je
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nase metodicky zaméfend prace urcena predevsim. Svym zdkum pak mohou predklddat ukazky
aplikaci vektorové algebry z dalsich kapitol prakticky bez omezeni, nebot jejich feseni (s nepa-
trnymi vyjimkami) neobsahuji zadné poznatky nad rdmec skolské matematiky.

1.1 Vektorové a afinni prostory

K zékladni vybavé vektorového podtu patii, ze vektory z téhoz prostoru muzeme mezi sebou
sc¢itat a ndsobit je skalary (¢isly). Pfi utvareni predstav o téchto operacich @ + ¢ a t - 4 méla
prioritni roli prvni z nich; druhd operace byla odvozena z vysledki opakovaného séitani téhoz
vektoru

u+i=2-u, Uu+u+u=3-4,

Fundamentalni vlastnosti obou operaci ptrivedly matematiky k definici abstraktniho vektorového
prostoru. Po jeji formulaci rovnou uvedeme struény vycet pojmu a poznatku z linedrni algebry,
které jsou s definici vektorového prostoru spojeny a které budeme v nasi praci potiebovat. Teprve
poté se budeme vénovat geometrické interpretaci vektori a dvou zminénych operaci, kterd nas
privede k pojmu abstraktniho afinniho prostoru.

Definice 1.1.1: Necht R je téleso redlnych ¢isel a V' mnozina (prvkim mnoziny V' budeme
fikat vektory a budeme je znacit ¥) s bindrni operaci V x V' — V| kterou budeme znacit +. Déle
necht je definovéno zobrazeni R x V' — V, které t € R a ¥ € V piifadi prvek z mnoziny V,
ktery budeme znacit a - ¥, toto zobrazeni budeme nazyvat ndsobeni prvku mnoziny V redlnym
¢islem a znacit jej -. Necht tyto dvé operace spliiuji nasledujici axiomy

(i) Vu,v,weV: (u+7)+7 =1+ (V+ ),
(i) Vu,ve V: ud+7=7+1,
(i) eV, VueV: d+0d=d,
(iv) VueV, 3—ueV: d+(—u) =20,

(V) Vi, veV,Vte R: t(u+0)=t-d+t-7,
(vi) ViueV, Vt,se R: (t+s)-u=t-u+s-u,
ii) Vi e V, Vt, s e R:  (ts)-u=1t-(s-u),

i)

VieV: 1-u=4du.

Pak c¢tvetice (V,+,-,R) se nazyva vektorovy prostor nad télesem redlngch cisel. Vektor o po-
psany v axiému (iii) nazveme nulovy vektor a vektor —i popsany v axiému (iv) opaény vektor
k vektoru .

K uvedené definici pfedevsim poznamenejme, ze podle axiému (i)—(iv) je (V, +) komutativni
grupa. Pritom axiémy (i) a (ii) jsou asociativni a komutativni zdkony pro s¢itdni vektoru, (iii) a
(iv) zavadi existenci nulového a opa¢ného vektoru. Dale budeme pséat misto 4 4 (—v) jednoduse
U — U, misto t - « pak tu. Bézné budeme také hovofit o vektorovém prostoru V misto presného
oznaceni (V, +, -, R). Nebudeme tedy déle ani pripominat, ze se vzdy jedna o vektorovy prostor
nad télesem R.
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7 axiomu vektorového prostoru plynou dalsi jednoduché pravidla:

0u =0, (-)u = —u, (—t)u = —tu, —(—u) =,

t(a — U) = td — tv, (t —s)u = tu — su, to=20.

Definice 1.1.2: Necht V je vektorovy prostor. Neprazdné podmnozina W mnoZiny V se nazyva
podprostor vektorového prostoru V., jestlize plati obé implikace

Hu,veW = d+veW, (i)ueW, teR = tueW.
Podprostorum {0} a V fikdme trividlnd podprostory prostoru V, ostatni podprostory nazyvame
netrividlnima.

Je jasné, ze podprostor W C V je sdm vektorovy prostor (s operacemi pfenesenymi z V).

Rovnéz ziejmym, avSak (nejen geometricky) vyznamnym dusledkem piedchozi definice je vlast-
nost, ze prunikem dvou podprostoru téhoz vektorového prostoru je opét jeho podprostor.

Definice 1.1.3: Necht V je vektorovy prostor a i,...,d € V, t1,...,tr € R. Vektor

k
1=1

se nazyva linedrni kombinace vektoru iy, ..., Uy s koeficienty t1,...,tg.

Je-li M = {i,..., U} neprazdnd podmnozina ve V', pak mnozinu vSech linedrnich kombinaci
vektort mnoziny M nazveme podprostor generovany mnozinou M (resp. podprostor generovaniyj
vektory iy, . .., i) a budeme jej znacit (M) = (i, ..., dx)."

Definice 1.1.4: Podmnozina M vektorového prostoru V se nazyva linedrné zdvisld, pokud
néktery vektor mnoziny M lze vyjadrit jako linedrni kombinaci ostatnich vektoru této mnoziny.
V opaéném pifpadé se mnozina M nazyvé linedrné nezdvisld.?

Snadno se dokéze, ze mnozina vektort M = {u1,..., Uy} je linedrné zavisld pravé tehdy,
kdyz nulovy vektor lze vyjadiit jako netrividlni linedrni kombinaci vektoru této mnoziny, tedy
kdyz existuji t1,...,tx € R, z nichz alespon jedno je razné od nuly, pro ktera plati

tity + -+t = 0.

Pii feseni uloh ocenime nésledujici pravidlo: Jsou-li y,..., 4, linedrné nezavislé vektory,
pak jejich linedrni kombinace 1, ..., ¥ dané rovnostmi

k
5}'2 E tijﬁi
=1

jsou linedrné zavislé pravé tehdy, kdyz z koeficientt ¢;; sestavend ¢tvercova matice (tw)iC j=1 &
nulovy determinant.

'Lze ukézat, Ze tato mnozina je opravdu vektorovym podprostorem a definice je tedy korektni.
2Casto nemluvime o mnoziné a Fikdme, ze vektory w1, ..., d jsou linedrné zavislé, resp. linedrné nezavislé.
Nevyluc¢ujeme ani, ze pro nékterd ¢ # j plati @; = @; (pak je ovSem dand skupina vektoru linedrné zdvisla).
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Definice 1.1.5: Bdzi vektorového prostoru V rozumime kazdou jeho linedrné nezavislou mnozinu
generatort, tedy kazdou linedrné nezévislou mnozinu M s vlastnosti (M) = V. Pocet n vektoru
baze M = {il1, ..., i, } nazyvame dimenzi vektorového prostoru V, znaéime ji dim V.3

Z predchozi definice plyne, ze mnozina M = {iy,...,u,} je baz vektorového prostoru V
pravé tehdy, kdyz kazdy vektor & tohoto vektorového prostoru lze jednoznaéné vyjadrit jako
linedrni kombinaci vektoru této mnoziny, neboli kdyz existuje pravé jedna posloupnost ¢Gisel
t1,...,tn € R, pro niz plati

T=10U 4+ tyilp.

Témto ¢islum t; fikdme souradnice vektoru ¥ v dané (usporddané) béazi M. Vsechny vektory &
prostoru V' tak jsou ve vzdjemné jednoznacné korespondenci se vSemi usporddanymi n-ticemi
redlnych ¢isel (¢1,...,t,), které tvoii mnozinu R"™, kartézsky soucin n exemplédiu télesa R. Pfi
této bijekci V' — R se operace vektorového souctu a nasobeni vektoru skalarem pfenesou na R"
takto:

(1, sxn) + (Y1, Yn) = (1 + Y15 T+ Yn) t(x1, ..., xn) = (toy, ..., txy)

pro libovolné dvé n-tice (x1,...,2,) a (y1,...,yn) z R™ a kazdé t € R. Mnozina R" s témito
operacemi se tak stava vektorovym prostorem, ktery je zdkladem pro souradnicovy model n-roz-
mérného geometrického prostoru. O ném se pozdéji jesté zminime, nyni se vSak budeme vénovat
vektorum ve Skolské geometrii.

Jak jsme jiz zduraznili, geometrie pfimky, roviny a t¥irozmérného prostoru je ve skole bu-
dovana syntetickou metodou, kterd vSak neni disledné deduktivni a axiomaticka. Pfijméme
tedy poznatky Skolské matematiky o prostorech dimenze 1, 2 a 3 (jakozto mnozindch bodu)
za vychozi a posudme, jak se na tomto zakladé buduje aparat vektori. Nejﬂ)ve seznamime

zaky s pojmem wdzaného vektoru. Rozumime jim kazdou orientovanou tusecku AB s poCatetnim
bodem A a koncovym bodem B; tuto orientaci pii kresleni naznacujeme 51pk0u u koncového

bodu B.* Zvolime-li v prostoru pevné bod O, pak kazdy vézany vektor OA nazyvame polo-
hovym vektorem ptislusného bodu A, nebot timto vektorem je poloha kazdého bodu A uréena.

K dalsimu vykladu lze zaky motivovat konstatovanim, ze vazané vektory se spoleCnym
pocatecnim bodem muzeme séitat zpusobem, ktery je z fyz1ky znam jako prav1dlo rovnobéz-

niku (pro sklddéni sil): Souc¢tem dvou danych vektoru AB a AD je ten vektor AC Jehoz kon-
covy bod C tvoii s danymi body A, B, D rovnobéznik ABCD. Rovnost AC = AB + AD mé
vyznamnou kinematickou interpretaci: Vysledny vektor E uréuje posunuti (celého prostoru),
které je slozenim dvou posunuti, jez jsou urceny vektory A—B> a E Tento druh zakim znamého
shodného zobrazeni 1ze zadat libovolnym z vazanych vektort E’ , kde Y je obraz bodu X.

3D4 se ukézat, ze ma-li jedna béze daného prostoru n vektort, musi kazd4 jeho béze obsahovat pravé n
vektort, definice dimenze je tedy korektni. Linedrnimi prostory, které zadnou kone¢nou bézi nemaji, tedy prostory
nekonecné dimenze, se v prici viibec nebudeme zabyvat.

” _—

4Usecka se sipkou je dobrym znézornénim vazaného vektoru AB, ktery vsak je — formélné vzato — usporddanou

dvojici (A, B) libovolnych dvou bodu téhoz prostoru.
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To nés piivadi k pojmu volného vektoru (ktery ma ruznd umisténi v podobé vézanych vektoru
urcujicich totéz posunuti) a moznosti takové vektory séitat, jak nazna¢ujeme na obrazku napravo
od rovnobézniku ABCD.

7 = =

gl

u+v

Co maji vazané vektory A—B> a D—C>' jako umisténi téhoz volného vektoru @ spoleéné? Zaky miuize
prekvapit, ze odpovéd — stejnd délka, rovnobéZnost a stejnd orientace — mize byt vyjadiena
jedinou vlastnosti: Stiedy usecek AC a BD jsou totozné. Takové vézané vektory A—B> a D—C>' se
ve stfedoskolskych ucéebnicich nazyvaji ekvipolentni. Volny vektor 4 se pak definuje jako mnozina
(ttida) vsech navzaJem ekv1polentmch véazanych vektoru E urc¢enych body A, B téhoz pro-

storu; od zapisu AB € U pro umisténi AB vektoru 4 (pokud se vibec zavadi) se rychle piechdzi
—

k méné formalni rovnosti AB = i a piivlastky wvolngj a vdzani se vynechdvaji. Zavadi se téz
relace — vektor  lezi na piimce p, resp. v roviné p. Velice vyznamnou je umluva: Skutec¢nost,
ze (vézany) vektor A—B> je umisténim (volného) vektoru , zapisujeme dvéma navzajem ekviva-
lentnimi zpusoby

i=B-A a také B=A+u,

které zaci oceni jako rozumné pozdéji pii vyjadfovani bodu a vektoru soufadnicemi. Stoji za to
hned zaky upozornit, ze — pro dany bod A a dany vektor  — bod B z téchto rovnosti vzdy existuje
a je jediny. Rikame tehdy, ze bod B je koncovym bodem umisténi vektoru # do pocatecniho

bodu A.

Dostavame se ke skolské definici vektorového souétu u—l—v Jsou-li AB aB C umlstenl vektoru
i a U, pak vektorem @ + ¥ nazyvame vektor s umisténim AC’ Tomu odpovidaji zapisy®

AB+BC=AC ataké (B—A)+(C—-B)=C—A.

Z pohledu skolské geometrie je celkem ziejmé, ze takto zavedené scitani vektoru je korektni
operace na mnoziné V vsech volnych vektoru spojenych s danym prostorem a zZe jsou splnény
axiomy (i)-(iv) z Definice 1.1.1. Pfitom roli nulového vektoru o hraje vektor ﬂ; dva navzajem
opacné vektory maji umisténi A_B> a ELX K druhé operaci ndsobeni vektoru éislem uved'me: Je-li
i vektor s umiit(;enim A_B) a t libovolné realné cislo, pak vektor ¢t je podle skolské definice vektor
s umisténim AB’, kde B’ je obraz bodu B ve stejnolehlosti se stfedem v bodé A a koeficientem ¢;
jeho konstrukei pomoci obrazu ¢ na ¢éiselné ose vidime na obrazku (¢ervené vyznacené tsecky
jsou rovnobézné).

SPrvni zapis evokuje slozeni dvou posunuti ,od A k B“ a ,od B k C“, druhy zépis naznacuje, Ze pii operacich
+ a — s body je mozné provadét nékteré ipravy jako pii operacich s ¢isly. Pojedndame o nich za chvili podrobné.
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A U B B’

Timto zpusobem se z mnoziny V vSech volnych vektoru (v piimce, roviné, ¢i prostoru) stava
vektorovy prostor ve smyslu Definice 1.1.1. Tuto etapu exkurze do Skolské geometrie uzavieme
pripomenutim terminologie spojené s linearni zavislosti vektoru. Kazdé dva linedrné zavislé
vektory i, U se v geometrii nazyvaji kolinedrni, jsou-li navic nenulové, fikdme jim rovnobézné
vektory i a U. V tomto pripadé existuje ¢islo ¢t # 0 takové, ze 4 = tv; podle toho zda t > 0 nebo
t < 0 mluvime o souhlasné rovnobéznich, resp. nesouhlasné rovnobéznych vektorech @ a ¥. Pro
t¥i linedrné zavislé vektory uzivame geometricky termin komplandrni vektory.

Jak jsme jiz uvedli, vychozi strukturou v kurzech vyssi geometrie je obecny vektorovy prostor.
Teprve na ném je zalozena definice bodového prostoru jakozto abstraktni mnoziny, v niz je kazdé
usporadané dvojici prvku pfifazen vektor z téhoz vektorového prostoru. Toto pfifazeni musi
pochopitelné spliiovat podminky, které mame ze Skolské geometrie dobie zazité.

Definice 1.1.6: Nechf A je neprazdnd mnozina a V vektorovy prostor koneéné dimenze. Déle
méjme zobrazeni f: A x A — V spliujici tyto podminky:

(i) pro kazdé A € A a kazdé @ € V existuje jediné B € A takové, ze f(A, B) = 1,

(ii) pro kazda A, B,C € A plati f(A,B)+ f(B,C) = f(A,C).
Pak trojice (A, V, f) se nazyvéa afinni prostor, prvky mnoziny A nazyvame body a vektorovy
prostor V' zaméreni afinniho prostoru, znacime jej Z(A).

Poznamenejme, ze namisto formélniho zapisovéani trojice (A, V, f) mluvime o afinnim pro-
storu A se zaméfenim V' a zobrazeni f zapisujeme stejné jako ve skolské matematice rovnosti

F(AABy=AB=B- A, takie B=A+i@ & i=AB.

—_—  — —
Pak se axiom (ii) definice afinniho prostoru vyjadii zndmou rovnosti AB + BC' = AC. Vazbu
mezi abstraktnim pojetim afinniho prostoru a predchozim vykladem $kolské geometrie jeSté
upevnime konstatovanim, ze v afinnim prostoru A lze zavést pojem stiedu libo_v}olné E}pofédané
dvojice bodu (A, B) a ze pro libovolné étyii body A, B,C, D € A rovnost AB = C'D nastane
praveé tehdy, kdyz dvojice (A, D) a (B, C) jsou ekvipolentni, to jest maji spolecny stted.

C D
A B
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NaznaCme postup: Stiedem S dvojice bodu A, B € A se nazyva takovy bod S € A, pro ktery
— —
jsou vektory AS a BS navzajem opacné. Jeho existence, jednoznacCnost a vyjadieni

1—
S=A+ §AB
je dusledkem trividlnich vztahua
— — — —_— — —_—  — —_— — —
AS+BS=0 < 2A5=AS-BS a AS—-BS=AS+SB=AB.

— — — —
Ekvivalence rovnosti AB =CD a A+ %AD =B+ %BC je pak dusledkem porovnéani vyjadieni

—_ — _— —

A+ AD A+ = (AB+BD) A+AB+ - (BD AB)=B+ - (BD AB),

1 — —
B+ BC B+~ (BD+DC) B+ 5(BD ~CD).

Abychom uvedené odvozeni mohli zapisovat pohodlnéji, totiz zpﬁsobem

(S—A)+(S-B)=6 & 2S=A+B & 5_7A+ B A+ = (B A),

1 1
B-A=D-C & A+D=B+C < §(A+D):§(B+C)’
pojednejme nyni o linedrnich kombinacich bodi, tedy o vyrazech
t1 Ay +toAs + - -+t Ak,

kde Aq,..., A jsou body téhoz afinniho prostoru A a ti,...,tx € R. Zvolme libovolny bod
O € A a zkusme nejdiive uvedenou linedrni kombinaci interpretovat jako vektor

—_— —_— _—
U =110A1 +t30A9 +--- + 1, OA; .
Takové interpretace bude korektni, kdyz pri jiné volbé O’ € A dostaneme vektor
—_ —_ —_
0=1t0'A; + 120’ Ay + - - - + tkO/Ak ,
ktery bude vzdy shodny s vektorem . Z vyjadieni

—

k k
T=>) t0'A = thOO+OA <Zt>00
=1 i=1

vidime, Ze rovnost ¢ = 4 bude platit pro kazdy bod O’ pravé tehdy, kdyz bude soucet koefi-
cientu t; roven nule. Dostdvame tak piipad, kdy linedrni kombinaci bodu budeme chapat jako
vektor (v popsaném pojeti):

k k
Zti:() = ZtiAiev.
=1 =1
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—
(Je to ve shodé s diive zavedenym rozdilem bodu: 1-B —1-A = B— A = AB.) Ve druhém
vyznamném piipadé budeme linedrni kombinaci bodu interpretovat jako bod, tedy

A=t1A] + 1Ay + -+t AL .
Doty¢ny bod A zaddme polohovym vektorem
— — — —
OA =t10A1 +t30A5 + - - - +t,0A; .
Bude to korektni postup, kdyz takto uréeny bod A bude nezavisly na volbé bodu O, kdyz tedy

pro libovolné dva body O, O’ bude platit

koo k R —_ k SN
O+ ZtiOAi =0 + ZtiO’Ai neboli OO0’ = (Z ti> 00’ .
=1

i=1 =1

Vidime, Ze tato rovnost nastane, pro kazdé O, O’ pravé tehdy, kdyz bude soucet koeficientu t;
roven jedné. To je hledand podminka pro ptipad bodové interpretace:

k

k
Ztizl = ZtiAiEA-

i=1 i=1

—
(Tak napiiklad diive zavedeny soucet bodu a vektoru A + BC zapiSeme linearni kombinaci
A+ C — B; z jejich koeficientn 1, 1, —1 se souc¢tem 1 plyne, zZe tato kombinace mé smysl a Ze
urcuje bod.)

Ptedchozi vyklad nas opraviiuje k nasledujici definici, jejiz korektnost zvyraznime zdpisem
—
vektorua OA; v diive dohodnuté podobé rozdilua A; — O.

Definice 1.1.7: Necht A1, As, ..., Ay jsou body afinniho prostoru A a tq,ts,...,t, € R. Zapisem
t1A] +toAs + -+t Ag
v piipadé t; +t2 + - - - + ¢ = 1 rozumime bod
O+t1(A1 — O) +t2(A2 = O) + -+t (A, — O),
zatimco v piipadé t; +ta + - - - 4+ tx = 0 stejnym zapisem rozumime vektor
t1(A1 — O) +t2(A2 — O) + - -+t (A — O),

pfitom v obou piipadech je O libovolny bod v A.

Zduraznéme vyhodu, kterou linedrni kombinace bodu A; s koeficienty t¢; pfinaSeji. Protoze

se u obou interpretaci jednd o zkraceny zapis linedrni kombinace vektortt OA; s koeficienty t;,
plati pro vypocty s linedrnimi kombinacemi bodu stejnd pravidla jako pfi pocitdni s vektory,
jako napi. t(A— B) = tA—tB. Proto jsme linedarni kombinace bodu posoudili natolik podrobné,
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budeme je totiz v feSeni 1loh ¢asto pouzivat. Pfi tpravach budeme piitom nékdy zapisovat i
linearni kombinace bodu se souéty koeficientt ruznymi od 0 a 1 — rovnost

k l
Z tiAz‘ = Z Sij
=1 7j=1

bude za predpokladu Zle t; = 22:1 sj znamenat, ze rozdil obou stran je kombinace rovna

nulovému vektoru (takové je napi. rovnost 25 = A + B, uvedend vyse).

Vénujme se nyni kritce otdzce existence n-rozmérného afinniho prostoru A,.% Kladnou od-
povéd dava jednoduchd konstrukce diive slibeného souiadnicového modelu, pfi niz polozime
A, = R". Body tohoto prostoru obvykle zapisujeme usporadanymi n-ticemi ¢isel (souradnicemi)
v hranatych zdvorkédch; kazdé dvojici bodu (4, B), kde A = [aq,...,a,] a B = [by,...,b,], pak
prifazujeme vektor

—
AB:(bl—al,...,bn—an)

z vektorového prostoru V;,, = R™ dimenze n, o kterém jsme jiz diive psali. (Abychom prvky obou
mnozin A, = R"™ a V,, = R" odlisili, zapisujeme soufadnice vektoru v kulatych zavorkach.)
Ovéfeni obou axiomt (i) a (ii) z Definice 1.1.6 afinnfho prostoru je v tomto pifpadé trividlni.”

Vratme se z oblasti teorie afinnich prostori znovu ke $kolské geometrii. V planimetrii prak-
ticky neexistuje situace, kdy bychom nepracovali s takovymi podmnozinami roviny, jako jsou
piimky nebo jeji ¢dsti (polopiimky a tsecky), ve stereometrii se k témto itvarum pfipojuji sa-
motné roviny jakozto jisté podmnoziny tifrozmérného prostoru.® Zikladn{ informaci o vzajemné
poloze piimek a rovin vyjadiujeme pojmy rovnobéznost, riznobéznost a mimobéznost. Podivejme
se proto, jak lze v afinnich prostorech exaktné zavést piimky, roviny a dalsi afinni podprostory
a poté obecné klasifikovat jejich vzajemnou polohu tfemi zminénymi pojmy. Domnivame se, Ze
takovyto nadhled by mél patiit k védomostni vybavé kazdého ucitele matematiky na stfedni
skole. Kromé toho nam tato druhd ¢dst Podkapitoly 1.1 pfinese i uzitecné poznatky o tom,
jakymi vektorovymi rovnostmi zapisovat napf. kolinearitu ¢i komplanarnost bodi nebo vy-
jadfovat usporadanost bodu na piimce. To ndm posléze v obecném afinnim prostoru umozni
definovat takové zakladni utvary skolské geometrie, jako jsou usecka, poloptimka, thel, poloro-
vina, trojuhelnik, poloprostor a ¢tyrstén.

Definice 1.1.8: Necht A je afinni prostor se zaméienim Z(A). Necht B je neprdzdnd podmno-
—
zina A a necht W = {XY : X,Y € B}. Jestlize plat{
(i) W je vektorovym podprostorem prostoru Z(.A),
—
(i) VX € B, Yae W, 3Y € B: XY =1,

5Dimenzi kazdého afinniho prostoru A rozumime dimenzi jeho zaméfeni.

"Zdaraznéme, ze uvedend konstrukce je podminéna existenci télesa R, které ostatné vystupuje i v samotné
definici 1.1.1 vektorového prostoru.

8V syntetické geometrii se pifmky v roviné a roviny v prostoru zavadéji axiomaticky, v jeji skolské verzi se
ov8em vychdzi z intuitivnich predstav zdku o téchto utvarech.
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pak B se nazyva afinni podprostor v A se zaméfenim Z(B) = W. Je-li dimW = 0 (resp. 1,
resp. 2, resp. dim Z(A) — 1), pak podprostor B nazyvame bod (resp. primka, resp. rovina, resp.
nadrovina). Podprostory v A ruzné od bodu a od A se nazyvaji netrividlni.

Z Definice 1.1.8 ihned plyne, Ze afinni podprostor B prostoru A je jednoznac¢né urcen kterym-
koliv svym bodem Ay (tedy Ag € B) a svym zamérenim Z(B). Je-li {uy,..., Uy} baze zaméfeni,
pak podprostor B je mnozina vSech bodu X € A takovych, ze Ao—)X € Z(B), ze tedy existuji
¢isla tq,...,tx € R s vlastnosti

v S S . S L,
ApX =ty + - - - + tply, neboli X =Ag+t1ty + - + tpts .
_— .
V takovém podprostoru lezi body A; urcené rovnostmi AgA; = w5, ¢ = 1,..., k. Po dosazeni

iu; = A; — Ap do predchoziho vztahu dostaneme vyjadieni obecného bodu X € B rovnosti
X=01—t1——tp)Ap+t141 + - - + tp Ak,
kterou obvykle zapisujeme ve vyhodnéjsim tvaru
X =toAo +t1 A1 + - + 1 Ay, to+t1+---+tp=1.

V uvedeném parametrickém vyjadieni k-rozmérného afinniho podprostoru B je pak role bodu
Ao, A1, ..., Ai, symetrickd. Rikdme, ze podprostor B je body Ag, A1, ..., A uréen (generovén)
a ze tyto body lezl v obecné poloze. Také tuto podminku linedrni nezavislosti vektoru M
(i =1,...,k) lze vyjadiit symetricky: Za piedpokladu ¢y + --- + tx = 0 z rovnosti tgAg + - -+ +
4+t Ay =0 plyne tg =--- =t = 0.

Uvedené poznatky o obecnych k-rozmérnych podprostorech ted konkretizujeme a doplnime
nejprve pro pifmky, poté pro roviny, tedy pro afinni podprostory dimenzi k = 1, resp. k = 2, jak
jsme je zavedli v definici 1.1.8. Piimka p je tedy kazdd podmnozina bodu X afinniho prostoru A,
ktera je dana vztahem

p: X=A+tu (teR),

A/

e

kde A € A a @ € Z(A) je libovolny nenulovy vektor, zvany smérovy vektor piimky p. Protoze
Z(p) = (1), jsou vSechny smérové vektory téze piimky p nenulovymi nasobky jednoho z nich.
Podle rovnosti X = A + tu, kterd zadava vzajemné jednoznacnou korespondenci mezi body
X € pacisly t € R, muzeme na kazdé piimce p C A zavést usporddani bodu odpovidajici
uspofadéani redlnych ¢isel. V disledku toho muzeme v obecném afinnim prostoru definovat 4secky
a poloprimky, které lze parametry popsat tak, ze k rovnosti X = A + t@ pfipojime obor t € I,
kde I C R je vhodny interval. Difve nez to upfesnime, vratme se k obecné pifmce. Kazdé dva
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rizné body A, B € A urcuji jedinou pifmku, ktera témito body prochézi. Rikdme ji pfimka AB:;
jejl body maji vyjadieni
X=A+t(B-A) (teR), neboli X =sA+tB (s,teR,s+t=1).

Zaménime-li ¢ € R za obor t € (0,00), dostaneme vyjadieni polopiimky AB. Castéji vsak
budeme potiebovat vyjddieni bodu dsecky AB, které odpovida obor ¢t € (0,1):

AB: X =A+4t(B—A)=sA+tB (s,t€(0,1),s+t=1).

Vyznamnym bodem usecky AB je jeji stted S = %A—l—%B, ktery odpovida parametrim s =t = %
a o kterém jsme podrobné pojednali diive v souvislosti s ekvipolentnimi dvojicemi bodu. Na zdvér
pasaze o piimkach dodejme, ze pii feéﬂlj 1’110_h> budeme kolinearitu tif bodu A, B, C' nejcastéji
prokazovat linearni zévislosti vektori AB a AC'. V jinych tlohach budeme piimku ¢i tisecku AB
zapisovat rovnosti pro polohové vektory

- — —

F=si+(1-s)b, kie #=0X,d=O0A,b=0B.

Ptejdéme od piimek k rovindm. Podle Definice 1.1.8 je rovina ¢ podmnozina bodu X afinniho
prostoru A urcéend vztahem

0: X=A+su+td, (s,teR),
i/
/U

kde A € A je dany bod a @, jsou dva linedrné nezavislé vektory, tvorici bézi Z(p). Zmény
oboru R? dvojic parametrii (s,t) na riizné souéiny intervali I x .J, jako napiiklad

(s,t) € R x (0,00), (s,t) € (0,00) x (0,00), (s,t) € (0,1) x (0,1)

nam v souladu se skolskou geometrii dovoluji zavést v obecném afinnim prostoru takové podmno-
ziny, jako jsou polorovina, tihel, resp. rovnobéznik. Nejprve v8ak zapisme vyjddieni roviny ABC
uréené libovolnymi nekolinedrnimi body A, B, C' € A. Patii do ni prdvé body

ABC: X=A+s(B-A)+t(C—-—A)=rA+sB+tC (rs,teR, r+s+t=1),

pritom nasledujici dopliiujici omezeni na parametry r, s, t uréuji
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e polorovinu s hranici AB a vnitinim bodem C': ¢t > 0,
thel BAC:s>0at>0,

e rovnobéznik se stranami AB, AC': s,t € (0,1),
trojihelnik ABC': r,s,t € (0,1).

C
C
/CZC/ EA
A B A B A B A B

Analogicky ve tfirozmérném prostoru se ¢tyfmi nekomplanarnimi body A, B, C, D ma kazdy
bod X vyjadieni

X=qA+rB+sC+tD (¢r,s,teR, qg+r+s+t=1),
pritom nasledujici dopliiujici omezeni na koeficienty ¢, r, s, t uréuji

e poloprostor s hrani¢ni rovinou ABC a vnitinim bodem D: t > 0,
e trojhran urceny polopiimkami AB, AC, AD: r,s,t >0,

e rovnobéznostén s hranami AB, AC, AD: r,s,t € (0,1),

e Ctyfstéen ABCD: q,r,s,t € (0,1).

Celou podkapitolu o afinnich prostorech uzavieme slibenym strué¢nym posouzenim pojmii
rovnobéznost, ruznobéznost a mimobéznost.

Definice 1.1.9: Necht B a C jsou podprostory afinntho prostoru A. Je-li Z(B) C Z(C) nebo
Z(C) C Z(B), pak podprostory B a C nazyvame rovnobézné a zna¢ime B || C. V opa¢ném piipadé
piseme B }f C.

Jestlize B Jt C a BN C # {0}, pak podprostory B a C nazyvdme ruznobéziné. Jestlize B }f C a
BN C = {d}, pak podprostory B a C nazyvame mimobéziné.

Zduraznéme, zZe podle predchozi definice jsou dva podprostory rovnobézné i v piipadé, kdy
jsou totozné, i v piipadé, kdy jeden podprostor je vlastni podmnozinou druhého podprostoru
(nékdy se takové podprostory nazyvaji incidentni — piikladem je dvojice tvofend rovinou a v nf
lezici ptimkou). O dvojicich rovnobéznych vektoru jsme mluvili jiz difve; fikdme také, ze vektor @
je rovnobézny s podprostorem B, jestlize plati 4@ € Z(B).

Snadno si rozmyslime, ze ruznobéznost ¢i rovnobéznost dvou piimek i dvou rovin, stejné
jako ruznobéznost ¢i rovnobéznost piimky a roviny nebo mimobéznost dvou piimek je podle

Definice 1.1.9 v souladu se syntetickymi pravidly skolské geometrie tiirozmérného prostoru. Pro
jejich vSeobecnou znamost je zde uvadét nebudeme.
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1.2 Prostory se skalarnim soucinem

Prakticky od prvnich hodin geometrie na zakladni skole rozvijime u zaku predstavy o skalarni
veliciné zvané délka usecky vyjadiujici vzddlenost jejich krajnich bodu. Brzy poté se v uéivu
objevuje druhd skaldrni veli¢ina, kterou poméfujeme velikost uhlu. Jejich spoleénou zakladni
vlastnosti je, Ze se pii premistovani Gtvarti v roviné ¢i prostoru neméni (odborngji vyjddieno,
jsou to invarianty shodnijch zobrazeni). Vyjmenujme heslovité etapy, kterymi skolska geome-
trie postupné roz§ifuje poznatky o téchto dvou veli¢inach: vyjadfovani délek tisecek a velikosti
uhlua ¢isly uddvajicimi ndsobky zvolenych jednotek, Pythagorova véta, zavedeni goniometrickych
funkef na zakladé podobnosti trojihelniki, sinové a kosinova véta. Zminéné vysledky prokazuji,
ze délky usecek a velikosti uhlu jsou v jistém smyslu nerozlucné spojené geometrické pojmy.
Zkoumani zavislosti mezi vzdalenostmi raznych dvojic boda bez ,,ihlovych“ charakteristik je
totiz mozné, jen kdyz vSechny uvazované body lezi v jedné piimce. Podivejme se nyni, jak tyto
metrické vztahy lze z pohledu Skolské geometrie popsat a efektivné zkoumat pomoci vektori.
Budeme k tomu potiebovat novou operaci vektorového poctu, které fikame skaldrni soucin dvou
vektort.

Meéjme tedy dany tfi nekolinearni body A, B, C. Jak vime, jejich vzdjemné vzdélenosti jsou
podle kosinové véty svazany rovnosti

|BC|> = |AB]* + |AC|* — 2 - |AB| - |AC| - cos a,
kde o = |[<BAC]| je velikost vnitintho dhlu u vrcholu A trojuhelniku ABC.
A

<]

U,

B C

—_— — —
Jsou-li AB, AC umisténim nenulovych vektoru, které oznac¢ime po tadé u a v, pak je CB
umisténim vektoru @ — #. Uhel o miZzeme nazvat odchylkou vektori @ a ¥, nebot jeho velikost
ziejmé na umisténi vektortu o a v nezalezi. Ze stejnéhglﬁvodu muzeme pro kazdy vektor
definovat velikost vektoru o vztahem || = | XY, kde XY je libovolné umisténi . Dostdvame
tak rovnost

@— 02 =@+ 7% - 2f(@,7), kde f(,0)=l|d| |5] cosa.

Zavedené zobrazeni f s oborem hodnot R hraje — na prvni pohled ponékud pirekvapivé — v feSeni
nastoleného problému metrickych vztahu rozhodujici roli. Aby bylo f definovdano pro kazdou
dvojici 4 a v, polozime jesté f(u,?) = 0 v piipadé & = 0 nebo ¢ = 0, f(u,v) = |u]| - |v] v piipadé
souhlasné rovnobéznych vektoru @ a ¥ (pro néz klademe o = 0) a f(u, V) = —|u| - |¢] v piipadé
nesouhlasné rovnobéznych vektoru @ a U (o = 7). Popisny vyznam zobrazeni f je ziejmy,
muzeme jim vyjadfit jak libovolnou délku (vzdalenost bodu)

|AB| = \/ f(AB, AB),
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tak — prostfednictvim funkce kosinus — velikost libovolného thlu z intervalu (0, )

AB, AC
cos |<BAC| = M
|AB| - |AC|
Zduraznéme, ze jde o dvé trividlni rovnosti, zapsané pouze v nové zavedeném oznaceni. Skutec¢ny
vyznam zobrazeni f ziska teprve poté, co odvodime jeho vyznamné vlastnosti, které z néj uéini
efektivni prostfedek vypocti. Vyjadiuji je vztahy

fa,v) = f(@,4),  fQu,0) =tf(a,0),  fla@+0,d)=f(d o)+ f(7,7)
platné pro libovolné tii vektory #, ¥, @ a libovolné ¢islo ¢t € R. Zatimco dukazy prvnich dvou
rovnosti jsou zfejmé (u druhé z nich je tfeba rozlisit piipady ¢t > 0, t = 0, t < 0), ovérit tieti
rovnost prostiedky skolské geometrie vyzaduje jisté usili. Dokazeme-li to bez uziti kosinové véty,
stanou se vlastnosti zobrazeni f prostfedkem jejiho nového ,,vektorového* dukazu. Pro libovolné
vektory u, ¥ bude platit

@ — 9 = f(@ 0,17~ 0) = f(@,q~7) ~ (3,7~ 7) = f(@7) ~ f(@7)~ f(7,7) + f(5,7) =
= |a* +[* — 2f(a,7),

coz je prave rovnost, do které jsme kosinovou vétu vyse prepsali. Jiz tato prvni ukdzka naznacuje,
jakym u¢innym prostiedkem geometrickych vypocta zobrazeni f zvané skaldrni soucin bude.
Jeho hodnoty, ¢isla f (i, ¥'), budeme znacit béznym zpusobem, bez ,zbyteéného* symbolu f jako
(@, 7).

Slibeny synteticky dukaz vztahu (@ + 7, W) = (i, W)+ (¥, W) uvedeme vyznamnym piikladem

—
skalarniho sou¢inu ve fyzice. Pusobi-li sila F' po piimocaré draze dané vektorem posunuti §,

N
pak prace W sily F' po této dréze je dana vztahem
- —

W={(F,3)= ‘F|-|§‘|-cosg0,

—)
kde ¢ je odchylka vektoru F a §. Hodnota W je tedy rovna soucinu délky s drédhy (na které
— —

sila pusobi) a (orientovaného) kolmého prumétu Fy = | F'| cos ¢ vektoru F do sméru vektoru §.
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Podobnym zpisobem lze v piipadé nenulového vektoru w interpretovat i skaldrni souciny
(u, W) , (U, ), (U + v, W) ,
totiz jako souciny velikosti vektoru @ po fadé se soufadnicemi kolmych prumeétu vektoru @, ,
i + ¥ do osy x souhlasné rovnobézné s vektorem . Pii oznaceni ziejmém z obrazku jsou tyto
hodnoty (délky opatfené znaménky + ¢i —) rovny po fadé by — ag, co — bg a co — ag, kde ag, by,
o jsou soufadnice kolmych praméta bodu A, B, C' na osu x, takze plati
(U, Wy + (U, W) = (bg — agp) - |W| + (co — bo) - [@W] = (co — ap) - |W| = (4 + ¥, 7).

Potiebny diikaz je tedy hotov, nebot v pifpadé @ = & je dokazovana rovnost trividlni.? Timto
nas uvodni vyklad o skaldrnim soucinu z pohledu skolské geometrie konci. Vénujme se nyni
abstraktnimu pojeti této nové vektorové operace.

Definice 1.2.1: Necht V je vektorovy prostor (nad télesem R), ktery md koneénou dimenzi.

Skaldrnim soucinem na V nazveme kazdé zobrazeni f: V x V — R, které spliiuje nésledujici

axiomy:

(i)Vﬁ{)’EV: fla,v) = f(
O, eV f(u+7,

1
£y
\_/

&
I
~

(i) Vv (ﬁaw)Jrf(U w),
(i) Vu,v e V,Vte R:  f(tu,v) =t f(u,),
(iv) Vi e Vi #0:  f(u,d) > 0.

Pak dvojice (V, f) se nazyva eukleidovsky vektorovy prostor. Struéné budeme hovotit o euklei-
dovském prostoru V a namisto f(u,7) budeme psat (i, ¥), jak uz jsme naznagcili difve.'”

Z axiomu (iii) vyplyvé, ze je-li alespon jeden z vektoru u, ¥ nulovy, pak plati (4, 7) = 0.
Dohromady s axiomem (iv) to pak znamena, ze

VieV: (4,d) >0,

pritom rovnost nastane pravé tehdy, kdyz @ = 0. Z axiomu (i)—(iii) lze snadno odvodit dualezité
,roznasobovaci“ pravidlo

n m n m
(D tiiie > sy ) = D0 D tas i, )
i=1 j=1 i=1 j=1
platné pro libovolné vektory u;,v; € V a ¢isla t;,s; € R.

Definice 1.2.2: Nechf # je libovolny vektor z eukleidovského prostoru V. Nezdporné redlné
¢islo \/(u, @) nazyvame velikosti vektoru i a znacime ji

@) = /(@, @) (1.1)

Jestlize |u| = 1, fikdme, ze vektor @ je jednotkovy.

9Upozornéme, Ze provedeny nazorny dikaz pomoci kolmych priméta Ao, Bo, Co je korektni i v pifpadé, kdy
vektory i, U,40 nejsou komplandrni, pfestoze doprovodny obrizek zndzorinuje rovinou situaci.

ODefinice 1.2.1 vlastné k4, ze skaldrni soucin na reilném vektorovém prostoru je symetrickd pozitivné definitnf
bilinedrni forma.
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Jisté plati |0] = 0 a |@] > 0 pro kazdy vektor @ # 0. Rovnost |td| = t|d| plati pro kazdy
vektor 4 a kazdé ¢islo t > 0; v piipadé ¢ < 0 méme |ti| = —t|@]. Odtud plyne, ze pro kazdy
vektor © # 0 je ﬁﬁ jednotkovy vektor, ktery je s vektorem u souhlasné rovnobézny.

7 axiomu eukleidovského prostoru lze dokazat, ze velikosti dvou vektoru a jejich skalarni
soucin spliuji vyznamny vztah, ktery hraje v dalsim budovani geometrie klicovou roli. Nazyva
se Cauchyova-Schwarzova nerovnost a je vyhodné ji zapsat ve tvaru

—lul - |o] < (@, 5) <fal-|v]. (1.2)

Zduraznéme, ze obé nerovnosti v (1.2) plati pro libovolné dva vektory i a ¥ téhoz eukleidovského
prostoru.!! Pro nenulové vektory nastane v levé, resp. pravé nerovnosti rovnost pravé tehdy,
kdyz vektory @ a ¥ jsou nesouhlasné, resp. souhlasné rovnobézné. (V piipadé 4 = 0 nebo ¥ =&
jsou samoziejmé vSechny tii porovnavané hodnoty rovny nule.)

Jako prvni dusledek Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti uvedeme, ze pro libovolné dva vek-
tory o a ¥ téhoz eukleidovského prostoru plati tzv. trojuhelnikovd nerovnost

|t + 7] < |a| + |7]. (1.3)

Rovnost v nf nastane pravé tehdy, kdyz je bud alespori jeden z vektoru #, ¢ nulovy, nebo kdyz
jsou (nenulové) vektory @, ¢ souhlasné rovnobézné.

L’ \

u+v

gl

l
l

Protoze tento vysledek budeme pii feSeni nékterych tloh vyuzivat, uvedeme jeho kratky dukaz.
Diky pravé nerovnosti v (1.2) muzeme psat

—\ —\

@+ 0* = (@ + 7, d + ) = (@,@) + 2(a,9) + (T,9) < [a” +2/al - |9 + [3° = (@] +|7])* ,
odkud po odmocnéni dostavame kyzeny vysledek. Zaménime-li vektor ¥ opaénym vektorem —v,
dostaneme obménénou trojihelnikovou nerovnost

i@ — 7] < |u] + |v],
v niz kromé piipadi 4 = 0, ¥ = ¢ nastane rovnost jediné tehdy, kdyz vektory @, ¥ jsou nesou-
hlasné rovnobézné.

Daleko vyznamnéjsim dusledkem Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti je skutecnost, ze diky
ni muzeme v obecném eukleidovském prostoru zavést stézejni geometricky pojem, totiz velikost
uhlu (samotné uhly lze uvazovat i v afinnim prostoru, jak jsme poznali v Podkapitole 1.1).

" Standardni dikaz, zaloZzeny na nerovnosti (ti + s, ti + s¥) > 0 platné pro libovolné ¢, s € R, je dobfe znim,
a proto ho zde nebudeme uvadét.
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K této skalarni veli¢iné ve Skolské geometrii pristupujeme na zdkladé toho, ze samotné uhly
lze zfejmymi konstrukcemi porovnavat a séitat, coz vede k vyjadfovani velikosti thlu pomoci
délky oblouku, ktery tihel vytind na jednotkové kruznici se stfedem ve vrcholu thlu. Ve vyssi
geometrii je obvyklé, jak vzapéti ukazeme, definovat velikost tihlu z hodnoty jejiho kosinu; pritom
je vyznamné zduraznit, ze potiebnd funkce y = cos x muze byt v matematické analyze zavedena
jako funkce redlné proménné x bez jeji thlové interpretace (napiiklad pomoci mocninné rady).
Lze ukdzat, ze oba naznacené piistupy k pojmu velikosti (¢i miry) thlu jsou ekvivalentni. Pfi
druhém pfistupu je vychozim krokem nasledujici definice.

Definice 1.2.3: Odchylkou dvou nenulovych vektoru u, ¢ z téhoz eukleidovského prostoru V
nazyvame uhel ¢ z intervalu (0, 7) uréeny rovnosti

—~

i@, %)

cosp = (1.4)

—

jal - |o]

Poznamenejme predevsim, Ze existence a jednozna¢nost thlu ¢ z uvedené definice je du-
sledkem vlastnosti funkce kosinus (jez je bijekci (0,7) — (—1,1)) a Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti, podle které se extrémni odchylky ¢ = 0 a ¢ = 7w dosahuji pravé na téch dvojicich
vektoru @ a ¥, jez jsou souhlasné, resp. nesouhlasné rovnobézné. 7 téze definice rovnéz plyne
geometricka interpretace skaldrniho sou¢inu v podobé rovnosti

(@, 0) = |u] - |U] - cos (1.5)

které jsme se jiz diive podrobnéji vénovali a kterou pfi feseni iloh obzvlasté ocenime v pripadé
|| = |U| = 1: Skaldrni soucin dvou jednotkovich vektori je roven kosinu jejich odchylky. Za-
vedend odchylka dvou vektori je prostfedkem, ktery posléze umoziuje definovat dalsi odchylky

vvvvvv

z nich popiseme, az piejdeme od vektorovych k bodovym prostorum.

Zduraznéme, ze dosud zavedené pojmy spojené s vektorovym eukleidovskym prostorem jsou
v plném souladu s poznatky sSkolské geometrie o metrickych vztazich, které jsme podrobné
komentovali jiz dffve. Znamend to, ze napiiklad kosinova véta (a tedy i Pythagorova véta jako
jeji zvlastni pripad) bude platit i pro trojihelniky lezici v prostorech dimenze vétsi nez 3, prestoze
velikosti vektoru a jejich odchylky v takovych prostorech jsou matematickou abstrakei, ke které
nam chybi ndzorné predstavy spojené s fyzikalni realitou svéta, v némz zijeme. Dodejme, ze mo-
del n-rozmérného eukleidovského prostoru dostaneme, kdyz v souradnicovém prostoru V' = R"
definujeme skaldrni sou¢in napiiklad predpisem 2

(U, V) = uivy + vova + -+ - + Upvy

pro libovolné dva vektory @ = (ui,ug,...,un), ¥ = (vi,v2,...,v,). Provérka vSech axiomu
z Definice 1.2.1 je trivialni.

12y jednom vektorovém prostoru lze definovat skaldrni souéin nekoneéné mnoha zptisoby. V konkrétnich si-
tuacich zpravidla vystac¢ime s jednim z téchto zpusobi, takze zjednoduseni zépisu f(, ¥) na (u, ¥) nevede k ne-
dorozumeéni.
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Vénujme se nyni obecnému pojeti kolmosti, jednomu ze zékladnich a prakticky nejpotieb-
néjsich geometrickych pojmu, ktery v prostorech se skaldrnim souc¢inem (nejen téch s kone¢nou
dimenz{) '? hraje zésadni roli.

Definice 1.2.4: Necht V je eukleidovsky prostor. Rekneme, Ze vektory @, ¥ € V jsou ortogondini
(navzdjem kolmé), jestlize je jejich skaldrni soucin roven nule. Podmnozina M = {iy,..., U}
eukleidovského prostoru V' se nazyva ortogondlni, jsou-li ortogonalni kazdé dva jeji razné vek-
tory.!* Mnozina vektori M = {iy,..., U} se nazyvéa ortonormdlni, je-li ortogondlni a kazdy
jeji vektor je jednotkovy. Baze, kterd je ortogondlni, resp. ortonormalni mnozinou, se nazyva
ortogondlni, resp. ortonormdalni bdze.

Souvislost mezi definicemi 1.2.3 a 1.2.4 je zfejmd: Dva nenulové vektory w, U jsou navzajem
kolmé (coz zapisujeme jako @ L ¥), pravé kdyz je jejich odchylka rovna 7. Podle druhé definice
vS8ak plati rovnéz @ 1 & pro kazdy vektor i, dokonce tedy i ¢ L &. Nejde o nedopatieni, ale
naopak o vyhodnou imluvu pro dalsi teorii i fesené ptiklady.

Jaky uzitek piindseji ortogonalni mnoziny vektoru? Pocitdme-li s ruznymi linedrnimi kom-
binacemi stejné skupiny vektoru iy, ..., udx, pak skaldrni sou¢in takovych dvou kombinaci m&
v piipadé, kdy je dotycnd skupina vektoru ortogonalni, jednoduché vyjadieni

k k k

- - S 12

< E iUy, E Siui> = g tisq| s
i=1 i=1 i=1

s fadou dusledkt. Predné volbou t; = s; dochézime k tvrzenim, Ze nenulové ortogonalni vektory
jsou vzdy linedrné nezavislé a ze pro velikost libovolné jejich linearni kombinace plati vzorec

k k
| > wi] = 3
=1 =1

pripominajici Pythagorovu vétu. Obé posledni vyjadieni se jesté zjednodusi, jsou-li vektory
i1, ...,1U, ortonormalni, a to do tvaru

k k k k
< E tiﬁi, E Slﬁl> = E tiSi a ‘ E tl”l_ii
i=1 i=1 i=1 =1

1=

k
=> 1. (1.6)
=1

Dodejme, Ze ortonormalni skupinu vektoru snadno ziskdme z ortogonalni skupiny vektoru tim,
ze kazdy jeji vektor @ ,normujeme*, tj. zaménime (jednotkovym) vektorem \le| - 4. Bez dukazu
uvedme, Ze v kazdém nenulovém eukleidovském prostoru V existuje ortonormdlni baze a Ze
do takové baze lze doplnit kazdou ortonormélni skupinu vektoru, kterd sama neni bézi (a ma
tedy méné nez dim V' prvku).

Linearni kombinace vektort baze, pomoci kterych vyjadifujeme libovolné vektory daného
prostoru, maji v piipadé ortonormalni baze koeficienty, jez lze vyjadiit pomoci skaldrnich sou¢int

BDobfe zndmo je uplatnéni kolmosti pfi vykladu teorie Fourierovych fad funkei.
14 Casto mluvime o ortogonélnich (navzajem kolmych) vektorech 1, . . . , iy
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zvlasté jednoduchym a prakticky uziteénym zpusobem. Je-li totiz iy, ..., @, ortonormélni baze
eukleidovského prostoru V', pak kazdy vektor ¥ € V' ma vyjadieni

U=1t1U1 + -+ + tpily , kdeti:<17,ﬁi>, proi=1,...,n. (17)

Skutecné, koeficienty t; (jejichz existence a jednoznacnost plyne z definice baze) uréime, kdyz
vypsanou linedrni kombinaci pro vektor ¥ vynasobime jednotlivymi bdzovymi vektory u;: Pro
kazdé i = 1,...,n tak dostaneme

n n
(0,0 = (D55, @) = S 40, @) = b
= =1

Tim je vzorec (1.7) pro souradnice vektori v jakékoliv ortonormalni bazi dokazan. Vzorce (1.6)
pak umoznuji pocitat z téchto soufadnic velikosti vektora a jejich skalarni souciny. Jsou proto
pro kazdého uzivatele analytické geometrie nepostradatelné.

Z deskriptivni geometrie si pamatujeme, jaky vyznam maji kolmé pruméty itvaru (na piimku
nebo rovinu). V obecném podéni je jejich popis zalozen na nasledujicim pojmu.

Definice 1.2.5: Necht W je podprostor eukleidovského prostoru V. Pak mnoZzina vsech vektori
z V kolmych na libovolny vektor z W, neboli mnozina

Wt ={#eV: (Z,0) =0pro kazdé 7 € W}

se nazyva ortogondlni doplnék podprostoru W.

Mnozina W+ je vzdy neprazdna (nebot 6 € W) a je zfejmé, ze je vzdy podprostorem téhoz
vektorového prostoru V', jako podprostor W, se kterym ma navic spoleény jediny prvek — totiz
vektor 6. Vztah podprostort W a W+ k sobé navzajem i k celému prostoru V lze vyjadfit
vyznamnou vlastnosti: Ke kazdému vektoru ¥ € V' existuji jednoznacné urcené vektory v, € W
a ¥ € Wt takové, ze

U =17, + UL . (1.8)

Plati pro né vztahy

(T, T1) =0 a3 =[5 + 7L

Vektor v, nazyvame kolmym primétem vektoru v na podprostor W. Rovnost 4, = U, resp. 7| = U
nastane ziejmé pravé tehdy, kdyz o € W, resp. ¢ € W+. Tvrzeni o rozkladu (1.8) a vyjadieni
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»slozkovych® vektoru 7, a | odvodime, kdyz zvolenou ortonormalni bazi iy, ..., w podpro-
storu W doplnime vektory wg1,...,w, do ortonormdlni baze wh,...,w, celého prostoru V.
Pak zfejmé w41, ..., W, € W+ a pro kazdy vektor o € W podle (1.7) plati

kde
k n
Uy =Y (¥,d)w; €W, U= Y (T ) w; € W (1.9)
=1 i=k+1

T1im je existence rozkladu (1.8) dokdzéna; jeho jednoznacnost je ziejma. Zapisme jesté vzorce (1.9)
pro pifpady, kdy mé néktery z podprostora W, W+ dimenzi rovnu jedné. Je-li W = (W), resp.
W+t = (7)), plati

_ . - _ (o)
Up = W, resp. v = ]2

i (1.10)

(bazové vektory , 7i je nutné pred aplikaci (1.9) normovat).

Zminme se jesté o jedné vlastnosti kolmého prumétu v, kterou pozdéji ocenime pii vykladu
pojmu vzdalenosti bodu od podprostoru. Ukazeme, ze hodnota | — |, kde @ probiha podpro-
stor W, je miniméln{ praveé pro vektor @ = vj,. Skutecné, z v, L v, a v, L w plyne v| L v, —,
takze diky Pythagorové vété plati:

—

= (0= %) + (¥ — @)* = |1 + (T — @) = |[7L]* + |5, — @] > [7L]*.
Odtud po odmocnéni dostavame | — w| > |0 | pro kazdé & € W, s rovnosti jediné pro @ = 0.

Piehled poznatki o (vektorovych) eukleidovskych prostorech uzavieme vyznamnym rozsite-
nim relace kolmosti.

Definice 1.2.6: Nechtf W a S jsou netrividlni podprostory eukleidovského prostoru V. Je-li
W C S+ nebo St C W, pak podprostory W, S nazyvame navzdjem kolmé. Je-li W = S+, pak
podprostory W, S nazyvame navzdjem totdlné kolmé.

K predchozi definici poznamenejme, ze diky ziejmym ekvivalencim

Wcstescwt, StCcw ewtcs, W=8rs5=wt

je relace kolmosti dvou podprostoru symetrickd a ze zapsané podminky mohou byt splnény po
fadé v pripadech

dimW 4+ dim S < dimV, dimW +dim S > dimV , dimW +dimS =dimV .

Prvni ze tif podminek ma jasny vyznam: Kolmost @ L § plati pro kazdé dva vektory w € W
a § € S. Druhd podminka muze pusobit prekvapivéji, je vsak uplatnénim prvni podminky
na dvojici podprostort W+ a S+. I ona proto mé svoji ,,stopu® ve skolské geometrii. Staéi si
uvédomit, jak se definuje kolmost dvou rovin v prostoru (dimenze 3).
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Nyni jiz mame vSe pfipraveno k tomu, abychom poznatky o eukleidovskych vektorovych
prostorech vyuzili k vybudovani teorie eukleidovskych bodovych prostoru jakozto specidlnich
afinnich prostoru, kterym jsme v jejich obecné podobé vénovali Podkapitolu 1.1.

Definice 1.2.7: Nechf £ je afinni prostor se zaméfenim V a f: V x V — R je skalarni
sou¢in na V. Pak trojici (€, V, f) nazveme eukleidovskym bodovym prostorem (se zamérenim V'
a skaldrnim soucinem f). Struéné budeme hovorit o eukleidovském prostoru £ a pro kazdé étyfi
body A, B, C, D € £ budeme psét

f(AB,CD) = (AB,CD),

jak uz jsme si zvykli hodnoty skaldrniho soucinu vektoru zapisovat.

Zduraznéme, ze v eukleidovském prostoru € mame (jako v kazdém afinnim prostoru) nadefi-
novany usecky a vsechny dalsi geometrické uitvary popsané v Podkapitole 1.1. Novym zdkladnim
pojmem, ktery jsme v afinnich prostorech postradali, je pojem vzddlenosti dvou bodii.

- e
Definice 1.2.8: Nechf A, B jsou libovolné dva body v eukleidovském prostoru €. Cislo |AB)|
nazyvame vzddlenosti bodi A, B nebo také délkou isecky AB a budeme jej déle v obou vyzna-
mech oznacovat stejnym symbolem |AB].

7 vlastnosti skalarniho souc¢inu ihned plyne, Zze pro kazdé tii body A, B,C € & plati:

(i) |4
(if) |
(iii) |
(iv) |

B| =|BA| > 0;
B|=0 & A=B;
C| < |AB|+|BC|;
AC| = |AB|+ |BC| < B lezi na tsecce AC.

A
A

Vlastnosti (i)—(iii) znamenaji, ze eukleidovsky prostor £ se zavedenou vzdalenosti bodu tvori
metricky prostor. Neni bez zajimavosti, ze vyluéné pomoci vzdalenosti bodu lze charakterizovat
i stred kazdé tsecky — pojem, ktery jak vime, vystupuje v zakladni definici ekvipolentnich dvojic
bodu afinntho prostoru. Stfedem usecky AB pro libovolné dva body A, B € &£ je totiz jediny
bod X € & spliujici podminku

1
[AX| = |BX| = 5|4B].

Veénujme se nyni pienosu eukleidovské relace kolmosti z vektorovych do bodovych prostort.

Definice 1.2.9: Necht B a C jsou netrividlni podprostory eukleidovského bodového prostoru £.
Rekneme, ze podprostory B a C jsou navzdjem kolmé, jsou-li navzéjem kolmé jejich zaméfeni
Z(B) a Z(C) podle definice 1.2.6. Tehdy piseme B L C. V piipadé, kdy zameéteni Z(B) a Z(C)
jsou totalné kolma, fikame totéz i o podprostorech B a C.

Je jasné, ze dvé piimky (podprostory dimenze 1) jsou navzdjem kolmé, pravé kdyz jsou
navzajem kolmé jejich smérové vektory. Pomoci nich rozsifujeme relaci kolmosti i na dvojice
objektl, z nichz kazdy je piimka, polopiimka ¢i usecka. Dalsi imluvou je zéapis 4 L B pro si-
tuace, kdy plati ©@ € Z (B)L . Z obecnych vlastnost{ kolmosti uvedme pouze tu, ze kazdé dva
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podprostory B a C, které jsou totdlné kolmé k tifetimu podprostoru D, jsou rovnobézné; maji
totiz dokonce stejné zaméieni Z(B) = Z(C) = Z(D)*. Odtud plyne, Ze kazdym bodem A € £
muzeme vést pravé jeden podprostor totalné kolmy k danému netrividlnimu podprostoru.

Definice 1.2.10: Necht B je podprostor eukleidovského bodového prostoru £. Kolmgm pri-
métem daného bodu A € £ na podprostor B nazveme ten bod P € B, ktery spliiuje podminku
AP ¢ Z(B)*, neboli AP L PX pro kazdy bod X € B. Cislu |AP| pak fikdme vzddlenost bodu A
od podprostoru B.

Existenci a jednoznacnost bodu P z pfedchozi definice zduvodnime, kdyz zvohme ﬁovolny
bod O € B a uvazime, ze bod P mé pozadovanou vlastnost, pravée kdyz rovnost OA OP+PA
je rozkladem vektoru OA na soucet dvou vektortt ze Z (B), resp. Z(B)*. Jak jsme uvedli difve,

takovy rozklad existuje jediny, a pro kazdy vektor OX € Z(B) plati
—_— — —_— —
|OA - OX| >|0A-OP|, neboli  |AX| > |AP|.

Tim je nejen potvrzena korektnost definice kolmého prumeétu, ale i obecny geometricky smysl
vzdélenosti bodu A od ttvaru B (jakozto nejmensi z hodnot |AX|, kde X € B).

K posouzené definici kolmého pramétu P daného bodu A na dany podprostor B dodejme
jesté jednu (z hlediska 8kolské geometrie) vyznamnou pozndmku. Body A a P jsou ziejmeé ruzné,
prave kdyz plati A € B. V tomto piipadé se (jednozna¢éné uréend) piimka AP nazyva kolmici
z bodu A na podprostor B, bodu P se pak fika pata kolmice. V piipadé A € B lze ovSem bodem A
vést jedinou kolmici na podprostor B pouze v piipadé, kdy B je nadrovina (jinak je takovych
kolmych pfimek nekone¢né mnoho). Pro spole¢ny smérovy vektor vsech piimek kolmych k dané
nadroviné zavddime vyznamny termin, potiebny i ve Skolské geometrii.

Definice 1.2.11: Necht B je libovolna nadrovina v eukleidovském bodovém prostoru €. Nor-
mdlovym vektorem nadroviny B nazyvame kazdy nenulovy vektor 7 z Jednorozmerneho pro-

storu Z(B) tj. kazdy vektor 7 € Z(E), i # 0, s vlastnosti @7 L XY pro kazdé dva body
X, YekB.

V zavérecné ¢asti celé podkapitoly pojedndme o velikostech whli v obecném eukleidovském
bodovém prostoru. Zopakujeme ptitom vlastné to, co jsme o této skalarni veli¢iné tizce spojené
se vzdalenosti bodu jiz diive posoudili z pohledu 8kolské geometrie.
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Definice 1.2.12: Necht A, B, C jsou tii rtizné body eukleidovského prostoru &. Velikosti

—_— —
konvexniho thlu BAC nazveme odchylku nenulovych vektori AB, AC podle Definice 1.2.3,
tedy ¢islo v z intervalu (0, 7) znacené |[<BAC| a urcené rovnosti

—_— —
<AB ,AC >
COSt¥ = ———= .
|AB| - |AC|
Jak vime, predchozi definice zarucuje, ze vnitini 1ihly libovolného trojihelniku ABC' v obec-
ném eukleidovském prostoru jsou zavedeny tak, Ze pii obvyklém oznaceni plati kosinové véta
a? =b% 4 ® — 2bccosa

a v jejim dusledku i Pythagorova véta

AB 1 AC & a>=b+c2.

C
a
b
: B
A ¢ B
Uvazime-li jesté, ze v kazdém trojihelniku ABC s thlem o = 7 (viz obrdzek) plati zndmé
vztahy pro pomeéry stran
c b
cos = — a sing = —,
a a

bude podle tradi¢niho vykladu Skolské geometrie jasné, ze i v obecném eukleidovském bodovém
prostoru plati pro trojuhelniky sinova véta a vsechny dalsi klasické vysledky syntetické geo-
metrie. Ziejmé stac¢i dokazat prvni ze dvou vzorcu, tj. vzorec pro cos (3. To je vSak snadné:
Kdyz do rovnosti b? = a® + ¢ — 2accos 3 dosadime za b? vyraz a® — ¢?, pak po snadné tpravé
dostaneme, co jsme chtéli.

v/

odchylek, z nichz jsme zatim popsali pouze odchylku dvou vektori (s ni ziejmym zpusobem piimo
spojujeme i odchylku dvou poloprimek). Definovat odchylku dvou podprostoru eukleidovského
prostoru je v obecné situaci dosti naro¢né; pro ucely skolské geometrie se staci omezit na pfipad,
kdy aspon jeden z obou podprostori je piimka nebo nadrovina. Protoze odchylky bodovych
podprostoru se chapou jako odchylky jejich zaméfeni, definujeme nejdiive odchylku vektoru
od vektorového podprostoru.

Definice 1.2.13: Nechf W je netrivialni podprostor eukleidovského vektorového prostoru V.

Odchylkou nenulového vektoru v € V' a podprostoru W nazyvame tihel ¢ z intervalu (0, 5) urceny
kterymkoliv ze vztahu
i v
cos p = ‘Tp| a sin p = @, (1.11)
7] 9]

15Na kosinové vété jsme zalozili motivaéni vyklad, ktery nés pfivedl k operaci skaldrniho souéinu.

38



kde 4, resp. | jsou kolmé pruméty vektoru ¢ na podprostory W, resp. W+ (zavedli jsme je
v textu za Definic 1.2.5).16

Je jasné, ze krajnf hodnoty ¢ = 0 a ¢ = § v uvedené definici odpovidaji pravé pifpadim

7€ W, resp. ¥ € W; ukdzeme jesté, ze v pifpadé U, # 0 je uvedend odchylka ¢ rovna odchylce
vektoru ¥, 7j,. Kosinus posledni odchylky mé totiz hodnotu

<l7717p> _ wp“‘UJuﬁp) _ Wp|2 _ @ = cos
|9 - |5 0] - |5 0] - 15| |4

Poznamenejme, ze zkoumanou odchylku ¢ lze jednoduse pocitat v obou ,krajnich* pripadech,
kdy dim W =1 nebo dimW =dimV — 1, a to podle vzorcu

(9, @) @)
resp. siny =

o - Jaai]

Cosp = (1.12)

o] - |73] ”
kde @, resp. 7 je nenulovy vektor jednorozmérného podprostoru W, resp. W. Skuteéné, vektory
Up, U1 jsou v téchto piipadech uréeny vzorci (1.10), podle kterych plati

w

|(7, )|

7]

|Op| = o il = ,

takze po dosazeni do (1.11) dostaneme (1.12).

Definice 1.2.14: Necht B je netrividlni podprostor eukleidovského bodového prostoru €. Oznac-
me ¢ smérovy vektor libovolné pifmky p v £ a 7 normélovy vektor libovolné nadroviny N v &.
Pak odchylkou primky p a podprostoru B nazyvame odchylku vektoru ¢ od podprostoru Z(B);
odchylkou nadroviny N a podprostoru B nazyvame odchylku vektoru 7 od podprostoru Z(B)* .

Z posledni definice a vzorcu (1.12) snadno plynou vypoctové jednoduchd pravidla:

e Odchylkou dvou pifmek se smérovymi vektory o1, v je thel ¢ z intervalu (0, §) urceny
vzorcem
(¥, 7))

COSY = "5+ -

01| - 2]

e Odchylkou dvou nadrovin s normélovymi vektory 71, 7i2 je tihel ¢ z intervalu (0, §) urceny
vzorcem

(71, 7i2) |

TR

16V obou ekvivalentnich vztazich (1.11) jsou zapsdny poméry stran pravouhlého trojihelniku tvoreného vektory
Up, UL & U.
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e Odchylkou pfimky se smérovym vektorem ¢’ a nadroviny s normalovym vektorem 7 je tihel

¢ z intervalu (0, §) urceny vzorcem

1.3 Vektorovy a smiseny soucin

Operace z nazvu této podkapitoly vystupuji ve Skolské geometrii spiSe okrajové — v sou-
Casnosti pouze na nékolika strandch ucebnice analytické geometrie [ko¢—09]. V ni je zavedeni
vektorového sou¢inu motivovano dulezitym poctarskym postupem, jakym lze ke dvéma neko-
linedrnim vektorum , ¥ v prostoru najit tfeti vektor Z, ktery je k obéma vektortum , ¢’ kolmy.
Souradnice vektoru Z = @ x ¥, ktery je feSenim zminéného 1kolu, jsou v uc¢ebnici zapsany (s mne-
motechnickou pomuckou pro jejich zapamatovani) diive nez je vektorovy soucin i x ¥ definovan
obvyklym geometrickym zpusobem, zahrnujicim urcéeni velikosti vektoru 4@ x v jako obsahu rov-
nobézniku, ktery vektory i, U vytvaieji.!” Nésledné je posouzeno slozeni vektorového a skaldrniho
sou¢inu (@ X U, W), nazvané smiseny soucin vektoru @, U, w, jako redlné ¢islo, jehoz absolutni
hodnota urcuje objem rovnobézinosténu, ktery (nekomplanérni) vektory @, ¥, W vytvéareji. Vek-
torové vypocty obsahil a objemu v8ak v soucasné vyuce na gymnéziich zustdvaji spiSe v oblasti
teorie; na jejich procviceni nezbyva v kratkém kurzu analytické geometrie ¢as. Presto se nyni
budeme zabyvat moznosti vyjadiovat rovinny obsah vektorovymi prostiedky stejné podrobnym
zpusobem, jakym jsme posoudili délku tsecek v tvodni ¢asti predchozi Podkapitoly 1.2.

Cely postup, jakym je skalarni veli¢ina zvand rovinny obsah v syntetické geometrii bu-
dovana, popisovat nebudeme. Vystac¢ime s konstatovanim, ze vzorec pro obsah rovnobézniku
(slovy ,,zdkladna krat vyska“) patii k zdkladum této teorie.

D C

v,
AR .
A u B
Megjme tedy dany dva nekolinedrni vektory @, ¥ v eukleidovském prostoru V' libovolné dimenze.
Oznacime-li ¢ jejich odchylku, pak pro obsah S rovnobézniku tvofeného témito vektory, tj.
rovnobézniku ABC D, ve kterém AB =1 a AD = v, plati vzorec

= |a] - [o] - sing,

nebot |7]-sin ¢ je jeho vyska na zékladnu AB délky |i]. Protoze sin ¢ = /1 — cos? ¢ bez ohledu
na to, zda je uhel ¢ ostry, pravy ¢i tupy, miuzeme obsah S vyjadfit pomoci skaldrniho sou¢inu
(11, ¥) nésledujicim zpusobem:

S =11 1 M—W 5~ (@, 72 (1.13)

'"Pti zminéné tloze (& L i, ¥ L ¥) nds obvykle zajimaji pouze sméry vektorti @, ¥, &, nikoliv jejich velikosti.
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v

piilis vhodny.'® Vektorovy vypocet obsahu S bychom docenili, kdybychom méli k dispozici
néjaké zobrazeni f: V x V. — R s vyhodnymi vlastnostmi, kterym bychom mohli obsah S
ze vzorce (1.13) vyjédrit. Po zkuenostech se skaldrnim souc¢inem pii vyjadrovani délek dsecek je
celkem jasné, ze onou vyhodnou vlastnosti by méla byt predevsim linearita f(u, V) v kazdé z vek-
torovych proménnych i, ¢; s ohledem na nezdpornost obsahu S se tak nabizi ,,rozumnda* moznost
vyjadreni S = | f(u, V)|, kterou muzeme podle (1.13) zapsat podminkou

(f(@,0))* = |a? - |o]” — (@,9)°.

Zduraznéme, ze v daném vektorovém prostoru V' s danym skaldrnim soucinem je posledni rov-
nosti hodnota f (i, ¥) pro kazdou dvojici vektoru @, ¥ € V' uréena — az na znaménko tohoto ¢isla.
Zajima nés tedy, zda existuje zobrazeni f: V x V — R s témito vlastnostmi:

(i) Vi,0, @ e V: f(@+7,@) = f(id,d) + f(7,7),
(i) Vi,7eV, Vte R:  f(td,0) =t- f(4,7),
(iii) V@, 7 e V: (f(@,7)* + (@ 0% = |a|? - |72,
(iv) V@, 7 e V: f(@,0) = —f(7,1)

Zafazeni pozadavku (iv) je moznd piekvapivé, dali jsme mu pfednost pred alternativou
rozsitit (i) a (ii) o potfebné rovnosti

f(@, v+ W) = f(u,?) + f(u,d), f(u, tv) = tf(a,v).

Za chvili totiz ukazeme, ze vlastnost (iv) vyplyva z takto rozsitenych vlastnosti (i) a (ii) (fikejme
jim bilinearita zobrazeni f) a vlastnosti (iii). Nejdiive si vSak povsimnéme, ze diky zndmému
poznatku o tom, kdy nastane rovnost v Cauchyové-Schwarzové nerovnosti, ma vlastnost (iii)
zobrazeni f zavazny dusledek, ktery odpovida predstavé o obsahu ,,zdegenerovaného“ obsahu
rovnobézniku:

(v) Va,veV: f(u,7)=0 < vektory i, ¥ jsou linedrné zavislé.

Bilinearni zobrazeni f s vlastnosti (v) ovSem musi byt antisymetrické, tj. musi spliovat (iv).
Plyne to z rovnosti

fla+ 0,1+ 79) = f(d,a) + f(d,7) + f(T,4) + f(V,0),
kdyz do ni podle (v) dosadime za f(id + 0,4 + ¥), f(u, @), f(U,7) nuly.

Vlastnost (v) méa vsak daleko zdvaznéjsi a pro nas kol rozhodujici dusledek: Pro kazdy
nenulovy vektor @ € V' skaldrni linedrni rovnice f(u,Z) = 0 popisuje mnozinu vSech téch vektori
¥ €V, které jsou s vektorem @ kolinedrni. Tato mnozina vektoru & je linedrni prostor (i)
dimenze 1, zatimco obor feSeni kazdé v tivahu pfipadajici rovnice f(u,Z) = 0 je zfejmé linedrni
prostor dimenze n — 1, kde n = dim V. Proto hledané zobrazeni f s vlastnostmi (i)—(iv) muze

18y Kapitole 3 vénované aplikacim skaldrniho soucinu neni jediny pifklad uplatnéni vzorce (1.13); prosté jsme
takovy piiklad v literatufe nenasli.
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existovat pouze v pripadé n = 2. To je pomérné negativni zavér nasich dvah o mozném efektivnim
vyjadfovani rovinnych obsahi.!”

Podivejme se znovu na problém stanoveni obsahu rovnobézniku urcéeného nekolinearnimi
vektory @, v € V, nyni z algebraického hlediska, a to opét pii obecném n = dimV > 2. Jsou-li
(ui,...,un) € R™a (vy,...,v,) € R" soutadnice vektoru , resp. U v nékteré ortonormalni bazi
prostoru V', pak vzorec (1.13) pro obsah S zkoumaného rovnobézniku ziska soufadnicovy tvar

S = @t U)Wt 0) — (wrvr + o+ Unn)? (114
V piipadé n = 2 diky ziejmé identité
(u? + ud) (v + v3) — (ugv1 + usv2)? = (urve — usvy)?

dostavame uziteény a jednoduchy vzorec S = |ujvy — uguy|, takze diive hledané zobrazeni
f:V xV — R s vlastnostmi (i)—(v) skutecné existuje, a to ve dvou exemplafich

N u u IR v (%
f1(i,T) = ujvy — ugvy = det < L2 ) , fo(i, ¥) = ugvy — ujve = det ( L2 )

V1 V2 Ul U
navzajem opacnych zobrazeni, tedy zobrazeni s vlastnosti
fi(@, V) + fo(u,v) =0.

Zavadét nazev a symbol pro tato bilinearni skaldrni zobrazeni neni obvyklé, protoze ,fun-
guji* pouze na dvourozmérnych eukleidovskych prostorech. Za okamzik uvidime, ze je muzeme
vyuzivat v podobé bilinedrniho vektorového zobrazeni na trojrozmérném eukleidovském pro-
storu, na ktery muzeme dany prostor dimenze 2 vzdy rozsifit. Zminéné vektorové zobrazeni
bude pravé vektorovym soucinem.?’ K nému ted budou sméfovat nase dalsi tvahy.

V piipadé n = 3 lze vyraz pod odmocninou (1.14) upravit na soucet tii druhych mocnin
podle méné ziejmé identity

(u%%—u%—ku%)(v%—kv%—kv%) —(u1v1 +u202+U3v3)2 = (uwz—u2v1)2+(uwg—U3v2)2+(U3vl —u1v3)2 )

takze obsah S rovnobézniku tvofeného vektory i, ¥, veli¢ina s vyjadfenim

S = /(u1vs — ugv1)? + (ugvs — uzv2)? + (uzvy — uiv3)?,

je roven velikosti vektoru ), jehoz soufadnice v dané ortonormalni bazi maji v nékterém potadi

hodnoty
:I:det(u1 UQ), j:det<u2 u3> j:det(“3 u1>,
V1 U9 Vo U3 vz V1

rovnejm nou klicovou tvahu s jeji an i pr irnf soucin: Pii daném 4 # & rovnice (@, ) = -
19Porovnejme podanou klicovo ahu s jeji analo, o skalarni soucin: Pii dané ovnice (1, 0 po
isuje mnozinu viech vektori 7, jez jsou k vektoru @ kolmé, coz je skuteéné linedrn{ prostor (@) dimenze dim V —1.
b b
20V Kapitole 4 budeme tlohy o obsahu v roviné fedit pravé uzitim vektorového souéinu v prostoru.
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s libovolné vybranymi znaménky. Jak vzapéti ukazeme, z vice diuvodu je vyhodnd volba vek-
toru @ se soufadnicemi

wl:det<u2 u3>, wQ:det(u3 ul), wgzdet<u1 u2>.
V2 U3 v3 U1 V1 U9

Pfi ni vektor @ = w161 4+ wa€s + w33, kde (€1, €2, €3) je uvazovana ortonormalni béze, oznacime

f(#@,7) a zapiSseme neforméalné, zato prehledné, jednim determinantem 2!
€1 6 &3
w = f(’LT, 17) = det Uy Uz U3 . (1.15)
vl V2 U3

Tento piedpis urcuje zobrazeni f: V x V. — V spojené s danou ortonormdlni bazi (€1, €s,€3)
tiirozmérného eukleidovského prostoru V', které je ziejmé bilinedrni, antisymetrické a podle
nasich vypoctu spliuje identitu

Vi, 7eV: (f(@,0)*+ (@ 0)? = |a?- 7> (1.16)
s duasledkem (plynoucim rovnéz z jiz zminéné antisymetrie f)
Vi, v € V: f(u,)=0 < vektory @, jsou linedrné zavislé. (1.17)

Vsimnéme si, ze pro kazdy vektor & € V' se souradnicemi (x1,xe,x3) v bazi (€1, &, €3) plati

T1 T2 T3
(@, f(u,0)) =det | ur uz ug |, (1.18)
V1 Vg Vs

¥ podle zndmé vlastnosti determinantu s dvéma shodnymi radky

CcOZ pro ¥ = U, resp. T
i 22

znamend, ze vektor f(i,v) je kolmy k obéma vektorum « a o:

Vi,GeV: f(@,7) La A f(d,v) L. (1.19)

—

Sestrojenému zobrazeni f budeme tikat vektorovy soucin na V a misto f(u,7) budeme pozdéji
psat U x 7.

Posudme nyni otdzku zda a jak vektorovy soucin f z predpisu (1.15) zdvis{ na tom, kterou
ortonormdlni bézi (&1, €2, €3) daného prostoru V' vybereme. Predné je ziejmé, ze pouhymi zme-
nami poradi vektoru baze dostaneme dva ruzné vektorové souciny

€ & &3 € € &3
fi(u,7) =det | w1 wuy wus , fo(u,7) =det | ug up wus , (1.20)
U1 V2 U3 vy V1 U3

21T kdy#z se determinanty s jednim vektorovym fddkem v kurzu linedrni algebry vétsinou neprobiraji, jejich
zékladni fadkové a sloupcové vlastnosti jsou natolik ziejmé, ze je ani zde nebudeme popisovat a zduvodiiovat.

2Zptipomenime konstatovani z ivodu podkapitoly, Ze konstrukce vektoru @ kolmého k obéma danym vektortim
i a ¥ je pro vypocty v analytické geometrii v prostoru nepostradateln4.
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které jsou (diky pravidlu o prohozeni dvou sloupcu determinantu) dvé navzajem opacné zobra-
zeni.

Dostaneme kromé fi, fo jesté dalsi vektorové souciny f, kdyz v pfedpisu (1.15) nahradime
bézi (€1, 62, €3) jinou ortonormaln{ bazi? Zaporna odpovéd vyplyne z obecnéji podaného tvrzeni:
Kazdé zobrazend f: V x V — V, které je bilinedrni, antisymetrické a splriuje podminky (1.16) a
(1.19), je rovno jednomu ze zobrazent f1, fa z (1.21) odpovidagicimu pevné zvolené ortonormdlni
bazi (€1,8642,€3) prostoru V. Dukaz zahdjime tak, ze z bilinearity a antisymetrie takového zobra-
zeni f pro kazdé dva vektory 4, v € V' v soutadnicich odvodime vyjadieni

3 3

3 3
F, ) = F 1) wd, Y vds | =)0 v f(8,§)) =
=1

j=1 i=1 j=1

= (u1v2 — ugv1) f(€1,82) + (u2v3 — uzve) f(€2, €3) + (ugv1 — u1vs) f(€3,€1)
nebot f(€;,€;) = o a f(€,€;) = —f(€;,€) podle zminéné antisymetrie f. Vidime, ze kazdy
vektorovy soucin f je urcen tfemi (konstantnimi) vektory f(€1,&2), f(€2,€3), f(€3,€1). Z pred-
pokladu (1.16) a (1.19) na velikost, resp. smér kazdého vektoru f(, ¥) diky dimenzi 3 prostoru V'
plyne, ze existuji ¢isla §; = +1 takova, ze

f(€1,82) = da363, f(82,83) = di¢e1, f(€3,81) = 0262 .
Proto ma zkoumané zobrazeni f vyjadieni
f(’lj:, 17) = (51(U21]3 — U3U2)61 + (52(’11,31}1 — U1U3)€2 + (53(U1’U2 — UQU1)§3 . (1.21)

At vybereme ,znaménka“ ¢; = +1 jakkoliv, bude posledni rovnost (1.21) piedpisem pro zob-
razeni f: V x V — V, které je ziejmé bilinedrni, antisymetrické a splnuje ,velikostni“ pod-
minku (1.16). Ukdzeme, ze z osmi takovych zobrazeni vSak pouze dvé spliuji podminku kol-
mosti (1.19), a to zobrazeni se znaménky

51:52:53:1, resp. 51:52:53:—1,

kterym ziejmé odpovidaji vektorové souciny z (1.20). Tim se cely postup dukazu uzavie; zbyva
tedy ukdazat, ze z rovnosti

0 = (u, f(u,?)) = 01(ugvg — ugve)uy + d2(uzvy — uv3)ug + d3(u1ve — ugvy )us

(pro libovolné vektory #,7 € V) plyne rovnost §; = do = 3. To je vsak snadné — z prepisu
predpokladu 0 = (#, f(@, ¥)) do tvaru

ul”U,Q’Ug((Sl — (52) + u2U3vV1 ((52 — 53) + U3U11)2(53 — (51) =0

a volbou ujusvy # 0 a ug = 0 dostaneme d; — d3 = 0, neboli §; = d3. Analogicky obdrzime
i rovnost d9 = d3 a cely dukaz je hotov. Muzeme tak podat axiomatickou definici vektorového
soucinu, nezavislou na konstrukci spojenou s konkrétni ortonormalni bazi daného eukleidovského
prostoru.
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Definice 1.3.1: Nechf V je eukleidovsky vektorovy prostor dimenze 3. Vektorovim soucinem
na V nazveme zobrazeni f: V x V — V s témito vlastnostmi:

K takto zapsané definici dodejme, zZe ,,chybéjici“ vlastnosti
fla, v+ @) = f(a,v) + f(d, @),  f(a,t)=t f(u,0), (f(d7),0) =0

plynou z (i), (ii), resp. (v) diky (iii). Poznamenejme jesté, ze véechny vlastnosti z Definice 1.3.1
maji smysl i v pfipadé dimV > 3, ve kterém vsak doty¢né zobrazeni f neexistuje, i kdyz se
vzddme pozadavku kolmosti (v). Plyne to z algebraického tvrzeni, ze pro zadné n > 4 neexistuje
rozklad

(W4 +ud)l - 02) = (mvy + - Fugvn)t = w0 - w?

ve kterém by wy, ..., w, byly mnohoc¢leny proménnych ui, ..., un,v1,...,Uy.

S existenci pravé dvou vektorovych souéinu (jez jsou dvéma navzdjem opacnymi zobrazenimi,
nezdvislymi na tom, jakou ortonormalni bazi pro determinantova vyjadieni (1.20) vybereme) se
ve Skolské geometrii vyrovnavame tak, ze zavadime pojem pravotocivé a levotocivé baze v pro-
storu, spojeny s nazornou piredstavou tii navzajem kolmych prsta pravé ¢i levé ruky — vztyceného
palce a napiimeného ukazovacku a prostiednicku. Takové dvé orientace lze zavést ve vekto-
rovém (a tedy i afinnim) prostoru libovolné (koneéné) dimenze. Rekneme, ze dvé uspoiddané
baze (i1, ...,d,) a (U1,...,U,) téhoz vektorového prostoru maji stejnou orientaci pravé tehdy,
kdyz je kladny determinant ¢tvercové matice (tij)ijl tvofené ¢isly ¢;; z rovnosti

n
U= tigil;  (i=1,...,n).
j=1

Prosttedky maticového poctu lze snadno ukazat, ze takova relace je ekvivalenci na mnoziné
vech usporadanych bazi daného prostoru s pravé dvéma tiidami rozkladu (tvorenymi bézemi
se stejnou orientaci). Geometricky smysl zavedené orientace ozfejmime nasledovné. Predstavme
si, ze v case t = 0 za¢neme vektory prvni dané béze spojité meénit s proménnou ¢ € (0,1), az
v case t = 1 dostaneme druhou danou bézi. Pokud budou tyto proménné vektory tvofit bézi i
pro kazdé t € (0, 1), bude determinant matice pfechodu od poé¢étecni baze k bazi v ¢ase t kladny
pro kazdé t € (0,1), nebot jde o spojitou funkci bez nulové hodnoty, kterd se rovnd 1 pro ¢ = 0.
Vs8echny bédze v prubéhu takové spojité zmény tedy budou mit stejnou orientaci.

Piesvédcime se, ze je-li f vektorovy soucin na eukleidovském prostoru V' (dimenze 3), pak
pro kazdé dva nekolinearni vektory @, v € V ma trojice (nekomplandrnich) vektoru (u, , f (4, ¥))
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jednu a tutéz orientaci, stejnou jako ta ortonormalni trojice (€1, €2,€3), v niz ma dotyény vek-

torovy souéin f soufadnicové vyjadieni
€ @€ €3
f(ﬁ, 17) = det Uy U2 U3 . (1.22)
v V2 U3

Nasim tkolem je tedy ukazat, ze je kladny determinant

up u2 U3
D=det| v1 vy w3 ,
w; w2 w3

kde (wj,ws,ws) jsou souradnice vektoru @ = f(u,¥) v bazi vektoru (€j,€s,€3), tedy jejich
algebraické dopliiky v matici z (1.22). Rozvinutim determinantu D podle prvku tretiho fadku
obdrzime

D:wl-det<u2 u3>—w2~det<u1 ug)—l—wg-det(ul u2>:
V2 U3 V1 U3 V1 U9

= wi - W1 —wg-(—w2)+w3~w3: ‘117‘2 >0,
nebot plati @ # o diky piedpokladu, Ze vektory i, ¥ jsou nekolinedrni.
Dokézana shodnost orientace vsech nekomplandrnich trojic (i, v, f(@,¥)) umoznuje podat

gkolskou definici jednoho z obou vektorovych sou¢inu v prostoru popisné — geometrickym zpu-
sobem.?*

Definice 1.3.2: Vektorovy soucin dvou vektoru, které lezi na jedné piimce, je nulovy vektor.
Vektorovy sou¢in dvou vektortu u, ¢ nelezicich na jedné piimce je vektor w0, ktery mé tyto
vlastnosti:

(i) vektor  je kolmy k obéma vektorum i, v,
(ii) vektory i, ¥, W tvoii pravotocivou bézi,
(iii) || = |@] - |¥] - sin e, kde « je dhel vektoru @, v.
Vektorovy soucin @ vektoru i, ¥ zna¢ime i X v, tj. W = 4 x 7.
Ve zbylé casti této kapitoly — stejné jako ve vSech piikladech a dlohdch Kapitoly 4 — bu-
deme symbolem x znacit operaci vektorového soucinu z Definice 1.3.2, tedy souc¢inu f zadaného
predpisem (1.22) s pravotocivou ortonormdlni bézi (€1, &, €3). Jak plyne z naseho vykladu, tato

definice spliiuje vSechny axiomy Definice 1.3.1, které budeme jako vlastnosti vektorového souc¢inu
déle bézné vyuzivat bez specidlnich odkazu.

Zduraznéme, ze popsand konstrukce vektorového soucinu dvou vektori je realizovatelna pouze
v eukleidovském prostoru dimenze 3. Jeji vyznam piesahuje rdmec samotné geometrie, vzdyt

23Jak vime, pozadovanou vlastnost mé jedna z trojic (&i,8&,&3) nebo (&2,&1,83), kde (&1,&2,83) je libovolns
ortonormalni béaze V.
#Definice je piesnou citaci z [koc-09], str. 58.
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napft. z fyziky zndme vektorovou veli¢inu moment sily, ktera vyjadiuje miru otac¢ivého tic¢inku této
sily a ktera je uréena vektorovym souc¢inem vektoru sily a polohového vektoru jejiho pusobisté
vzhledem k danému, tzv. momentovému bodu. Diive nez se vratime ke geometrickym vlastnos-
tem vektorového souc¢inu 4 X ¥ a s nim spojeného smiseného sou¢inu (@ x ¥, W), poznamenejme,
ze v eukleidovském prostoru dimenze n > 3 lze zavést zobecnéni téchto soucint, totiz vektorovy
soucin n — 1 vektoru a tzv. vnéjsi soucdin n vektoru, pro tucely naseho textu vak tyto konstrukce
nemaji vyznam, a proto je nebudeme ani popisovat.

Vétsinu aplikaci vektorového soucinu v Kapitole 4 spojime s vyjadfovanim rovinného obsahu,
které bylo i vstupnim namétem této ¢asti teoretické kapitoly.

D C C

A B A B
Velikost vektoru @ = 4 x ¥ m4, jak vime, takovou hodnotu, Ze pro obsah kazdého rovnobézni-

ku ABCD a obsah kazdého trojuhelniku ABC' plati vzorce

— — 1,— —
Sapcp = |AB x AD|, Sapc = 5\AB x AC|, (1.23)

at uz tyto ttvary zkoumdme v roviné ¢i prostoru (v prvnim pifpadé vektorové souciny vsech
dvojic vektoru dané roviny lezi na piimce k ni kolmé, o kterou rovinu rozsiiime do prostoru).
Vektorovy souc¢in muzeme vyuzit i pfi rozhodovéani o tom, zda dané tii body v roviné ¢i prostoru

lezi na jedné pifmce: 2

—_— —
body A, B, C jsou kolinearni < AB x AC =0. (1.24)

Druhou hlavni skupinu aplikaci vektorového sou¢inu v Kapitole 4 budou tvotit ilohy o ob-
jemu téles v prostoru. Za tim tcelem je ve Skolské geometrii zaveden nasledujici pojem.26

o - —

Definice 1.3.3: Smiseny soucin vektoru u, v, W je ¢islo
(U x U, ) .

Vsimnéme si, ze (@ X U, W) = 0 plati pravé tehdy, kdyz vektory @, ¥, & jsou komplandrni.
Podminka @ x ¥ L @ totiZ znamené pravé to, ze bud # x ¥ = &, nebo vektor w lezi v roviné
kolmé k nenulovému vektoru @ x ¥, tedy v roviné urc¢ené vektory u, v.

Jak je to se znaménkem smiSeného soucinu (@ X ¥, ) v piipadé nekomplanarnich vektoru ,

¥, w? Odpovéd spojime s uvedenim uziteéného vzorce pro smiseny soucin

Uy uz U3
(Ux T,W) =det [ v1 vy w3 |, (1.25)
w1 w2 wWs

25Uvedenou ekvivalenci lze interpretovat i takto: Zdegenerované jsou pravé ty trojihelniky, které maji nulovy
obsah.
260pét citujeme definici z uéebnice [koc-09], str. 60.
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ve kterém vystupuji obvykle znacené souradnice vektoru 4, ¥, @ v libovolné pravotocivé orto-
normalni bézi.2” Ze vzorce plyne, ze ¢islo (ii X U,0) je kladné, resp. zdporné, pravé kdyz je i,
U, W pravotocivd, resp. levotodivd bdze prostoru.

Pied posouzenim geometrického vyznamu smiSeného sou¢inu uvedme prakticky vyznamny
vztah mezi dvéma smiSenymi souciny (@ x b, ¢ ) a (U x U, W), ktery budeme pfi feseni loh vyuzivat
v situaci, kdy vektory d, l_;, ¢ budou znamé linearni kombinace vektoru u, ¥, w. Potfebny vztah
vyjadiime pravidlem

ad = a1U-+ as¥+ asw ai ag as
b = b1t + boU + bgw — <Ei X b, 5> = <ﬂ: X U, 117> - det by by b3 , (1.26)
C = c1U—+coU+ caw 1 C2 C3

jehoz platnost ovéfime, kdyz do vyjadfent (1.25) pro smiSeny soucin (a@x 5, @) dosadime soutradnice
vektoru da, [_)', ¢, které vyjadiime pomoci soufadnic vektoru u, v, W v uvazované pravotocivé or-
tonormalni bazi, a pak vyuzijeme poucku o determinantu souc¢inu dvou matic tiettho fadu,
konkrétné matic

ayp a2 as U1 Uz us
b1 by b3 a V1 v2 U3
C1 C2 C3 w; w2 w3

Tim dikaz (1.26) ukonc¢ime.

Ke slibenému geometrickému vyznamu smiSeného soucinu se dostaneme, kdyz se podivame,
jak vyjadrit objem rovnobéznosténu ABCDA13101D1 pomoc1 vektoru tif jeho hran vychéazeji-

cich z vrcholu A, které oznac¢ime o = AB U= AD W= AA1

(Takto urcuji rovnobéznostén kazdé tii nekomplandrni vektory #, ¥, w.) Déle oznac¢me p kolmici
ke sténé ABC' D vedenou bodem A a a jednotkovy smérovy vektor primky p, pii kterém je baze
i, U, @ pravotociva, takze plati

a= , neboli UXUT=|ux7T|-a.

SR
STR ]

X
|t x

2"Tento vzorec pro skaldrni soudin vektorti @ x ¢ a @ plyne z rozvoje vypsaného determinantu podle prvki
jeho tietiho fadku. Dodejme, Ze nulovost tohoto determinantu je zfejmé kritériem komplanarnosti vektoru i, ¥,
W se soufadnicemi u;, v, w; (¢ = 1,2,3) v libovolné (ne nutné ortonormdln{) béazi.
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Konec¢né Aj znaci prusecik ptimky p s rovinou stény A; B1C1 D1, takze AAj je vyska rovnobéz-
nosténu vzhledem k podstavée ABC D, jejiz obsah lze vyjddrit vzorcem S = |i x U|. Pro objem V/
zkoumaného télesa proto plati

V =S-|AAg| = |@ x 7] - |AAy| .

Uvézime-li, ze |AAp| je velikost kolmého prumétu vektoru «w na piimku p se smérovym vekto-
rem @, podle vzorce (1.10) z Podkapitoly 1.2 s ohledem na |@| = 1 plati

|Ado| = (@, w)].
Spojenim v8ech tii vypsanych vztaht dostavame
V = |uxt]-|AAp| = |u x U] - |{@,w)| = [{|u x U] - @, W)| = |{(& x 0,T)].
Tento vysledek spolu s difve uvedenym pravidlem o znaménku smi§eného soucinu ?® znamens,
ze pro objem rovnobéznosténu urcéeného tremi nekomplandrnimi vektory i, v, W plati
V = (u x v,w), resp. V = —(u x v,w), (1.27)
podle toho, zda je i, U, W pravotocivd, resp. levotoéivd bdze.

7 dokédzaného vzorce piimo plyne jednak vztah
1 — —_— —
V= §|<AB x AC, AAy)]| (1.28)
pro objem libovolného trojbokého hranolu ABC A; B1C, jednak vyjadient
1 — —_— —
V= 6|<AB x AC, AD)| (1.29)

pro objem kazdého étyisténu ABCD, nebot z elementarni geometrie téles je dobie zndmo, ze
tento objem je roven Sestiné objemu rovnobéznosténu s vrcholem A a hranami AB, AC, AD.
— —

—
Jde totiz pravé o rovnobéznostén urceny nekomplanarnimi vektory AB, AC, AD z ptedchozich
tvah.

C

Wy N4

gl
gl

A B, D
Uvedené vyjadieni objemu V muzeme rovnéz zduvodnit ze vzorce ,tfetina sou¢inu obsahu pod-
stavy a vysky*“ platného pro libovolny jehlan.

2Pravidlo lze vysvétlit i takto: Znaménko smieného soucinu (i x ¥,w) je shodné se znaménkem &isla cos ¢,
kde ¢ je odchylka vektoru 4 x ¢ a w. Pravotociva baze w, U, @ X U a bdze 4, ¥, W maji zFfejmé stejnou orientaci

pravé tehdy, kdyz ¢ < 5, neboli kdyz cos ¢ > 0.
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Kapitola 2

Vypocty afinnich vztahu

V zadné z obou podkapitol této kapitoly nejsou jednotlivé piiklady a tlohy roztiidény do pa-
ragrafu, nybrz jsou sefazeny do jednoho celku podle slozitosti ndmétu s ohledem na hloubku
uplatnéni vektorové metody potiebné k jejich feSeni. Pfesto je mozné zde najit nékolik skupin
tématicky piibuznych tloh, které nyni prehledné vymezime vyétem jejich poradovych ¢cisel.

e Ditkazy rovnobéznosti: 2.1.1, 2.1.4, 2.1.5, 2.2.1, 2.2.2, 2.2.7, 2.2.8, 2.2.15, 2.2.24, 2.2.25,
2.2.29, 2.2.30, 2.2.37, 2.2.40.

Dukazy kolinearity a komplandrnosti: 2.1.9 ¢éast 1, 2.2.18, 2.2.35, 2.2.38.
Ditkazy incidence pifmek!': 2.1.2, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.9 ¢ast 2, 2.2.6, 2.2.23.

Vypoéty délicich pomért: 2.1.2, 2.1.6, 2.1.9, 2.1.10, 2.2.15, 2.2.20, 2.2.21, 2.2.22, 2.2.26,
2.2.27, 2.2.28, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.33.

Srovnani délek rovnobéznych usecek: 2.1.1, 2.2.2, 2.2.15, 2.2.32.

Stredovd soumérnost a stejnolehlost: 2.2.3, 2.2.6, 2.2.7, 2.2.36, 2.2.9, 2.2.19.
e O téznicich a tézisti trojuihelniku: 2.1.2, 2.1.3, 2.1.8, 2.2.12, 2.2.38, 2.2.41.
O splynuti tézist dvou trojihelniki: 2.2.14, 2.2.16, 2.2.17, 2.2.28, 2.2.29.

O tézistich mnoha trojihelnika: 2.2.8, 2.2.9, 2.2.36.

2.1 Priklady teoretického vyznamu

Piiklad 2.1.1: Stredni pricka trojuhelniku je rovnobéznd se stranou trojihelniku, jejimz stredem
neprochazi, a md ve srovndni s ni poloviéni délku. DokaZte. (Stredni prickou rozumime kaZdou
ze i tisecek spojujicich vidy stredy dvou stran trojihelniku.)?

!Timto terminem zde oznacujeme situaci, kdy tfi nebo vice danych pifimek prochéz{ jednim bodem.
2Klasicky vysledek.
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RESEN{:
Pro stiedy Ag, By, Co stran BC, AC a AB trojuhelniku ABC plati

1 1 1
Ao=3(B+C),  Bo=5(A+C),  Co=5(A+B),
odkud plyne, ze vektor

— 1 1 1 1-—
AgBy = *(A-l-C) — *(B-l-C) = *(A— B) =——-AB,
2 2 2 2
—
je (nesouhlasné) rovnobézny s vektorem AB a mé ve srovnéni s nim poloviéni velikost. Podobné
: - L e Sl 155
bychom ukézali, ze také AgCy = 5CA a BoCy = 5CB. O

trojuhelniku. Tézisté deli kazdou téznici v poméru 1 : 2 (pocitino od strany trojihelniku).
Dokazte obé turzeni. (Téznici rozumime kaZdou ze ti usecek spojujicich vidy vrchol trojihelniku
se stredem protéjsi strany.)?

RESEN{:
Stiedy stran BC, AC a AB trojuhelniku ABC' ozna¢me

1 1 1

Na usecce AAj zvolme bod T tak, aby platilo |A¢T| : |[TA| = 1 : 2, coz vektorové zapsino
znamena, ze Aol = %AOA, odtud

T— A[) = é(A — Ao) neboli

3Patrné prvni (fyzikalni) dikaz vysledku podal Archimédes. Vektorovy diikaz, ktery zde vylozime, je uveden
v mnoha zdrojich, napf. [bud-71], str. 47-49, véta 2.8.
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1 1 1 1 1
T:m+3mA@=2w+cH3<AJB+®):3m+B+cy

Cyklickou zdménou bodu A, B, C' dostaneme, ze stejné vyjadieni %(A + B + C) maji i body
lezici na dalsich dvou téznicich BBy a C'Cy a délici je v poméru 1 : 2 (od strany k vrcholu). Bod
T = L(A+ B+ C) tedy lezi na viech trech téZnicich a kazdou z nich déli v poméru 1:2. [

Priklad 2.1.3: Jsou-li AAy, BBy, CCy téznice libovolného trojihelniku ABC, pak plati rovnost
AAo+ BBy + CCy = . Dokaste.*

RESEN{:

Protoze Ay = (B +C), By = 3(A+ C), Co = 1(A+ B), plati

1 1 1
AAyg+ BBy + CCy = §(B+C')—A+§(A+C)—B+§(A+B)—C:6’,
nebot v zapsané linedrni kombinaci koeficient u kazdého z bodu A, B, C' je % + % -1=0. O

Priklad 2.1.4: Stredy stran kaZdého (af uz rovinného ¢ prostorového) étyrihelniku jsou vrcholy
rovnobéiniku. Dokazte.’

RESEN{:
Pro stiedy P, @, R, S stran AB, BC, CD, DA ¢tyiuhelniku ABCD plati

1 1 1 1
P=2(A+B), Q=5(B+C), R=5(C+D), S= (A+D),

odtud plyne

Q—P:%W—A% R—S=2(C-4).

1

2
—_— —

7 rovnosti vektorua PQ a SR dostdvame, ze PQRS je rovnobéznik. O

Priklad 2.1.5: V libovolném ctyrihelniku ABCD oznaé¢me M stied strany BC a N stied stra-
ny AD. Dokazte, Ze podminky

MN| AB, MN|CD a AB|CD

jsou navzdjem ekvivalentni.

4[pra-86], str. 102, tloha 5.21.
5[engf97]7 str. 291, dloha E1. Jde o tzv. Varignoniv rovnobéznik daného étyiihelniku.
5Puvodni tdloha.
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RESEN{:
Pro sttedy M, N stran BC, AD plati

1 1
—
pro vektor M N pak plati

R 1 1 /— —
MN:N—M:§(A+D—B—C’):§(BA+CD).

.o . . . o p— —_— — . . . .
Odtud je jiz ziejmé, ze jsou-li dva z vektori M N, BA, C'D rovnobézné, je s nimi rovnobézny i
vektor tieti. O

Poznamka:

7 uvedeného tvrzeni plyne znamé tvrzeni o stiedni pticce lichobézniku: Spojnice stiedi ramen
libovolného lichobézniku je rovnobéeind s jeho zdkladnami a jeji délka je rovna aritmetickému
priuméru délek obou zdkla_d)en. %éi si totiz uvédomit, ze v hChObéZn;’kl)l ABCD se zakladnami
AB, CD jsou vektory BA a CD souhlasné rovnobézné a vektor M N je podle naseho treSeni
jejich ,aritmetickym prumérem “.

ctyrsténu. Toto téziste deli kazdou téznici v poméru 1 : 3 (pocitdno od stény ctyrsténu). DokaZte

obé turzend. (Téznici rozumime kaZdou ze étyr usecek spojujicich vidy vrchol étyrsténu s tézistém
protéjsi stény.)”

D

"[bud-71], str. 49-50, véta 2.9.
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RESEN{:
Oznacme Dy tézisté stény ABC ¢tyfsténu ABCD. Jak vime podle Pfikladu 2.1.2,

1

Na tsecce DDy zvolime bod T tak, aby platilo |DoT| : |[DT| = 1 : 3, coz vektorové zapsano
znamend DT = $DoD, neboli T — Dy = (D — D), odtud

1 1 1 1 1
T:Do—i-Z(D—DO) = §<A+B+C>+Z (D—S(A+B+C)> = Z(A+B+C+D).
Cyklickou zaménou bodu A, B, C, D se vyjadieni takového bodu T nezméni, a proto bod
T = %(A + B + C + D) lezi na vsech ¢tyfech téznicich étyfsténu a déli je v poméru 1 : 3, jak

jsme méli dokdazat. O

Piiklad 2.1.7: Dokazte, Ze tézisté ctyrsténu je stiedem isecky, kterd spojuje stredy libovolnijch
dvou jeho protilehlyjch hran.8

RESEN{:
Pro tezisté T ¢tyistéenu ABCD podle Pitkladu 2.1.6 plati T = (A + B 4+ C + D). Protilehlé
hrany ¢tyfsténu jsou napi. hrany AD a BC'. Jejich stfedy oznacme

Q=4(A+D), R=_(B+C).
Pro stied S dsecky QR tudiz plati
S = %(Q+R) _ %(A+B+C+D) _ 7.
Analogicky se dokaze tvrzeni pro dalsi dvojice protilehlych hran BD, AC' a CD, AB. O

Priklad 2.1.8: Uwniti stran BC, CA a AB libovolného trojihelniku ABC' jsou zvoleny po Tadé
body A1, B1 a Cy tak, Ze primky AAy, BB1 a CCy prochdzeji jednim bodem, ktery oznaci-

trojuhelniku ABC, je ekvivalentni s kaZdou z rovnosti

8[bud-71], str. 50, véta 2.10.
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— — —

1. OA+ OB+ 0OC =0,
2. OA; 4+ OB; + 0Cy = 0,
3. AA1+ BB +CCy| =0.

Dokazte.?

RESEN{:
—_— ——  —
1. Rovnost OA + OB 4 OC = 0 nastane pravé tehdy, kdyz
1
(A-—O0)+(B—-0)+(C—-0)=3 neboli O= g(A—l—B—i-C),

¢ili prave tehdy, kdyz bod O je tézisté trojihelniku ABC.

e —
2. Bod O je vnitini bod trojuhelniku ABC, a tedy kazdé dva z vektoru @ = OA, b = OB,
—
¢ = OC jsou linedrné nezavislé. Existuje proto jedind dvojice redlnych ¢isel 3, v takova,
ze

-

ad=pb+~¢C

Musime ukazat, ze rovnost OA; + OB1 + OC; = 0 nastane, pravé kdyz plati 8 =~v = —1,
nebot podle ¢dsti 1 bude bod O téziste, pravé kdyz bude platit rovnost @ +b + ¢ = 0.
Ptfedem je jasné, ze vzdy plati

B#0,  y#0, B+y#0, BFL, y#1, B+ #1 (2.1)

= —_— —
(nesplnenl jednotlivych podminek by po fadé znamenalo @ || ¢, @ || b, @ | BC, ¢ || AB,
bl AC resp. kolinearitu bodu A, B, C).

Nyni odvodime Vztahy pro Vektory OA1, OBy, OC1. Vyjdeme z toho, ze vektor 031 je

nasobkem vektoru b cili OB1 = k:b kde k je redlné ¢islo. Protoze bod Bj lezi na isecce AC,
existuje ¢islo p € (0,1) s vlastnosti

kb= OBy = pi + (1 — p)@= p(Bb+1E) + (1 — p)@= pBb + (1 — p + p7)E.

[pra—86], str. 102, tiloha 5.22, fesenf cdsti 2 a 3 této prevzaté tlohy jsou vlastni.
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Protoze vektory b a ¢ jsou dva linedrné nezdvislé vektory v roviné, musi se Kkoeficienty
—
u obou vyjadieni vektoru OB; rovnat. Dostavame tak soustavu rovnic

py+1l-p=0, k=ps.

Protoze v # 1, muzeme z prvni rovnice vyjadiit

1
p=——, tudiz /{::pﬁ:i.
1—v 1 -~

SN _
Pro vektor OB; tak hledané vyjadieni mé tvar

— -
OBy = ——b.
L=y

—_— ——
Analogicky pro vektory OC; a OA; najdeme vyjadfeni:

Ry . B w7 -
0Cy = . OA; = b .
=50 A ER R

Nyni dosadime do rovnosti OA; + OB; + OCy = 6. Dostaneme ekvivalentni vztah

B 3 >~ ( gl gl >4
)b+ (—+ ¢
<B+7 1—vy B+~y 1-p
ktery vzhledem k linedrni nezavislosti vektoru g, ¢ bude splnén praveé tehdy, kdyz koefici-
enty u obou téchto vektoru budou nulové:

b B _y, T4 T .

- _I_ -

B+y 1-n Bty 1-0
S ohledem na 8 # 0 z prvni rovnice dostaneme v — 1 = § + «, neboli 8 = —1. Z druhé
rovnice pak s ohledem na v # 0 dostaneme 3 — 1 = 3+ v neboli v = —1. To jsme méli
ukazat: Odvozend soustava rovnic ma pravé jedno feSeni =y = —1.

a,

e N — —
. Stejné jako v ¢ésti 2 zavedeme vektory @ = OA, b = OB, ¢ = OC a ukdzeme, Ze rovnost
AA1+ BB+ CCq = ¢ nastane pravé tehdy, kdyz pro koeficienty 3, v z rovnosti @ = ﬁ5+75
plati 8 =~ = —1.

- o . 7 7 — 7’ .
Pro vektor AA; muzeme (s vyuzitim vztahu odvozeného pro vektor OA; v ¢ésti 2)

psat
B g+ g

¢— Bb — ~¢,
B+y Bty 7

— — —
AA; =0A, —0OA =

_— ——
analogicky pro vektory BB; a CCh :

/8 - o — — — ~y
2 55, CCL=0C;-0C =
1—7 1-0

— _— —
BB =0B; - 0B =
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Dosazenim do vektorové rovnosti AA; + BBy + CCq = 0 dostaneme ekvivalentni vztah

(5 _ﬁ+—5 —1>6+<77—7+7—1>5=0,

B+ 11—~ B+ 1-p
ktery bude splnén pravé tehdy, kdyz bude splnéna soustava rovnic
g g gl v
—t —— =140, — t+t——=1+7.
Bty 1-v B+y 1-0

V éasti 2 jsme vypsali podminky (2.1), které éisla 3 a v vzdy spliuji. Proto muzeme
v odvozenych rovnicich odstranit zlomky a dile je upravovat zpusobem, ktery s ohledem
na symetrii zapiSeme pouze pro prvni rovnici:

BA=N+BB+7)=0+BB+1A =),
BL+8)=0+8)(B+v—pBry—77),
(1+8)(y—By—7%) =0,
Y1+ 8)(1—-B-v)=0.
Podle (2.1) plati nejen v # 0, ale také 3 + v # 1, takze je posledni rovnice splnéna prave

tehdy, kdyz 14+ 3 = 0, neboli 8 = —1. Analogicky je druha rovnice ekvivalentni podmince

Piiklad 2.1.9: Je ddn trojuhelnik ABC. Oznaéme K, L, M libovolné body, které lezi po Tadé
na primkdch AB, BC, CA a které jsou rizné od vrcholii A, B, C. Dokazte'°

1. Menelaovu vétu: Body K, L, M leZi v jedné primce prdve tehdy, kdyz plati rovnost
—_— = —
AK BL CM
KB LC MA
2. Cévovu vétu: Primky AL, BM, CK prochdzeji jednim bodem prdvé tehdy, kdyz plati rov-

nost
—

— —
AK BL CM
o o —

KB LC MA
pritom levou stranu (2.2) i (2.3) chdpeme jako soucin tri nenulovych redlnijch cisel k, A, p
z rovnosti

1; (2.3)

— — — — — —
AK =kKB, BL=ALC, CM=uMA. (2.4)
N C

A

10K asické vysledky s pavodnimi dikazy.
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RESEN({: L

Ze zadani ulohy plyne, Ze kazdé z dvojic vektoru (AK, KB), (BL,LC), (CM,MA) je tvorena
dvéma nenulovymi linedrné zavislymi vektory, takze rovnosti (2.4) skutecné plati s vhodnymi
redlnymi éisly k, A, u, a to ruznymi od 0 a —1, protoze podle zadani jsou body K, L, M rtzné
od vrcholu A, B, C.

Vrchol A zvohme za pocatek a body B, C, K, L, M ur¢ime polohovymi vektory b= AB

= AC’ k= AK = AL AM PfepiSeme rovnosti (2.4) pomoci téchto polohovych vektoru
a vyjadiime z nich vektory k, I, m jako linedrni kombinace (linedrné nezavislych) vektoru b, ¢:

k=r(b—F), odtud P b,
14+ k&
) odtud  T= -t f4 - g
N ’ BT T
1
L dad e Lo
m C um odtu m 1+MC

(Vzorce jsou korektni, protoze k, A\, u # —1, jak jsme vysvétlili vyse.)
. % % . . . <] T —
1. Vyjadiime vektory KL a KM jako linedrni kombinace vektort b, ¢:

- - - 1 K - A
KL=[-F= - b z
<1+A 1+m) HEES

—

KM=m—Fk=—

A
—C.
1+k I+p

—_— ——
Body K, L, M lezi v jedné piimce pravé tehdy, kdyz jsou vektory KL, KM linearné
zavislé, a to vzhledem k linearni nezavislosti vektort b, ¢ nastane praveé tehdy, kdyz

1 K A
det [ TR T TP ) =,
—Tin T+u

Po dpraveé a nédsledném vynasobeni ¢islem (14 k)(1+ M) (14 u) # 0 dostavame ekvivalentni
rovnosti:

1'<1—H>+/\-K:O<:>
I+p \14+4X 1+k/) 14X 1+&
14+6)—k(Q+N)+cAX1+p)=0 & 14+Kk—K—KA\+ErA+EIM=0 &
RAlL = —
coz je tvrzeni Menelaovy véty, kterou jsme chtéli dokézat.

—
2. Libovolny bod P s polohovym vektorem p'= AP lezi na piimce AL, pravé kdyz pro jisté
realné ¢islo p plati

B, L pA
F=pAL=pi= L 51+ 2




Bod P lezi soucasné i na piimce BM pravé tehdy, kdyz vektory

oh - ¢ P—A—1ls pA yy -,
BP=p—-b= b BM=m-b=-b+——
P T+ +1+/\c a m +1+,uc

jsou linearné zavislé, tedy pravé tehdy, kdyz

p=A=1  pX
det 1_+1>‘ HA ] =0.
1+p

Podobné bod P piimky AL lezi na ptimce CK pravé tehdy, kdyz vektory

p p PA—A—1, - - K
= b K=k—-—Cc=
T L i e ‘1t

R B
CP=p—¢ b—¢&

jsou linearné zavislé, tedy pravé tehdy, kdyz

P pA=A—l
det [ TEX T IFA —0.
e !

Pitmky AL, BM, CK tedy maji spoletny bod pravé tehdy, kdyz pro néjaké redlné p
jsou oba piedchozi determinanty zaroven nulové. Vypoctem obou determinantu dostavéa-
me soustavu rovnic
p—)\—l_ 1 +p/\ _0 P _p)\—)\—l_ ko
I+X  14p 14X ’ 1+ A 1+ A 1+k

Prvni rovnici vynasobime &islem (1 4+ A)(1 + p) a druhou rovnici éislem —(1 + A)(1 + &)
(coz muzeme, nebot , A\, u # —1) a dostdvdme ekvivalentni soustavu

P—A—14+pA+pI\p=0, P+ pk+prA — kKA — Kk =0.
Z prvni rovnice vyjadiime p za piedpokladu 1+ A+ Ap # 0 ve tvaru

1+ A

LR WV

(kdyby platilo 1 + A + A = 0, méli bychom z prvni rovnice A\ = —1, coz je v rozporu
se zadanim, takze takovy pfipad nemusime uvazovat). Podobné z druhé rovnice soustavy
plyne vyjadieni
R+
L R

(pfitom nerovnost 1+ K + kKA # 0 se opét zduvodni podminkou A # —1). Existenci ¢isla p
Ize tedy vyjadrit vztahem

I+X k(1+X)

L+X+ M 1+r+kN

ktery je s ohledem na 1 4+ A # 0 ekvivalentni s rovnosti

K14+ XA+ Au) =14+ K+ KA, neboli KAp =1,

a proto i Cévova véta je dokdzana. O
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Priklad 2.1.10: Dokazte tzv. druhou Van Aubelovu vétu: Uwvniti trojuhelniku ABC zvolime
libovolny bod P a oznacéime K, L, M priseciky poloprimek CP, AP, BP po Tadé se stranami
AB, BC, CA. Pak plati rovnost

[AP|  |AK| | |AM]
= +

— . 2.
PL| KB T |MC] (2:5)

(Podobné rovnosti plati i pro poméry |BP|: |PM| a |CP|: |PK]|.)!

RESENI:
Nejprve ozna¢ime jednotlivé poméry z pravé strany rovnosti (2.5) postupné s, . Z vektorovych
rovnosti

K—-A=k(B-K) a M—-—A=ulC—-M)
najdeme vyjadieni bodi K, M ve tvaru

A+ KB A+ uC
K=4tr A VS (2.6)
1+k 1+p

K dalsimu postupu se inspirujeme metodou hmotnych bodu (viz [$im-97]). Pritadime-li vrcholum
A, B, C po tadé hmotnosti 1, k, u, pak body K, M jsou podle (2.6) tézisti dvojic hmotnych
bodu {A, B}, resp. {A, C'}. Takova fyzikalni interpretace nds vede k hypotéze, ze body L a P

B A B
L h + uC . p_ + K —i—uC.

2.7
K+ 1+k+p (2.7)

Rovnosti (2.7) jisté zadavaji néktery bod L usecky BC' a néktery bod P trojihelniku ABC,

jak v8ak ovérit, ze to jsou skuteéné body ze zadani piikladu? Ziejmé ovéfenim, ze pro body
[ _— —

K, L, M, P zadané rovnostmi (2.6) a (2.7) je kazda z dvojic vektoru (AP, PL), (BP,PM),

— —

(CP, PK) linedrné zavisla. K nalezeni dosvédéujicich linearnich kombinaci ndm opét pomuze

zminénd interpretace. Podle ni budeme pocitat:

(WP—-A)—(k+pu)(L-P)=1+k+p)P—-A—(k+p)L=A+kB+uC—-A—kB—puC =2,

K(P=B)—(1+p)(M—P)=(14k+p)P—kB—(14p)M = A+ kB+uC —sB—A—uC
wWP—-C)—(1+k)(K—P)=(14k+pu)P—pC—-(1+r)K=A+kB+uC—-—nuC—-A—rkB=0.

0,

1¥lastnf aplikace sestavend na namét klasického vysledku.
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Ukézali jsme, ze body L a P ze zadani ulohy maji skutetné vyjadieni dand rovnostmi (2.7).
Navic podle prvni ze tii predchozich vektorovych rovnosti plati

P—A=(r+u)(L-P),

odkud plyne rovnost |[AP| = (k + p) - |PL| dokazujici (2.5). O

2.2 Dalsi resené tulohy

Uloha 2.2.1: Ve ctyrihelniku ABCD, jehoZ strany AB a C'D nejsou rovnobéziné, oznacéime E
stred strany AB a K stred strany CD. Dokazte, Ze stiedy usecek AK, CE, BK, DE jsou vrcholy
rovnobézniku.

RESEN{:
Podle zadani ) .
Ezi(A—i-B), K:Q(CW—D).
Stredy usecek AK, CE, BK, DE ozna¢ime postupné Py, ..., Py:
1 1 1 1
Pr=5(A+K)=7(24+C+D), P=g5(C+E)=(20+A+B),

1 1 1 1
Ps= (B+K)=(2B+C+D), Pi= (D+E) = 2D+A+B).

Vzhledem k tomu, ze ABC'D neni rovnobéznik (ve kterém A+ C = B + D), plyne z uvedenych
_—
vyjadieni P, # Py a Py # Ps. Navic pro vektory PP a Py P; dostdvame

1 1 11— 1==

1 1 11— 1==

2[pra-86], str. 100, tdloha 5.3.
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_— —— ) —_— —
Vektory Py P» a PyPs se tudiz sobé rovnaji a jsou nenulové, nebot vektory AB a C'D jsou podle
—

zadani linearné nezavislé. Zaroven vektor Py P; s vyjadienim

1 1 l-— 1=

P — P = Z(2A+C+D—2D—A—B):Z(A—B+C'—D): _ZAB_ECD

— — —
nenf linedrné zavisly s vektorem Py P, (opét kvuli linedrni nezdvislosti vektoru AB a CD), body
Py, ..., Py proto nelezi v jedné piimce, takze Py P> P3Py je skuteéné rovnobéznik. O

Uloha 2.2.2: V roviné je ddno pét ruznich bodu A, B, C', D, E. Spojime dvéma useckami stiedy
usecek AB, C'D a stredy usecek BC, DE. Pak stiedy téchto dvou tsecek spojime treti useckou.

Dokazte, Ze posledni usecka je rovnobéind s useckou AE a md ve srovndni s ni ¢turtinovou
délku.™

D
E /5\
IRBC
-/
A B

RESENI:
Oznacime sttedy AB, CD, BC, DE postupné P, Q, M, N a stiedy PQ, M N pak postupné R,
S. Plati

1 1 1 1
odtud pak
1 1 1 1
Rzi(P+Q):Z(A+B+C+D), S:§(M+N):Z(B+C+D+E).

—
Pro vektor RS tudiz plati

— 1 1 1—

RS:S—R:Z(B+C’+D+E—A—B—C—D):Z(E—A)ZZAE.
Tim jsou obé tvrzeni o tsecce RS dokazana. O

Uloha 2.2.3: Na tabuli jsou nakresleny ctyi body A, B, C, D. Sestrojme body A', B, C',
D’ ndsledujicim zpiusobem: A’ je obrazem bodu A wve stredové soumérnosti se stredem B, B’
je obrazem bodu B wve stredové soumérnosti se stredem C, C' je obrazem bodu C wve stredové
soumérnosti se stredem D, D' je obrazem bodu D ve stFedové soumérnosti se stredem A. Nyni
smazeme body A, B, C, D. MuzZeme zpétné najit polohu bodu A, B, C, D, kdyz zndme polohu
bodi A’, B', ¢!, D' 214

13[pra-86], str. 105, tloha 5.44.

[bech-03], str. 30, tloha 3; [gel-07], str. 205, tloha 583.
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RESENI:
Ozna¢me vektory @ =

—_— S

—
,c=CD,d= DA. Je zfejmé, Ze

5l
S
I

2

G+b+c+d=0, odtud d=-a—b—¢.

I _ = . AA 9AD _ o
A'B=-AB=—a, a také AA"=2AB =2a,

analogické vektorové rovnosti plati i v piipadé bodu B’, C' a D’:

> -

. — . — —_— — .
BC=-b, BB =2, (CD=-¢ (0C =2, DA=-d, DD =2d.

_  —

—
Oznac¢me jesté vektory = A'B’, iy = B'C’, Z = C'D’. Pro né podle ptredchoziho plati

#=AB =A'B+ BB =—d+2b,

7=C'D' =C'D+DD' = —¢+2d=—¢+2(—a—b—¢)=—2d—2b—3¢.

Odtud plyne, ze
b=2C—17, a=2b—7T=4c—-2¢—T.

Nyni dosadime za vektory a a b do vyjadieni pro Z' a dostaneme
7= -2(4c— 2y — ) — 2(2¢ — §) — 3¢ = —15¢ + 224 + 67

Odtud vyjadiime vektor ¢:
——= 1 1

¢=-C'D= 1—5(23_:'4— 67— Z) meboli D=C"— E(Q:E’—i— 6y — 2).

Bod D tedy muzeme najit pomoci bodu C’ a zndmych vektoru 7, 7, 7, bod A pak urcit jako
stied DD’, bod B jako stied AA’ a bod C jako stied BB'. O

63



Uloha 2.2.4: Rekneme, Ze mnoZina A nenulovych vektoru v roviné md vlastnost S, jestlize
obsahugje nejméné tvi proky a pro kazZdy vektor i € A existuji vektory U, € A takové, Ze U # W
a i =T+ W. Zjistéte nejmensi mozny pocet prvki koneéné mnoziny vektori s vlastnosti S.%°
RESENI: .
Uvazujme trojuhelnik ABC a v ném vektory AB, BC, CA, BA, CB, AC. Tato mnozina Sesti
vektoru zfejmé mé vlastnost S. Dokazme nyni, Ze kazda koneénd mnozina vektoru s vlastnosti .S
m& nejméné Sest prvka.

Méjme k%nou mn_oZ)inu A s vlastnosti S a umistéme vSechny jeji vektory do pocatku O,
takze A = {OX1,...,0X,}, kde n > 3. Zvolme dva nerovnobézné vektory 4 a v, kde @ ani ¥

neni rovnobézny s zddnym z vektort z mnoziny A, ani s Zddnym z vektoru X;X;, 7 # j.

— ) —
Ozna¢me nyni OX; = a;u + b;0, kde i = 1,...,n, rozklad vektoru OX; v bazi (i, v). Pak
mnozina redlnych ¢isel M = {a1,...,a,} mé véechny prvky nenulové (podle vybéru vektoru ,

¥) a mé vlastnost podobnou vlastnosti S. Necht a je maximum mnoziny M. Je ziejmé, ze a > 0
a ze existuji redlnd ¢isla b,c € M, b # ¢, b, ¢ > 0 takové, ze a = b+c¢, jinak by a nebylo maximum
(a nemuze byt souc¢tem kladného a zéporného ¢isla mensich nez ono samo, stejné tak nemuze byt
zéporné a souctem dvou zadpornych ¢isel mensich nez a). Podobné pro minimum o’ mnoziny M,
které je nutné zaporné, existuji ¢isla b/, € M, b # ¢, V', < 0 takovd, ze ' = b +¢’. Tim jsme
dostali Sest riznych prvkd mnoziny M, kterym odpovida Sest ruznych vektori z mnoziny A.
Tim je dukaz hotov. O

Uloha 2.2.5:

1. Mdme ddny stredy stran obecného n-tuhelniku v poradi, v jakém leZi na jeho hranici. Je
mozné tento n-uhelnik rekonstruovat?

2. Sestrojte pétithelnik podle pétice stredu jeho stran zadangch v potadi, v jakém leZi na jeho
hranici.*

RESENI:
1. Ozna¢me vrcholy neznamého n-thelniku po fadé Pp, Ps,... P, a dané stfedy jeho stran
postupné My, Mo, ..., M,, takze plati
2My =P+ P, 2Ms = P, + Ps3, 2M, = P, + P; .

Musime zjistit, kdy ma tato soustava n rovnic s nezndmymi P;, P, ... P, pravé jedno
feSeni. Je-li n liché, ze soustavy plyne

P =2My — P, =2M —2Ms+ Py =---=2M; — 2Ms +2M35 — ---+2M,, — P,
odtud P; je dano jednoznacné vztahem

Py =M —My+ Mz —---+ M,

ech—-03], str. 30-31, upravena uloha 4.
!5 bech-03 30-31 5 tiloha 4
6 [bar-95], str. 33-34, tiloha 366.
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a podobné najdeme dals{ vrcholy P;. Je-li n sudé, je
Py =2My —2Ms +2M3 — --- — 2M,, + Py,
coz je splnéno praveé tehdy, kdyz
My+Ms+---+Myy =M+ Mg+ -+ M,.
Pokud je tato podminka splnéna, soustava rovnic pro P; je linedrné zavisla a existuje

nekone¢né mnoho reSeni, neni-li splnéna, soustava nema feseni. Rekonstrukce je tedy mozna
pravé tehdy, kdyz je ¢islo n liché.

2. 7 predchozi ¢éasti plyne, ze hledany pétithelnik P, P, P3P, Ps je jednoznacné urcen stiedy
My, ..., M, nebot jeho vrcholy P; maji vyjddieni

Py = My — My + M3 — My + Ms,

Py =2M; — Py = My + My — M3+ My — Ms,
Py =2My — Py = =My + My + M3 — My + Ms,
Py =2M3 — P3 = M; — My + M3+ My — Ms,

Ps=2My — Py = —M; + My — M3+ My + Ms,

ze kterych je snadné provést jejich konstrukci. Napiiklad P, = My + MsMs + My Ms,
atd. O

Uloha 2.2.6: Je ddn trojuhelnik ABC. Oznaéme X,, Xp, X, obrazy libovolného bodu X po tadé
v soumeérnostech podle stredu stran BC, AC, AB. Dokazte, Ze primky AX,, BX,, CX. maji
spolecny bod."

"Pavodni tloha.
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RESENI:
Pro stiedy Ay, By, Cq stran BC, AC, AB a obrazy X,, Xp, X. bodu X plati

1 1
A1:§(B+C')=§(X+Xa), odtud Xe=B+(C-X,
analogicky pak
Xp=A+C—-X, X.=A+B-X.

Pro stied P tsecky AX, proto plati

1 1
P:§m+Xazim+B+C—Xy
Ze soumérnosti ziskaného vyjadieni ovsem plyne, ze bod P je také stfedem tusecek BX, a C X,
je to tedy spolecny bod v8ech ti{ uvazovanych pirimek. O

Uloha 2.2.7: V konveznim ctyrihelniku ABCD body Ty, T, T3, Ty oznacuji postupné tézisté
trojuhelniki BCD, ACD, ABD, ABC. Necht body A1, B1, C1, D1 jsou body soumérné sdruzené
s body A, B, C, D po Tadé podle stiedu Ty, To, T3, Ty. Dokazte, e ABCD je rovnobéznik prdvé
tehdy, kdyz A1B1C1 Dy je rovnobéznik.'®

RESENI:
Pro teéziste Ty, 15, T3, T4 trojuihelniku ze zaddni plati
1

T
=3

1 1 1
(B+C+D), T=3(A+C+D), Ty=3(A+B+D), Ti=3(A+B+C).
Bod A; je soumérné sdruzeny s bodem A podle stiedu 77, plati tedy

1 2 2 2
Tl:i(A+A1) neboli A1:2T1—A:—A+*B+§C+*D,

3 3
analogicky
9 2 9 2 92 9 2 2 9
Bl=-A—B+-C+Z%D Ci=ZA+-B-C+ZD D =ZA+2B+ZC—-D.
173 T30t 1=34+3 T3 1=ga4+38+g

18[grb-03], str. 17, tloha 3.2, fesenf vlastni, bez komplexnich &fsel uzitych ve zdroji.

66



A1B1C1 D1 je rovnobéznik pravé tehdy, kdyz By — Ay = Cy — D1, coz lze podle predchozich
vyjadieni zapsat rovnosti

5 5 5 5 — =
-A—-B=-D—— li AB=DC.
3 3 3 30, neboli C

Odtud jiz plyne, ze A1 B1C1D1 je rovnobéznik pravé tehdy, kd& ABCD je rovnobéznik, nebot
—

posledni vlastnost 1ze vyjadfit pravé vyse odvozenou rovnosti AB = DC. 0

Uloha 2.2.8: Méjme libovolng Sestitihelnik ABCDEF a necht Ay ,By ,Cy,Dy,E1,Fy jsou

po Tadé tézisté trojuhelniku ABC, BCD, CDE, DEF, EFA, FAB. Pak vznikly Sestitihel-
nik A1B1C1D1E1Fy md rovnobéiné a stejné dlouhé protilehlé strany. Dokazte.™

RESEN(:

Protilehlé strany Sestithelniku A B1C1D1E1Fy jsou stejné dlouhé a rovnobézné pravé tehdy,
kdyz plati A1B1 = E1D1, B1C1 = F1E; a C1D; = A1F;. Dokdzeme pouze prvni rovnost,
ostatni se dokdzou analogicky. Tézisté zkoumanych trojihelnikii maji vyjadieni

1 1 1 1

proto pro jimi uréené vektory plati

— 1 — 1 0
AiB1=3(D-4), EDi=3(D-4).

Uloha 2.2.9: Méjme ctyrihelnik ABCD a necht A1B1C1D1 je ctyrihelnik tvoreny tézisti
trojihelniku BCD, CDA, DAB, ABC. Ukazte, Ze ABCD muzZeme zobrazit na A1B1C1D;
ve vhodné stejnolehlosti. Najdéte jeji stied Z a koeficient t.?°

RESEN{:

Pro zkouman3 tézisté podle znamého vzorce plati

1 1 1 1

19eng-97], str. 291, tloha E3.
20leng-97], str. 292, tiloha E4.
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odtud plynou rovnosti
—_— 1 1—

—

Bi1Cy = —gBC, C1Dy = —§CD, DAy = —gDA.

Vidime, ze hledana stejnolehlost musi mit koeficient ¢ = —%. Jeji stfed Z najdeme napiiklad
z rovnice pro vzor A a obraz A;:

— 1— 1
ZAi=—-<ZA,  meboli A -Z=-3(A-2),
3A1 +A=47, neboli (B+C+D)+A=47,

1
= A+ B+C+D).

Takto uré¢eny bod Z se nezméni zdménou poradi bodu A, B, C, D, a jde tedy opravdu o stied
stejnolehlosti, ktera ma pozadovanou vlastnost. O

Uloha 2.2.10: V trojuhelniku ABC oznacme P stred stredni pmcky rovnobézné se stranou BC.
Dokazte, Ze pro libovolny bod X plati 2XA + XB + XC' 4XP 21

C

A B
RESENI:
Oznatme @ a R stfedy stran AB a AC':
1 1
Q:§(A+B), Rzi(A%—C).

Pak QR je zkoumana stiedni pricka rovnobézné se stranou BC' a pro jeji stied P plati

1 1
=5;B+Q) =;24+B+0).

Odtud
_— —  — —
2XA+ XB+XC—-4XP=2A-X)+(B-X)+(C-X)—-4P—-X)=
=(R2A+B+C)—4X - (2A+B+(C)+4X =
Tim je rovnost ze zadani dokazana. O

2![pra~86], str. 104, tloha 5.39.
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Uloha 2.2.11: Reste rovnici XA+ XB+ XC = XD+XE kde A, B, C, D, E jsou dané body

a X je nezndmy bod (téze roviny). Popiste konstrukci vsech eseni a jejich pocet.22
RESENI:
Ekvivalentnimi tipravami dané rovnice postupné dostaneme:
—_ —  — —_— —
XA+ XB+XC=XD+ XF,
A-X+B-X+(C-X=D-X+F-X,
A+B+C-3X=D+F—-2X,

A+B+C 9 D+ FE
3 2 7

X=A+B+C—-(D+E)=3-
X =37 - 28,

kde T je téziste AABC a S stied usecky DE. Rovnice mé tedy jediné feSeni X, a to lze psét
ve tvaru

.
X=T+2T-58)=T+2ST,

coz je zaroven navod pro konstrukci bodu X z bodta T a S, jejichz sestrojeni je trividlni. O

Uloha 2.2.12: Dokazte, Ze je mozné sestrojit trojuhelnik, jehoZ kaZdd strana je shodnd a rov-
nobéznd s jednou téznici daného trojuhelniku.?3

RESEN{:

Necht D, E, F jsou po fadé stiedy stran BC, AC a AB daného trojtihelniku ABC'. Pro vektory

urcujici téznice t_;“ iy a t. z obrdzku vycCteme, ze

B+C - A+C > A+ B
Y 4 f-p-B=2TY_p f-_p_c="2T

2 2 2

Nékteré tii vektory tvoii trojuhelnik, pravé kdyz jsou vsechny t¥i nenulové, zadné dva nejsou

rovnobézné a jejich soucet je roven nulovému vektoru. Prvni dvé podminky jsou pro nase vektory

to, ty, te ziejmé splnény, nebot téznice AD, BE, C'F maji nenulovou délku a kazdé dvé z nich

se protinaji. Déle z pfedchoziho vyjadieni vektoru dostaneme

toa=D— A= - C.

- - o1
ta+tb+tc:§(B+C+A+C+A+B)—(A+B+C):5.

Jde tedy skutecné o trojici vektoru tvoticich trojuhelnik. O

22[pra-86], str. 105, tloha 5.41.
23[lar-90], str. 380-381, tloha 8.3.2.
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Uloha 2.2.13: Nechf My, Mo, ... Mg jsou v prirozeném poradi stredy stran libovolného kon-
vexniho Sestithelniku A1As ... Ag. Dokazte, Ze existuje trojuhelnik, jehoZ strany jsou shodné a
rovnobéiné s useckami My Mo, MsMy, MsMg.?*

RESENI:
Vektory M1 My, M3My, MsMg tvoii trojihelnik, jestlize jsou nenulové, zddné dva z nich nejsou
rovnobézné a soucet vSech tii téchto vektoru je nulovy vektor. Nejprve si tyto vektory vyjadieme:

1 1 1
Mlzi(Al—i-AQ)a M2:§(A2+A3)7 M3:§<A3+A4)’

1 1 1
My=5(Aa+45), Ms=g(As+4s),  Ms=(As+ A1),

odkud
- 1
M1M2 = M2 — M1 = 5(143 — Al) R
- 1
MMy = My — Mz = (45 — A3),
- 1
M;s;Me = Mg — M5 = 5(141 — As).
7 vyjadieni je vidét, ze viechny tii vektory jsou nenulové, nebof body Aj, ..., Ag jsou vrcholy

Sestitthelniku, takze to jsou body navzdjem ruzné. Déle z obrazku vidime, ze vektory A1 As, A3As
a AsAj tvoii trojihelnik, tedy Zaddné dva z nich nejsou rovnobézné, a tedy ani mezi jejich ndsobky

My My, MsMy, MsMg nejsou zadné dva navzajem rovnobézné vektory. Na zavér ukazeme, ze
soucet vektoru My My, MsMy, MsMsg je nulovy:

0. O]

1
MMy + M3sMy + MsMg = 5(143 — A1+ A5 — A3+ A1 — As)

Uloha 2.2.14: V trojihelniku ABC rozdéluji body D, E, F po tadé strany BC, CA, AB
na tretiny tak, Ze |BC| = 3|BD|, |CA| = 3|CE|, |AB| = 3|AF|. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC
a DEF maji spolecné tézisté.?

#4[pra-86], str. 100, tiloha 5.1.
25 lar-90], str. 379-380, tiloha 8.3.1. Zobecnéni vysledku podéme v Uloze 2.2.16.
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RESENI:
Pro body D, E, F' ze zadani tlohy plati

1 1 2 1 1 2
D=B+-(C—-B)=-= =B E= “(A-C)Y==-A+=
+3(C ) 3C+3 , C+3( C) 3 +30,

1 1, 2
F=A+_.(B-A)=.B+:A
+35( )=3B+34,

1/1 2 1 2 1 2 1
T=-|= SB+ZA+= -B+-A)=-(A+B
3<3C+3 +3 +3C+3 +3> 3( +B+0C),

coz je zaroven i vyjadieni tézisté trojihelniku ABC. O

Uloha 2.2.15: Body D, E, F rozdéluji strany trojihelniku ABC' tak, Ze plati |BC| = 3|BD|,
|CA| = 3|CE| a |AB| = 3|AF|, podobné body G, H, I rozdéluji strany trojihelniku DEF' tak,
ze |EF| = 3|EG|, |FD| = 3|FH| a |DE| = 3|DI|. Dokazte, Ze strany trojihelniku GHI jsou
rovnobéziné se stranami trojihelniku ABC a Ze kaZdd strana trojuhelniku GHI md tretinovou
délku v porovndni s odpovidajici rovnobéznou stranou trojihelniku ABC .

C
1
i
AN
A B
RESEN{:
Podle zadani a obrazku vidime, ze plati
— — ) 1 2 1
BC =3BD neboli D—B:§(C’—B), odtud D:§B—|—§C,

26[lar-90], str. 390, tloha 8.3.9.
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analogicky

2 1 2 1
E=- —A F=-A+-B.
3C+3 ’ 3 +3
Pro body G, H, I pak podobné dostaneme
2 1 4 1 4 2 1 4 4 1
G 3E+3 9 —i-gB—i-gC, 3 +3D 9 —i-gB—i-gC,

2 1 1 4 4
I=-D+-FE=-A+-B+-C.
3 +3 9 +9 +9

Odtud pro vektory stran trojihelniku GHI méme

1 1 1
G-H=3(C-B), H-I=2(A-C), [-G=:(B-4),

coz je (vektorové zapsino) vsechno to, co jsme méli dokazat. O
Pozndmka:
7 odvozenych vyjadfeni bodu G, H, I plyne

3 1 3 1 3 1 1

4G+4 1 +4C It ﬁ +B+C)

posuzovanych trojihelniki ABC a GHI.

Uloha 2.2.16: Necht D, E, F jsou body zvolené po tadé uvniti stran BC', AC', AB trojuhelniku
ABC'. Dokazte, Ze trojuhelniky ABC a DEF maji spolecné tézisté pravé tehdy, kdyz plati rov-
nosti?’

|BD| |CE| |AF|
|DC|  |EA|  |FB|’

RESENT:
Necht body D, E, F jsou urc¢eny na strandch BC, AC, AB ¢isly k, I, m z rovnosti

— — — — — —
CD=kCB, AFE =1AC, BF =mBA,
COZ znamena, ze

D=kB+(1-k)C, E=IC+(1-D)A, F=mA+(1-m)B,

27[ira-00], str. 5, tloha 2, fesen{ vlastni, bez pouziti komplexnich &fsel.
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a také

|BD|  1—k ICE]  1-1 |AF|  1—-m
\DC|  k EA] 1 |FB|  m
Proto rovnosti ze zavéru zadani tlohy nastanou, pravé kdyz k =1 = m.

1. Plati-li k =1 = m, pak tézisté trojihelniku DEF', tedy bod s vyjadienim

1 1 1
SO+ E+F)=3(kB+(1-k)C+IC+ (1 -DA+mA+(1-m)B) = (A+B+C)

2. Maji-li trojihelniky ABC' a DEF spoletné tézisté T', pak
3r=A+B+C=D+FE+F,

neboli
A+B+C=kB+(1—-k)C+IC+(1-1)A+mA+(1—m)B,
odtud pak
(m—0DA+(k—-—m)B+(—k)C=20.

Protoze body A, B, C tvoii vrcholy trojuhelniku, jsou tyto body nekolinearni, a tedy
koeficienty v posledni kombinaci musi byt nulové, odtud k =1 = m. O

Uloha 2.2.17: Nechf ABC je trojuhelnik, bod T je jeho tézisté a M, N, P jsou body zvolené
postupné na strandch AB, BC, CA tak, Ze

|AM| |BN| |CP|

= = =k.
|MB| |NC| |PA]

Ddle necht Ty, To, T3 jsou postupné téZisté trojuhelniki AMP, BNM, CPN. Dokaste, Ze
trojithelniky ABC a ThT5T3 maji spolecné téziste.?

C

T;

T, T,
A B

28[bech-02], str. 31-32, prvn{ ¢ést tlohy 3. Jeji druhou ¢dst uvedeme pozdéji jako tlohu 3.2.60.
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RESENI:
7 rovnosti poméru ze zadani ulohy plynou vektorové rovnosti

— — P — — —
AM =kMB, BN=kNC, CP=FkPA,

odtud dostdvame vyjadieni pro body M, N, P:

1 1 1
M=——A+kB N=——(B P=— A).
k+1( +kB), k:+1( +kC), k+1(0+k )
Pro tézisté trojuhelniku ABC plati
1
a pro tézisté 11, T, T3 trojuhelniki AM P, BNM, CPN podobné
1 1 1
A+ M+ P)=— A+kA+A+EkB kA) = = 2A+2kA+ kB
(++)3k+(+ + A+ +C+)3k+1(+++0),
1 1 1 1 1
T = 3(B—l—M—i—N) 3 k+1(B+kB+A+kB+B+k:C) 3 1(A+2B+2kB+kC),
1 1 1 1 1
T3:§(C+N+P) 3 k (C+kC+B+kC+C+kA) 3 k+1(kA+B+QC+2kC).

G= (T + T, +Ty) =

3
:% 14:_11_1(2A+2k:A+k:B+C+A+2B+2kB+k:C+kA+B+QC+2kC):
1 1 1

Uloha 2.2.18: Uuniti stran BC, CA, AB trojihelniku ABC jsou zvoleny po Fadé body A,
Bi, Ci. Necht T, T,, Ty, T, jsou po Tadé téZisté trojihelniki ABC, AB1C:1, BC1 A, CA1 By,
konecné Ty a Ty jsou po Tadé tézisté trojuhelniku A1 B1C1, T, TyT.. Dokazte, Ze body T, T1 a Tb
lezi v primce.?”

C

A B

[gro-02], str. 139-140, tloha 9.2, a).
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RESENI:
Body A;, Bi, C; lezi uvnitt usecek BC, C A, AB, existuji tedy ¢isla a, b, c € (0, 1) takova, ze
Ay =aB+(1-a)C, By =bA+(1-0)C, Ci=cA+(1—-¢)B.

1

Ta:%(A—FBl‘i‘Cl): (1+b+c)A+(1—c)B+(1-0b)C),

W =

1 1
Tb:g(A1+B+Cl):g(CA+(2+a—C)B+(1_Q)C),
1 1
Tc:g(A1+B1+C):§(bA+aB+(3—a—b)C),

1 1
T1:g(A1+Bl+Cl):g((b+c)A+(a—c+1)B+(2—a—b)C),

1

3
e

Nyni vyjadiime vektory 1717 a TT5:

1
Ty (Ta+Tb+TC):§((1+2b+2c)A+(3+2a—2c)B+(5—2@—2b)0).

RN 1
Th =T, -T = 5((b+c—1)A+(a—c)B+(1—a—b)C),
RN 2
TTQZTQ—T: §((b+c—1)A+(a—c)B+(1—a—b)C’),
— —
odtud jiz vidime, ze T} = %TTQ, coz znamena, ze body T', T1, T, jsou kolinearni. ]

Uloha 2.2.19: Je ddn trojihelnik ABC, body M, N, P postupné na strandch AB, BC, CA a
body R, S, T na useckich MN, NP, PM tak, Ze

|AM| |BN| |CP| IMR| [NS| |PT|
IMB| |NC| |PA| |[RN|  |SP| |TM|

Dokazte, zZe trojuhelniky STR a ABC jsou stejnolehlé a Ze stred jejich stejnolehlosti nezdvist
na hodnoté parametru X. Jakou roli hraje tento stied v trojihelniku ABC 230

30[g01-07], str. 41, tiloha 2, pozménéno zadéni i fesent tlohy, ktera se tak stava piimym zobecnénim [/Jlohy 2.2.15.

A, 1-X, kde Xe(0,1).

A
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RESENI:
Ze zadanych poméru plynou vektorové rovnosti a vyjadieni bodu

. 1
AM = AMB, odtud M —A=XB-M) ncboli M =_——(\B+4),

(protoze A € (0,1), je A # —1). Analogicky
1 1
N=——\+8B P=—WA+C).
1+ /\( +B), 1+ )\( +0)

Dale pak

—_— —

MR=(1-MRN, odtud R—M=(1-)X)(N-R)
a po dosazeni za body M, N vychézi:

1
(2—MNR=N-AN+M = m(AC+B—)\QC—)\B+)\B+A).

Protoze A # 2, ma bod R odtud vyjadfeni

1 1
R=_— ——(A+B+XC-)\C)=

A+ B+ MO — )\
5 A T+ (A+ B+ AC =0,

24X — N2
analogicky

1
24 A=)\ 24 0= )\2

Neéktery bod H bude stiedem stejnolehlosti trojihelniku ST R a ABC, bude-li existovat (ziejmé
zédporné) ¢islo p, pro néz soucasné plati tii rovnosti

S (B+C+MA—-)NA), T (C+ A+ 2B - )\B).

S—H=p(A—H), T-H=p(B—H), R—H=p(C—H).

Po dosazeni do téchto ti{ rovnosti za body S, T, R dostaneme pro hledany bod H vztahy

1 1

= 1_p-2+>\_>\2(B+C+()\—)\2—p(2+/\—>\2))A),

H= 1_p-2+)\_/\2(A+C+(>\—>\ —p(2+ X —=)2))B),
1 1

H= (A+ B+ A= X —p2+1-2H))0O).

1—p 24+A—X2
Bod H proto bude mit ve v8ech tiech rovnostech stejné vyjadieni pravé tehdy, kdyz bude platit
A=A —p2+A-2)=1.

Odtud uréime vyhovujici p:

1—A+ X2 3

_ AT boli l-p=—° .
P==9 xR P=9 N x
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Stejnolehlost trojuhelniki STR a ABC' je tim dokazana a po dosazeni hodnoty 1 — p do které-
hokoliv ze tii vzorcu pro H vyjde vyjadieni jejiho stfedu ve tvaru

1
Vidime, Ze stfed H je nezavisle na parametru A tézistém trojuhelniku ABC. O
Uloha 2.2.20: Je ddn trojuhelnik ABC. Necht D a E jsou body, které rozdéluji stranu BC

na tretiny, pricemz bod D lezi mezi body B a E. Necht F je stred strany AC a G stred strany AB.
Konecné necht H je prisecik usecek EG a DF. Najdéte pomér |[EH| : |HG|.3

RESEN{:
Ze zadani plynou vektorové rovnosti

— 1— — 1— — 1— — 22—
AG = -AB, AF = -AC, BD = -BC, BE = -BC.
2 2 3 3
Nyni vektor Z?I vyjadiime dvéma zpusoby jako linedrni kombinace
— — — — — —
AH = AG + aGE, AH = AF 4+ bFD,

kde a, b jsou realna ¢isla vyjadiujici odpovidajici poméry. Nejprve vektory z pravych stran
—5

vyjadiime pomoci vektora AB a AC':

AB+ 2 (AC - AB) = 24C - 1 4B
+35( ) = 340 - GAB,

— — —_— 1— — 1— 1— — 1 /— —
FD=FA+AB+BD = —AC + AB + :BC = =2 AC + AB + 5 (AC - AB) =

2— 1—
=-AB - -AC.
3 6 ¢

31lar-90], str. 383-384, tloha 8.3.4.
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—
Dosadime do vyjadieni pro vektor AH a dostaneme

zﬁ:;£+a<§@_é£) _ <1_1a)ﬁ+§af?c,

— 1— 22— 1— 2 — 1 —
AH =-AC+0b|-AB—-AC ) =-bAB+ (- —=b) AC.
2 3 6 3 6
— — —
Vektory AB a AC jsou linearné nezavislé, obé vyjadieni vektoru AH tedy musi mit stejné

koeficienty:

b . a+4b = 3 . .3
b neboli da+b — 3 neboli a—b—g.

a =

N[ —=

[SSIN N

[NV
=

a =

Hledany pomér |EH| : |HG| mé proto hodnotu (1 —a) : a = O

wlbo

Uloha 2.2.21: V trojuhelniku ABC' jsou strany BC a AC rozdéleny body D a E tak, Ze plati
|BD|: |DC| =3 a |AE| : |[EC| = 3. Najdéte pomér |BP| : |PE|, kde P je prise¢ik AD a BE.3?

A B
RESEN{:
Podle zadéani v feéi vektoru plati
— 33— — 33—

9 . 7 ’ _) % % % H o . .
Necht a, b jsou ta kladn4 ¢isla, pro kterd AP = aAD a BP = bBE. Vektor AP muzeme vyjadrit
jesté jednim zpusobem, a to

— —_— — — —
AP =AB+ BP =AB +UBE.

—
V obou vyjddienich vektoru AP vSechny zastoupené vektory nahradime kombinacemi linedrné
— —

nezavislych vektorat AB a AC. Z prvniho vyjadieni nejprve dostaneme
— — — 33— — 3 —
AP =aAD =a (AB + 4BC’> =aAB + ZaBC.
— —_— —
Po dosazeni BC' = AC — AB dostaneme

— — 3 — 3 — 1 — 3 —
AP:aAB—FZaAC—ZaAB:ZaAB—{—ZaAC’.

32[lar-90], str. 391, tloha 8.3.11a.
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Podobné upravime druhé vyjadieni vektoru /TP:
— — — — — 33— — — 3 — — 3 —
AP:AB+bBE:AB+b(BA+5AC> :AB—bAB—i—gbAC: (1—b)AB+gbAC.

— —
Protoze vektory AB a AC tvoii bazi roviny trojihelniku ABC, musi se koeficienty u obou
vyjadieni rovnat, tedy musi platit soustava rovnosti

1, = _
%a 13 b neboli a=- a b=-
o = 5b
Hledany pomér |BP|: |PE| =1b: (1 —b) je proto roven 5 : 1. O

Uloha 2.2.22: V trojihelntku ABC jsou strany AC a AB rozdéleny body E a F tak, Ze plati
|AE| : |[EC| =4 a |AF|: |FB| = 1. Necht D je bod na strané BC a G je prisecik AD a EF.
Predpoklddejme, ze bod D je umistén tak, ze |AG|: |GD| = 3. Najdéte pomér |BD| : |DC|.33

C
D
A B
RESEN{:
Podle zadani v feci vektora plati:
— 4— — 1— — 33—
AE = -AC, AF = -AB, AG = -AD
5 2 5
—
Vyjadieme vektor AG dvéma zpusoby:
—_— 33— 3 /— —
AG:fAD:7< C+CD) ,
5 5
— — 1— —
AG:AF+FG:§A + F

Ozna¢me a, b ta ¢isla, pro kterd plati

— — — —
FG=aFE, CD=bCB.

—_— —
Vsechny vektory nyni vyjadiime pomoci linedrné nezavislych vektoru AB a AC. Predné

— 3 /— — 33— 3 —
AG =< (AC+ CD> = SAC+ SbCB,

33[lar-90], str. 391, tloha 8.3.11b.
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— —_— —
odkud po dosazeni CB = AB — AC dostaneme
AG = AC+ 2y (4B - 4C) = 201~ 5)AC + 2pAB.

—
Pro druhé vyjadreni vektoru AG

— —_— — 173 4R
s vyuzitim toho, ze FE = FA+ AE = —5AB + ; AC, dostaneme
— 1— — 4 —
AG = §AB — —aAB + gaA =—-(1—-a)AB+ —aAC

— —
Protoze vektory AB a AC tvoii bézi roviny trojihelniku ABC, musi se koeficienty u obou
vyjadieni rovnat, tedy musi byt splnéna soustava rovnic

s
olee |

-

1
b _ neboli a=—- a b=-.

a 3 9

(SIS
DOl 8

1
2

Hledany pomeér |BD|: |DC|= (1 —b) : b je proto roven 4 : 5. O

Uloha 2.2.23: Uvnitr stran AB a AC' daného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po Tadé body K, L

tak, zZe |AB| : |AK| = |CL| : |AL| = p. Dokazte, Ze primka KL prochdzi jednim a tymz bodem
34

bez ohledu na konkrétni hodnotu parametru p.

C

RESENT:
Oznacme

_|AB| _|CL]
P=1AK| ~ |AL|

Rovnosti [AK| = %|AB\ a|AL| = ﬁ]AC’\ znamenaji, ze

>1 (nebot |AB| > |AK]) .

KeA+iB-4) a LA+ (Cc—a).
p p+1

Ozna¢me r zkoumanou piimku K L, jejiz parametrickd rovnice je

r: X=K+k(L-K), keR.

34[pra~86], str. 105, tloha 5.43, zadéni upraveno.
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Po dosazeni K, L a tpravé dostaneme

1 1 1
r:X=A+-(B-—A +k<C—A —B—A),
p( ) p+1( ) p( )
r;X:<1—1+k>A+1_kB+ koo
p plp+1) p p+1

Vidime, Ze zvolime-li v posledni rovnici (v zévislosti na p) parametr k = p + 1, dostaneme vzdy
jeden a tentyz bod X = A — B 4 C. To je spoletny bod vsech uvazovanych piimek K L. (Jeho
geometricky vyznam je dan rovnosti X —C' = A— B, jez znamend, ze ABC'X je rovnobéznik.) [

Uloha 2.2.24: Body E, F, G, H lezi po Tadé uvniti stran AB, BC', CD, DA daného étyrihel-
niku ABCD tak, Ze plati

|AE| : |EB| = |BF| : |FC| = |CG| : |GD| = |DH| : |HA|.

Zjistéte, kdy je EFGH rovnobéinik.?

RESENI:
Déli-li body F, F, G, H strany ¢tyiihelniku ABCD ve stejném poméru, existuje ¢islo ¢ € (0, 1)
takové, ze soucCasné plati

E—A=t(B—A) neboli E=(1-t)A+1tB,
F—-B=tC-B) neboli F=(1-t)B+tC,
G—-C=t(D—-C) neboli G=(1-t)C+tD,
H—-—D=tA—D) neboli H=(1-t)D+tA.

EFGH bude rovnobéznik, pravé kdyz bude platit £ — F = H — G. Do této rovnosti dosadime
a dale ekvivalentné upravime:
(1-t)A+tB—(1—t)B—tC=(1—t)D+tA—(1—t)C —tD,
(I1-20A+2t—1)B+(1—-2t)C+ (2t—1)D =0,
(1-2t)(A—B+C—-D)=0.

35[eng—97], str. 298, tloha 11.
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Je-li ABCD rovnobéznik, tj. je-li vektor A — B + C' — D nulovy, je posledni rovnost splnéna
pro kazdé ¢t € (0,1). Neni-li ABC'D rovnobéznik, rovnost plati jediné v piipadé ¢ = %, kdy body
E, F, G, H jsou stiedy stran, takze FFGH je Varignonuv rovnobéznik z Pitkladu 2.1.4. O

Uloha 2.2.25: Strany AD, AB, CB, CD étyiihelniku ABCD jsou rozdéleny body E, F, G, H
tak, zZe |AE| : |ED| = |AF| : |FB| = |CG| : |GB| = |CH| : |HD|. Dokazte, 2e EFGH je
rovnobéznik.3

RESENT:
Oznacime-li

_|AF|
~ |AB|’

pak ¢tyti pomeéry ze zadani se rovnaji k : (1 — k) a plati

[AF| _ |AE| _ |CG| _ |CH| _

= = = =k.
|AB| |AD| |CB| |CD|

Z ptedchoziho dostavame, ze AE = kAD neboli E — A = k(D — A) a odtud
E=(1-kA+EkD.
Analogicky vyjadiime body F, G, H :
F=(1-kA+EkB, G=(1-k)C+EkB, H=(1-kC+EkD.
Z téchto rovnosti dostaneme
E-F=kD-B)=H-G,

— —
tedy FE = GH, a proto EFGH je rovnobéznik. O

36[lar-90], str. 390, tloha 8.3.10.
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Uloha 2.2.26: Oznacme F stied strany CD daného rovnobézniku ABCD. V jakém poméru
tisecka AF rozdéli dhlopricku BD 237

D C

RESENI: L
V rovnobézniku ABCD, plati AB = DC a AD = BC. Pro stied F strany DC' tak mame

—

l—= 1-—=

—

Oznatme FE prusecik uhlopficky BD s useckou AF a vyjadfeme vektor AE dvéma moznymi
— —
zpusoby jako linedrni kombinace vektoru AB a AD':

— — — — — 1— 1 — —
AE:aAF:a(AD+DF) :a(AD+2AB> = J0AB +aAD,
—_— — _ — —_— — — —

AE:AB+bBD:AB+b(—AB+AD> = (1—b)AB + bAD,

— , —_— —
kde a, b jsou redlnd ¢isla. Vyjadieni vektoru AFE je jednoznacné, nebot vektory AB a AD jsou
linedrné nezavislé, takze koeficienty v obou linedrnich kombinacich se musi rovnat:

1
Qazl—b a zaroven a =>b, neboli bzg.
Hledany pomér |BE|: |[ED|jetedy b: (1 —0)=2:1. O

Uloha 2.2.27: Méjme trojihelnik ABC'. TrFi rovnobéziné primky jdouct body A, B, C protinaji

stranu BC' a primky CA, AB postupné v bodech D, E a F. Body P, Q a R jsou kolinedrni a

rozdélugi usecky AD, BE a CF ve stejném poméru. Najdéte tento pomer.3®

37[1a1r790]7 str. 382-383, dloha 8.3.3, zadani upraveno.
38[gar-97], str. 221, tloha 4.
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RESEN{:
Piimky AD, BE a CF jsou podle zaddni rovnobézné, maji tedy stejny smérovy vektor, vyberme
—
napt. AD. Bod D lezi na tsec¢ce BC' (musi to byt podle zadani jeji vnitini bod), existuje tedy
€ (0,1) takové, ze
— — )
DC =tBC, neboli D=tB+(1-t)C.

—_— —
Pro souhlasné rovnobézné vektory EB || AD plati (jak vidime na obrazku, trojihelniky ADC' a
EBC jsou podobné):

— _ 1BCl=

EB=_""-AD = fAD
|DC|

— —
nebot z vektorové rovnosti DC' = tBC plyne, ze |DC| = t|BC|. Po dosazeni za bod D odtud
pro bod E dostaneme

1

1 1
E:B—E((tB—I—(l—t)C)—A) neboli E:tA—I—<1—t)C'.

_— —
Analogicky pro souhlasné rovnobézné vektory F'C || AD plati (jak vidime na obrazku, trojihelniky
ADB a FCB jsou podobné):
|BC|— 1

AD = ——AD
|BD| 1—¢ 7

—
FC =
nebot |[BD| = |BC| — |DC| = (1 — t)|BC|. Po dosazeni za bod D odtud pro bod F dostaneme

1 ) 1 t

Hledany pomér ozna¢me
|AP| _ |BQ| _ |CR|

|PD|  |QE|  |RF|

k= >0,
coz vektorové zapsano znamena, ze

— — — — — —
AP =kPD, BQ=kQE, CR=kRF.

Dosazenim do predeslych vektorovych rovnosti za body D, E, F ziskame vyjadieni bodu P, Q, R

1

P= D+ A A B 1—
k+1<k +A) = A ( +ktB+Ek(1-1)C),
1 1k 1

= E+ B A+ B i

Q=B+ B) = - (GA+B+k(1-)0),
1 1 k kt

R_k+1(kF+C) k+ 1(1ftA_1ftB+C)‘

Protoze body P, Q, R jsou podle zadani kolinearni, existuje realné ¢islo m # 0, 1, pro které plati

P=mQ+(1-m)R.
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Dosazenim za body P, @), R do této rovnice a po nasobeni ¢islem k 4+ 1 dostaneme

k(l—m)A_kt(l—m)
1-1¢ 1-t¢

k 1
A+/~ctB+k:(1—t)C:TmA~I—mB—|—km(1—E)C+ B+(1-m)C.
Body A, B, C jsou nekolinearni, proto se koeficienty na obou stranach u jednotlivych bodt musi
rovnat. Dostdvame tak soustavu rovnic

mk k—mk kt — ktm
l=—+ , kt=m-— ——,
t 1—¢ 1-—1¢

k—kt:km—kTerl—m. (2.8)

Prvni rovnici vynasobime ¢(1 —t), druhou 1 —t a tfeti ¢, tim ve v8ech tfech rovnicich odstranime
zlomky a dostaneme

t —t? = mk — 2mkt + kt kt — kt?> = m —mt — kt +mkt, kt — kt® = mkt —mk +t—mt.

Nyni od sebe odeéteme 2. a 3. rovnici soustavy (2.8) a vyslednou rovnici upravime s vyuzitim
toho, ze k+1#0:

m(l—1t)—kt(l—-m)=—-km(l—t)+t(l—m) = mA-t)Q1+k)=t1-m)(1+k) =
m—mt=t—-mt = m=t.
Po dosazeni m = t do dosud nevyuzité 1. rovnice soustavy (2.8) obdrzime
t—t* =kt -2kt + kt = *(1-2k)—t(1-2k)=0 = t1—-t)(1-2k)=0

Protoze t # 0,1, musi byt 1 — 2k = 0, takze hledany pomér mé hodnotu k = % ]

Uloha 2.2.28: Na strandch AB, AC, BC daného trojuhelniku ABC' jsou ddny dvojice ruznich
bodu oznacenyjch po fadé Cy a Co, By a By, Ay a As. Dokazte, Ze trojuhelniky A1 B1C1 a A3 BsCy

[C1Ca| _ [BiBs| _ |A14y]
|AB| |AC| |BC|

a dané body lezi na hranici trojuhelniku v jednom z poradi A, C1, Co, B, Ay, Az, C, By, Bo,
Tesp. A; 02; Cl} Bz AQ} Al} Cz B27 B1-39

39gol-08], str. 64, tiloha 4.
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RESENI:
Podle prvni véty zadani existuji nenulova realné ¢isla p, g, r, pro néz plati

—_— — _— — —_— —
0102 = ple7 BlBQ = qCA, A1A2 = TBC,

neboli N . N
Cy=C1+pAB, By = B1 +qCA, Ay = Ay +rBC. (2.9)

Nagim tkolem je dokazat ekvivalenci
1 1
5(141+B1+C1):§(A2+B2+02) — p=q=r,

nebot |p| = |¢q| = |r] vyjadiuje rovnost poméru délek tsecek a sgnp = sgng = sgnr popsand
poradi bodu ze zadédni ulohy. Levou rovnost ekv1valentne upravnne a to tak, ze do ni nejprve
dosadime vyjadfeni (2.9) a pak vyuZijeme rovnost CA = —AB BC

— — — — — —
Ai+Bi+Ci=A1+rBC+ By +qCA+Cy+pAB & rBC 4+ qCA+pAB =0 <
— — — — — —
rBC +q(—AB—BC)+pAB=d < (p—qAB+ (r—q)BC =9.

—_— —
Protoze body A, B, C tvoii trojihelnik, vektory AB a BC' jsou linedrné nezdvislé a posledni
rovnost je tedy ekvivalentni s rovnosti p = ¢ =r. O

Uloha 2.2.29: V konvernim ctyruheniku ABCD oznac¢me I prusecik uhlopiicek AC, BD
a predpokladejme, Ze primky AD a BC se protinaji v bodé E. Dokazte, Ze trojuhelniky EDC
a TAB maji spolecné téziste prave tehdy, kdyz AB || CD a |IC|? = |IA| - |AC|.2°

RESENI:
Bod I lezi uvnitt tsetek AC a BD, existuji tedy redlna ¢isla m,n > 0 tak, ze

— — — —
IC =-mIA, ID=-nlB.

Parametry m, n jsou pro feseni ilohy podstatné, nebot podminku AB || CD lze vyjadiit rovnosti
m = n a vztah |[IC|?> = |IA| - |AC| 1ze po vydéleni ¢islem |TA|? a s pithlédnutim k rovnosti
|AC| = |IA| + |IC| zapsat jako m? = m + 1. Bod E lezf na piimkach AD a BC, proto existuji
realna cisla a, b tak, ze

40[and-05], str. 57-56, tloha 1.
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— — — — —
IE=alC+ (1—a)IB=—-amlIA+(1—a)lB,
— — — — —
IE =bID+ (1—b)IA=(1—b)IA—bniB.

Protoze vektory f:l a fﬁ jsou linedrné nezavislé, musi se koeficienty u téchto dvou vyjadreni
vektoru I—é rovnat:
—am=1-—5b a 1—a=-bn.
7 téchto rovnic snadno vypoéteme neznamé a, b ve tvaru
14+n 14+m

= b:
“ 1—mn & 1—mn

(podminka mn # 1 je vyjaddfenim existence prusec¢iku E) a po dosazeni dostaneme
— — —
B — mn+mIA+mn+nIB‘
mn — 1 mn — 1

Teézisté trojihelniki FDC a I AB splyvaji pravé tehdy, kdyz

e o
E4+D+C=I+A+B, neboli IE4+ID+IC=1A+1B,
odtud pak po dosazeni za fg' a ﬁ)) dostaneme ekvivalentni vztah
— — —
IE=(14+m)IA+(1+n)IB.

— —
Diky linedrni nezavislosti vektorti I A, IB tak zkoumané splynuti tézist nastane pravé tehdy,
kdyz bude platit dvojice rovnosti

mn+m mn—+n
—=14+m a =14n,
mn — 1 mn — 1
které lze po odecteni 1 zapsat takto:
m+1 n+1
= =n. 2.10
mn — 1 m & mn — 1 " ( )

Soustavu (2.10) ted v oboru kladnych &isel m, n vyfesime. Piedné si v§imneme, ze v dusled-
ku (2.10) se vyraz
(m+1)(n+1)
mn — 1
rovna jak m(n + 1), tak n(m + 1). Z rovnosti m(n + 1) = n(m + 1) plyne m = n. Proto se
soustava (2.10) redukuje na jedinou rovnici

m—+1
2 =m,
m> — 1
z niz plyne
11— m—+1 +1_m+m2_ m
m Com2-1 Com2—-1 m-1

odtud po nésobeni éfslem m — 1 vychézi m? — 1 = m, neboli m?> = m + 1. Proto soustavé
rovnic (2.10) vyhovuji pravé ty dvojice kladnych ¢isel m, n, pro které plati m = n # 1 a
m?=m+ 1. O
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Uloha 2.2.30: V konveznim pétiihelniku ABCDE plati BC | AD, CD || BE, DE || AC a
AE || BD. Dokazte, Ze rovnéz AB || CE.*!

RESEN{:
Podle zadani existuji nenulova ¢isla ky, ko, k3, k4 takova, ze

— — e — — — — —
EA=1FkDB, DE=kCA, CD=FkBE, BC=FkAD,

a tedy
A—FE=k(B-D), (2.11)
E—-D=k(A-C), (2.12)
D—-C=k3(E-DB), (2.13)
C— B =ky(D— A). (2.14)
Sectenim rovnosti (2.11) a (2.12) dostaneme
(ko —1)A4+ (1 —k1)D = —k1B + koC', (2.15)

odtud v piipadé ki # ko bychom dostali, ze ptfimky AD a BC maji spoletny bod s dvojim
vyjadienim
kg -1 1-— kl —k1 k2
A D= B
ko — k1 +k:2—k:1 ko — k1 +k2—k1

coz odporuje tomu, ze AD || BC. Plati tedy, ze ki = ko, takze rovnost (2.15) lze upravit do tvaru

c,

(1-Fk)D—-A)=k(C-B).
Porovnanim s rovnosti (2.14) dostaneme

1—Kk
k1

ky = neboli kiks+ k1 =1. (2.16)

Analogicky predchozimu postupu po secteni rovnic (2.13) a (2.14) diky podmince AE || BD
dojdeme k zaveéru, ze ks = k4 a k1ks + kg = 1, coz spolu s rovnosti (2.16) celkové znamena, ze

ky=ky=ks=kys=k, kde k*+k—-1=0. (2.17)

“![pra-86], str. 100, tloha 5.4, fesen{ této pFevzaté tlohy je ptvodni.
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Sectenim rovnosti (2.12) a (2.13) pro k2 = k3 = k dostaneme
E-C=kA-C)+k(FE—-B)=k(A-B)+k(E-C).

Odtud vychazi (1 — k)(E — C) = k(A — B), takze s ohledem na rovnici (2.17), kterou ¢islo k
— —

spliiuje, dochazime k zavéru, ze rovnéz AB = kEC.

Poznamka:
V prubéhu feseni jsme ukézali, ze ve zkoumaném pétitthelniku ABCDE plati pro poméry rov-
nobéznych tsecek rovnosti

|AE| |DE| |CD| |BC| |AB| +5-1
|\BD| |CA| |BE| |AD| |EC|] 2

Ani tyto rovnosti jesté nezarucuji, ze zkoumany pétitihelnik je pravidelny. Vrcholy A, B, C' lze
totiz zvolit libovolné a k nim uréit vrcholy D a F pomoci rovnosti

1 1 1 1
_ﬂ?—3+ﬂy-a EZJ%%A_Vz%B

D=A +C. U

Uloha 2.2.31: Nechf ABCDEF je konvexni Sestivhelnik. Primky AB o EF, EF o CD, CD
a AB se protinaji postupné v bodech P, Q, R. Primky BC a DE, DE o FA, FA a BC se
protinaji postupné v bodech S, T, U. Dokazte ekvivalenci*?

|AB| |[CD| |EF| |BC| |DE| |FA|
IPR| — |RQ| ~ |QP| US| ~ ST| — |TU|"
&
E’/ \ C
P — - »R
A B

RESEN{:
S ohledem na symetrii stac¢i dokdzat pouze implikaci zleva doprava. Predpoklddejme tedy, ze pro
nékteré k > 0 jsou splnény rovnosti

|AB| _|CD| |EF| 1

|PR] [RQ| |QP| &’

42[bal-97], str. 48-51, tiloha 9, Fesen{ vlastn.
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Pak pro odpovidajici vektory plati
R—P=k(B-A)), Q—R=k(D-0C), P—-Q=k(F-FE).
Sectenim téchto tii vektorovych rovnosti s ohledem na k # 0 dostaneme
0=(B—-A)+(D—-C)+(F—FE) neboli A—-F=(B-C)+(D—-E).
Na§im cilem je dokéazat, ze konstanty k1, ko, k3 z rovnosti
S—-U=kKk(C-B), T—-S=k(F—-D), U-T=k3(A-F)

se navzdjem rovnaji (nebot pak se budou rovnat i podily z pravé strany ekvivalence ze zadani
ulohy). Sectenim téchto ti{ rovnosti dostaneme

0=k (C—B)+ko(E—D)+ks(A-F),
odtud po dosazeni za A — F' z diive odvozené rovnosti obdrzime
0= (kl — kg)(C — B) + (kg — k3)(E — D) .

—_— ——
To vzhledem k linedrni nezavislosti vektoru BC' a DE znamen4, ze k1 — k3 = ko — k3 = 0 neboli
k1 = ko = k3. O

Uloha 2.2.32: Na uhloprickdch ABy a C Ay bocnich stén trojbokého hranolu ABC A1B1C1 jsou
vybrdny po Tadé body E o F tak, Ze primky EF o BC1 jsou rovnobézné. Vypoctéte pomér délek
usecek EF o BCy.*

Cl Bl

A

RESENI:

—
Vyjadieme nejprve vektory ihlopiicek AB1, C Ay, BC| jako linedrni kombinace vektoru @ = C'A,
S0 =

b=CB,¢=CCy = AA; = BBy (které jsou ziejmé linedrné nezavislé):

e — — e -
AB1=AC+CB+BBy=-ad+b+2¢,

43[jur-96], str. 96-97, tiloha 3.8.
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—_— —_— — —_— —_— —— N
CA=CA+AA =d+ ¢, BC,=BC+CCy=-b+7C.
Bod E lezi na usecce ABj, existuje tedy redlné ¢islo x € (0,1) takové, ze
SN SN . — — — -
AE =xABy =x(—d+b+¢), odkud CE=CA+ AE =(1—2z)d+ xb+ zcC.
Podobné bod F' lezi na tsec¢ce C'Ap, existuje tedy redlné ¢islo y € (0,1) takové, ze
— — .
CF =yCA| =ya+yc.
—
Vektor E'F', ktery mé tudiz vyjadieni
— — NN —
EF=CF—-CE=(x+y—1)d—azb+ (y — z)c,
—
je ovSem podle zaddni rovnobézny s vektorem BC. Existuje tedy realné ¢islo z, pro které plati
— — -
EF =2BCy = —zb+ zcC.

—
Porovnédnim koeficienti u obou vyjadieni vektoru E'F jako kombinaci linedrné nezavislych vek-
toru @, b, ¢ dostdvame soustavu rovnic

r4+y—1=0, —r=—z, Yy—r=2.
Resenim této soustavy je & = z = % ay= % Pro hledany pomér dostavame
|EF| 2 1
= |2 = —.
|BCY| 3 [

Uloha 2.2.33: Na hrandch DA, DB ctyrsténu ABCD jsou zvoleny po Tadé body Ay, B,
na useckich BA1, CB1 pak po tadé body M, N, ptricemz tsecka MN je rovnobéind s rovi-
nou ACD. Z rovnosti

|DB;| =m|DB], |CN| = p|CBy], |BM| = q|BA,|

vyjddrete éislo ¢ pomoci ¢isel m a p.*4

H[jur-96], str. 97-98, tloha 3.9.
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RESEl:II: . N .
Zavedme jesté ¢islo n rovnosti |[DA;| = n|DA| a oznacme @ = DA, b = DB, ¢ = DC (tyto

vektory jsou zfejmé linedrné nezavislé). Tii zadané a jednu zavedenou rovnost zapisme vektorovée
—_— — - — — — —
DAl :n(i, DBl :mb, BM:qBAl, CN:pCBl
_— — =
a vyjadreme vektory DM a DN jako linedrni kombinace vektoru @, b, ¢:
—_— _ = R - _ —_— —
DM = DB+ BM = b+ qBA, =b+¢ (DA1 —DB) = qnd + (1 — q)b,
— —_— — — _— — -
DN =DC+CN = é+pCB; =é+p (DB1 - DC) = pmb + (1 — p)Z.
—_—
Odtud pro vektor M N dostavame
N .
MN = DN — DM = —qnd+ (pm — 1+ ¢q)b+ (1 — p)c.

—_—
Podle zadani je vektor M N rovnobézny s rovinou AC'D, coz znamend, Ze je linedrni kombinaci
—_—

vektoru d, ¢, a proto koeficient u vektoru b v predchozim vyjadieni vektoru M N je nulovy

—

(vektory @, b, € tvoii bézi). Plati tedy rovnost
pm—14qg=0, neboli q=1—pm,
coz je hledany vztah mezi ¢isly m, p, q ze zadéni tlohy. O

Uloha 2.2.34: Necht A, B, C, D jsou ¢tyri nekomplandrnd body v prostoru. Najdéte mnoZinu
stiedi viech rovnobéiniki, jejichz vrcholy lezi postupné na useckich AB, BC, CD, DA%

D

RESEN{:
Vrcholy P, Q, R, S uvazovanych rovnobézniku, které lezi po fadé na useckach AB, BC, CD,
DA, muzeme zapsat ve tvaru

P=tA+(1-1)B, Q=uB+ (1—-u)C,

43[bar-95], str. 16, tiloha 184.
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R=vC+(1-v)D, S=wD+ (1-w)A,

kde t,u,v,w € (0,1). Ctyithelnik PQRS je rovnobéznik pravé tehdy, kdyz se jeho tihlopiicky
navzajem puli, tedy pravé kdyz maji spoleény stied X :

1 1
X = §(P—|—R) = 5(@—1—5).
Po dosazeni do této rovnice za body P, @, R, S dostaneme
tA+(1—-t)B+vC+(1—v)D=uB+ (1 —u)C+wD+ (1 -w)A.

Protoze body A, B, C', D nejsou komplandrni, musi se koeficienty u jednotlivych bodu na obou
stranach rovnice rovnat, coz vede na soustavu rovnic

t=1—-w, 1—-t=u, v=1—-wu, l-v=w.
Cisla u, v, w vyjadifme v zavislosti na t¢:
u=1-—t, v=1—u=t, w=1—-v=1-t.
Stred X rovnobézniku PQRS mé pak vyjadieni

A+C
2

B+ D
2 )

1

X
2

(tA+ (1 —t)B+tC+(1—t)D) =t +(1—1)
kde t € (0,1). Stredy vSech popsanych rovnobézniku PQRS tedy lezi na dsecce spojujici sttedy
usetek AC a BD. Naopak kazdy bod X této tsecky je stfedem toho rovnobézniku, jehoz vrcholy
maji vyjadieni z ivodu feSeni, ve kterych polozime u = w =1—1 a v = t, kde t je jako dfive
zminény parametr bodu X na nalezené tisecce. Tato tsecka je tedy hledanou mnozinou. O

Uloha 2.2.35: Je ddn nerovinny Sestithelnik, jehoZ protéjsi strany jsou rovnobézné. DokaZte,

e stiedy viech $esti jeho stran lezi v jedné roviné.*

RESENI: . L
Ozna¢me Sestithelnik ABCDFEF a uvazujme vektory b = AB, ¢ = AC, d = AD, € = AFE,

46[bar-95], str. 40, tloha 424.
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N —
f = AF. Protoze podle zadani jsou protilehlé strany rovnobézné, existuji redlnd cisla u, v, w
takova, ze

b=u(d—é), —b=uv(E-f), d—zc=uwf.

Kdyby byly vektory J: €, f linedrné zavislé, v roviné jimi uréené by lezely i vektory l_;, c—b
ad— ¢, a tedy i vektory b a ¢, takze Sestithelnik ABCDEF by byl (v rozporu se zadénim)
rovinny. Tak jsme vysvétlili, ze vektory d_; €, ]F jsou linearné nezavislé. Sec¢tenim vypsanych ti{
rovnic dostaneme

d=ud+ (v —u)é+ (w—ov)f.

Porovnanim koeficienti u jednotlivych linedrné nezavislych vektoru na obou strandch rovnice
dostavame, ze u = 1, v = 1 i w = 1. Protilehlé strany Sestitthelniku jsou tedy nejen rov-
nobézné, ale taky stejné dlouhé. Protoze thlopiicky kazdého rovnobézniku se navzajem puli,
z rovnobézniki ABDE, BCEF a CDF A vidime, 7e uisecky AD, BE a C'F maji spoleény stied,
ktery oznacime P. Sestithelnik je tedy stfedové soumérny podle stredu P. Staéi tedy dokazat,
ze stiedy G = 3(A+ B), H = 3(B+C), I = 3(C+ D), J = (D + E) stran AB, BC, CD,
DE lezi ve stejné roviné, nebot v nf leZi i stied P dsecky G.J, a tedy i stiedy zbylych stran EF
a FA, které jsou soumérné sdruzené se stiedy H, I podle stiedu P. Vsimnéme si, ze plati

— 1 1—

HI:§(C+D—B—C):§BD,

— 1 1 /— — 1 /— — —
GJ=5(D+E—-A-B)= (BD+AE>: (BD+BD):BD,

2 2
— —
kde rovnost AE = BD jsme ziskali z rovnobézniku ABDE. To znamend, ze HI || BD || GJ, a
tedy body G, H, I, J jsou skutecné komplanarni. O

Uloha 2.2.36: V roviné nebo prostoru je ddno Sest bodii Ay, As, As, A4, As, Ag takovych, e
em’stuje sest tTOjdhean/kﬁ A1A2A3, A2A3A4, A3A4A5, A4A5A6, A5A6A1, A6A1A2. Vime TLCLUZ/C,

stiedové soumérny, a pak rozhodnéte, zda je nutné rovinng (nebo miize bijt i prostorovy).*”
RESENI:

Tezisté 11, ..., T uvedenych trojihelniku maji vyjadieni

1 1 1
leg(A1+A2+A3), T2:§(A2+A3+A4), T3:§(A3+A4+A5)’

1 1 1
T4:§(A4+A5+A6), T5:§(A5+A6+A1)7 T6:§(A6+A1+A2)'
Odtud pro stiedy uhlopticek T1Ty, ToTs a T5Ts zkoumaného Sestithelniku 1115157, 15Ty plati
1 1 1 1
§(T1 +Ty) = 6(141 + Ay + Az + As+ As + Ag) = §(T2 +1T5) = §(T3 +T5) .

Vsechny tii tusecky proto maji spoleény stied, Sestitthelnik je tedy stfedové soumérny podle
stredu O = %(A1 + Ay + A3+ Ay + As + Aﬁ)

47[bom-96], str. 110-111, tloha 9.5, Fesen str. 113-114.
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Na prtikladu ukazeme, ze zkoumany stfedové soumérny Sestithelnik nemusi byt rovinny.
Zvolime-li body Aj, ..., Ag ve vrcholech krychle podle obrézku (pro jednoduchost piseme jen in-

dexy bodt), budou jednotliva tézisté 17, . . ., T podle kritéria dokdzaného v nasledujici Poznamce
tvorit nerovinny Sestithelnik; vektory A A4, AsAs, A3Ag totiz nelezi v jedné rovineé. O
Poznamka:

K 1loze dopliime vlastni vysledek o tom, ze zkoumany Sestivihelnik TiT5T5TyTs1Tg je rovinng

pravé tehdy, kdyz jsou vektory A1Ay, AsAs, A3Ag komplandrni. Pred dukazem zduraznéme, Ze
posledni podminku spliuji i nékteré nerovinné Sestiihelniky Ay Ao A3A4A5A¢g. Piiklad je mozné
sestrojit opét na vrcholech krychle (viz obrézek s vyznacenou trojici zavislych vektoru; vsech
Sest teézist T; zfejmé leZi v roviné rovnobézné s predni a zadni sténou, jez m4 od nich vzdalenosti
v poméru 1 : 2).

Dukaz kritéria rovinnosti:
Povsimnéme si, ze z pravé dokdzané soumeérnosti podle stiedu O plyne, ze je Sestitthelnik

T 15 T5T4 15T, rovinny pravé tehdy, kdyz jsou vektory OT 1, OTQ, OT3 linearné zavislé. Vyjadieme

je jako linearni kombinace vektora A1 Ay, AsAs, A3Ag:

- 1 1
o1 = 6(2A1+2A2+2A3—A1—A2—A3—A4—A5—A6) = 6(A1+A2+A3—A4—A5—A6) =

1 1 1
——A1 Ay — Ay A5 — —A3A
6 1434 6 2415 6 3416
1 1
OT2 = 6(2A2+2A3+2A4—A1—Ag—Ag—A4—A5—A6) = 6(A2+A3—|—A4—A1—A5—A6) =

95



1 1 1
=—-A1 Ay — - AxA5 — —A3A
g — pA2ds — LAz

— 1 1
OT3 = 6(2A3+2A4—|—2A5—A1—A2—A3—A4—A5—A6) = 6(A3+A4+A5—A1—A2—A6) =

1 1 1
=_-A/A —AsAs — —A3A5.
614+625 636

7 koeficientu nalezenych linedrnich kombinaci sestavime determinat

1 1
-3 g .
D=det| 1 ry--- v - - - - - __ " 4y,
¢ § 1 § 216 + 216 216 216 216 216 54 7
6 6
—_ — —

Protoze determinant je nenulovy, vektory OTy, OTs, OTj jsou linedarné zavislé pravé tehdy, kdyz
jsou linearné zavislé vektory A1Ay4, AsAs, A3Ag. Tim je kritérium rovinnosti dokézéno.

Uloha 2.2.37: V prostoru jsou ddny dva pravidelné pétivhelniky A1B1C1D1E a Ay BoCoDo E

se spoleéngm vrcholem E, které nelezi v jedné roviné. Dokazte, Ze primky A1As, B1Bo, C1Co,
48

D1 Dy jsou rovnobézné s néekterou rovinou.

RESENI: % . . . 7 . . 7’ 7’ . 4 o % %
Vektory ECy a EDq vyjadiime jako linedrni kombinace linedrné nezavislych vektoru F A1, EB;.
Existuje zfejmé jednoznacné dana ctvetice ¢isel p,q,7,s € R takova, ze

EC, =pFEA +qEBq, EDi =rFEA; +sEB;.

Podobné vektory ECy a E Dy vyjddiime jako linedrni kombinace linedrné nezavislych vektoru
—

—
EAs, EB>. Protoze kazdé dva pravidelné pétithelniky jsou navzajem podobné, musi byt koefi-
cienty v téchto linearnich kombinacich stejné jako v prvnim ptipadé:

ECy = pEAs + qEB>, EDy =rEAy + sEDBs .

48[jur-96], str. 100, tloha 3.6*.
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. .o . o % %
Ptedchozi rovnosti vyuzijeme k vyjadieni vektorta C1Cy a D1 Do :

C1Cy = FECy — ECy = p(EAQ — EAl) + q(EBQ — EBl) = pA1A2 + q¢B1 B>,

D1Dy = EDy — EDy = r(EAy — EA)) + s(EBy — EB;) = rA1 Ay + sB1 By .

—_— . ——

Vektory C1C5 a D1D5 jsou tedy rovnobézné s rovinou urcéenou vektory A1 As a B Bs. Viechny

—_

Ctyti piimky Ay As, B1 By, C1Cy, D1Ds jsou tedy rovnobézné s rovinou urcéenou vektory AjAs
—

a B DBs. O

Na zaveér této kapitoly vyfesime nékolik tloh, které svym zadanim sice nepatii do afinni
geometrie, avSak v jejich feSenich hraji afinni vypocty rozhodujici roli.

Uloha 2.2.38: Nechf ABCD je kosoctverec a M, N, P jsou vnitrni body stran AB, BC', CD.
Ukazte, Ze tézisté trojihelniku MNP lezi na primce AC, prdavé kdyz |AM| + |DP| = |BN|.*°

RESENI:
Necht body M, N, P déli strany AB, BC, CD v pomérech danych &sly m,n,p € (0,1):
— — — — — —
AM = mAB, BN =nBC, DP =pDC'.
7 téchto vektorovych rovnosti pro body M, N, P plynou vyjadieni
M=(1-m)A+mB, N =(1-n)B+nC, P=(1-p)D+pC.

Protoze ABCD je podle zadani tdlohy kosoctverec, a tedy plati |AB| = |BC| = |BD], je
podminka ze zadani |[AM|+ |[DP| = |BN| ekvivalentni podmince m|AB| + p|DC| = n|BC|,
neboli m + p = n.

Pro tézisté T trojihelniku M N P plati

T:%(M+N+P): (1—=m)A+mB+ (1—n)B+nC + (1—p)D +pC) =

W =

“9bech-02], str. 20, dloha 4.
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:%((1—m)A—|—(1—n+m)B+(n+p)C+(1—p)D)-

Protoze ABCD je kosoc¢tverec, plati D — C = A — B. Po dosazeni do predchoziho vyjadfeni
za bod D = C' 4+ A — B dostaneme

T:%((1—m)A+(1—n+m)B+(n+p)C+(1—p)(C'+A—B)):

= (2= m—p)A+(m+p-n)B+(n+1)0).

Bod T lezi na piimce AC jen tehdy, kdyz je linedrni kombinaci bodu A a C' (body A, B, C' tvoii
trojuhelnik), takze koeficient u bodu B v nalezené kombinaci musi byt nulovy, neboli m+p = n,
coz jsme méli ukazat. O

Uloha 2.2.39: Je ddn trojuhelnik ABC' s obsahem S, uvniti trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou
ve stredech stran trojihelniku ABC, je libovolné zvolen bod U. Oznacme A’, B', C' po radé
obrazy bodi A, B, C' v soumérnosti se stiedem U. Dokazte, Ze Sestitihelnik AC'BA'CB’' md
obsah 25.5°

RESEN({:

Oznacme 7 trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou ve stiedech stran trojihelniku ABC' (jde tedy
o trojihelnik tvoreny stiednimi pfickami trojihelniku ABC). Jestlize bod U je totozny s té-
zistém T trojihelniku ABC (U = T), je tvrzeni ulohy splnéno, nebot pak pro obsahy diléich
trojuihelniku plati

Sasc = Susc, Sprac = Svac , ScraB = SUAB -

V pripadé U # T, ozna¢me U’ prozatim libovolny vnitini bod trojihelniku ABC'. Protoze obsah
zkoumaného Sestitthelniku je roven souctu obsahu tii étyiihelniku AC'BU’, BA'CU’, CB'AU’,
bude tvrzeni tlohy zfejmé platit, kdyz se ndm (pro dané U) podaii bod U’ vybrat tak, aby
vSechny tii zminéné ¢tytihelniky byly rovnobézniky. Protoze pro bod U plati

1 1 1
U:§(A+A/):§(B+B/)25(04—0,),

50[cze-11], tiloha 2, krajské kolo MO, kategorie A, 18. ledna 2011.
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maji body A’, B, C' vyjadieni
A=2U—A, B =20-B, C=20-C.

Zminéné ctyiihelniky budou rovnobézniky pravé tehdy, kdyz budou mit tsecky AB a C'U’,
BC a A'U’, AC a B'U’ spolecny stted (tj. kdyz bodou odpovidajici dvojice bodu ekvipolentni),
neboli

1 1 1 1 1 1
—(A+B)==(C"+U", ~(B+0C)==(A"+U"), —(A+C)==(B'"+U").
2 2 2 2 2 2
Piedchozi rovnosti budou zfejmé splnény préavée tehdy, kdyz bod U’ bude mit vyjadient
U=A+B+C-2U, neboli U =3T—-2U, neboli U —-T=-2U-T),

kde T = %(A + B+ C) je tezisté trojuhelniku ABC'. Posledni odvozend rovnost znamend, ze
hledany bod U’ je obrazem bodu U ve stejnolehlosti se stiedem T a koeficientem —2. V této
stejnolehlosti je ovSem obrazem trojihelniku 7 vychozi trojihelnik ABC, takze vnitini bod U
trojuhelniku 7 se opravdu zobrazi na vnitini bod U’ trojihelniku ABC, jak jsme pottebovali
dokazat. O

Uloha 2.2.40: Nech? D a E jsou body zvolené po fadé na strandch AC a AB trojihelniku ABC
tak, Ze tsecka DE neni rovnobéind se stranou BC. Necht F a G jsou body zvolené po tadé
na useckdich BC a ED tak, Ze

|BF| |EG|  |BE|

|FC| |GD| |CD|’

Dokazte, ze primka GF je rovnobéind s osou 1ihlu BAC .5t

RESENI:
Body D a E lezi postupné na tseckach AC' a AB, existuji tedy ¢isla p, g € (0,1), pro kterd plati

odkud plyne
|BE| = (1-p)|[AB] a |CD|=(1-q)|AC].

1kin-02], str. 1-2 a 4, pitklad 2 — Crux Problem 2333.
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Nyni ozna¢me pomér ze zadani

|BF| _|EG| _|BE]
= = = >0

t = = = .
|FFC| |GD| |CD|

7 téchto podila délek plynou dvé vektorové a jedna skalarni rovnost
— — — —
BF =tFC, EG =tGD, |BE| =t|CD|.
7 posledni rovnosti po dosazeni délek z prvni véty feSeni obdrzime:
(1-p)|AB| = t(1 — q)|AC]. (2.18)
Pro body F', G pak po dpravé a dosazeni za E a D dostdavame vyjadieni

_ B+1tC G_E+tD_(1—p)A+pB—|—t((1—q)A+qC)

F = =
t+1 7’ t+1 t+1
—

Odtud pro vektor GF' vychazi

B+tC—(1-p)A—pB—1t(1—-q)A—1tqC
t+1 B

GF=F—-G=

(1-p)B—(1-p)A—t(1—-q)A+t(1—q)C _(1—p)AB+t(1— q)AC

t+1 t+1

(-p)-|AB| ( AB  AC
N t+1 |AB| ~ |AC| )’

—
pricemz pro posledni rovnost jsme vyuzili vztahu (2.18). To ovSem znamend, ze vektor GF' je

redlnym nasobkem vektoru ‘ﬁ—% + %, coz je smérovy vektor osy tihlu BAC, nebot séitané
vektory jsou jednotkové smérové vektory jeho ramen. O

Uloha 2.2.41: Necht T je téziste trojihelniku ABC a necht d je piimka protinajict strany AB
a AC v bodech By a C1 tak, Ze body A a T nejsou touto primkou oddéleny. Dokazte, Ze pro
obsahy ctyrihelniku BB1TCy, CC1T By a obsah trojihelniku ABC plati

4
Sep,Tcy, + ScoyTB, > §SABC-

Dile urcete, kdy v dané nerovnosti nastane rovnost.>?

52[bech-07], str. 38-39, tloha 6.3.
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RESENI:

Oznaéme D stied strany BC' trojthelniku ABC a M prusecik tsetek AD a B1Cy. Déle zaved me
nasledujici poméry

|AM|

TAn

|AD]

|ACH | 4 |AB| _5
|AC| ’ |AB] ’
kde «a, 3, v jsou kladnd realnd ¢isla mensi nebo rovna 1. Pro dotyéné vektory pak plati
— — — — — — — 22— — 1 — —
ACT = aAC, AB, = (AB, AM =~AD, AT = gAD, AD = §(AB + AC).
_— ——
Nejprve najdeme &islo v v zavislosti na « a 8. Pro vektory M B; a M C] mizeme pséat nasledujici

rovnosti:

Aﬂh:ABy—AM:ﬂAB—yADzﬁAB—5(AB+AC>:<ﬂ—§>AB—§AC,

Mq:AQ—AM:am%ﬂAD:ww—§QB+A®:Hiﬂﬂ«a—aAC.

Nenulové vektory M By a MC1 jsou ovSem linedrné zavislé, existuje tedy redlné ¢islo k takové,
—_

—_
ze MC7 = kM By, po dosazeni

— — — kv —
—IAB+(a—l)AC:k<ﬁ—l)AB—41AC.
2 2 2 2
—_— —
Vektory AB a AC jsou linedrné nezavislé, a tedy koeficienty u téchto vektori na obou stranach

rovnosti se musi rovnat, odtud

y ol
k= a _75 = _57 , po upravé v = 200 .
-2 B3 atf
Protoze body A a T podle zadani nejsou od sebe piimkou d = B1C; oddéleny, je
|AM| _ |AT| 2 2a8 2
=— > —=_, dtud > —. 2.19
TT4D| < 14D| ~ 30 "N Ay 53 (2.19)

101



Pro obsah ¢tyiidhelniku BB, T'C plati:

Sep,rcy = SaBc, — Sarc, — SATB, -

Nyni najdeme poméry obsahu jednotlivych uzitych trojihelniki k obsahu trojihelniku ABC.
Vyuzijeme pfitom pravidlo: Shoduji-li se dva trojihelniky v jedné strané a v jednom k ni
prilehlém thlu, pak jejich obsahy jsou ve stejném poméru jako jejich druhé strany ptilehlé
k onomu 1hlu.

SABCl - ’AC&’ - SAT01 - SAT01 - 1' ‘AT’ ' ‘ACl‘ o«

- =, - - - )
SaBc ‘AC‘ SaBc 25 ApC 2 ‘AD’ ’AC‘ 3
Sarp, _ Sarp, 1 |AT| . |AB| B J6]

Sapc  2Saps 2 |AD| |AB|  3°

Po dosazeni tak dostavame

o 2c0 —
Spprc, = aSapc — gSABC - gSABC =3 ﬂSABC :
Analogicky 1ze odvodit vyjadireni
20 — «

Scers, = B 5 SaBc -

Po dosazeni dokazovand nerovnost ze zadani piejde do tvaru
200 — 20 — 4 4
a3ﬁ+ ﬂ3a2§, neboli a—i—ﬂzg.

Z jiz difve odvozené podminky (2.19) pro ¢isla «, 8 plyne 3o > a + (3, odtud pak s ohledem
na ziejmou nerovnost (z + )2 > 4xy mame

4
(art B)* = daf > <(a + ),
odkud po vydéleni éislem a + 3 plyne
4
[ > —.
t8=3
Tim je nerovnost dokazana.
Rovnost nastane, jen kdyz a = 8 a zaroven % = %, coz znamend o = = % Pravé tehdy
tsecka B1Ch prochézi tézistém T a je rovnobéznd s primkou BC. O

Uloha 2.2.42: Necht M je vnitind bod ctyrsténu ABCD. Dokaste, Ze
— —_— — —_— .
Vveep - MA+ Viyracp - MB + Vyapp - MC + Vyrape - MD =0,

kde Vxyzw oznacuje objem ctyisténu XY ZW .53

53 [dju—06], str. 72, uloha 5. Rovinnou analogii vysledku uvedeme pozdéji jako piiklad 3.1.21 a dukaz provedeme
odlisnym zpusobem zalozenym na uziti skaldrniho souéinu.
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RESEN{:
Ozna¢me postupné Ay, By, Cy, Dy pruseciky piimek AM, BM, CM, DM s protilehlymi sténami
Ctyfsténu. Protoze pro objemy jehlanu se spoletnou podstavou plati napiiklad

MA
VvBep = |]AAll|’ -Vagenp ,

je dokazovand rovnost ze zadani ekvivalentni s rovnosti

MA — MB| — MCy| —= MD
IMA o IMB| MG s [MD

MD =¢o
- : =0.
|AA;| | BB | |CC | |D D |

Protoze bod M lezi uvniti ¢tyisténu ABCD, existuji kladnd redlna ¢isla a,b, ¢, d takova, ze
a+b+c+d=1abod M ma vyjadieni

M =aA+bB+dC +dD.
Protoze bod Aj lezi v roviné BC'D, existuji redlna cisla b/, ¢/, d’ takova, ze

A =bVB+JC+dD.

| M A
[AAL]

P1i oznaceni \ = pro odpovidajici vektory plati

—_— —
MAy = NAAy, odtud M =XA+ (1 — )\)Al .
Dosazenim diive vypsanych vyjadieni za M a A; do pfedchozi rovnosti dostavame
aA+bB+dC+dD =X A+ (1-N)(VB+JC+dD).

Porovnanim koeficient u bodu A (body A, B, C, D jsou nekomplanérni, a tedy piislusné koefi-
cienty z obou stran se musi rovnat) dostaneme A = a. Odtud plyne prvni ze ¢tyi analogickych
rovnost{

|MAy| |MBy| |MCy| | M Dy |

|AA; | ’ | BB | ’ |CC | ’ |DD;|
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7 vyjadieni pro bod M, které piepiSeme do tvaru

&= aAM + bBM + cCM + dDM ,

po dosazeni nalezenych poméru za a, b, ¢, d jiz dostaneme rovnost, o které jsme v ivodu treseni
dokazali, ze je ekvivalentni s rovnosti ze zadani dlohy. O

Uloha 2.2.43: Necht dand rovina protind bocéni hrany VA, VB, VC, VD pravidelného étyr-
bokého jehlanu ABCDV wve wvnitinich bodech, které oznacime postupné M, N, P, Q. DokaZte

rovnost >
1 1 1 1

+ = + :
VM| VP [VN|[  [VQ

RESENI:
Bez djmy na obecnosti muzeme predpokladat, ze |VA| = |VB| = |VC| = |VD| = 1. Déle
oznacme velikosti
VM| =m, [VN|=n, |VP|=p, VQl=q.
_— — — —_— L, — —
Vyjadieme vektory NM, NP, N(@Q jako linearni kombinace vektora @ = VA, b=VB,¢c=VC
(které jsou linedrné nezavislé):
RN N RN o — — — -
NM=VM—-VN =ma—nb, NP=VP—-VN=pcZ—nb,
_— = — — - — — - — — -
NQ=VQ-VN=qVD —nb=q(VA+ AD) —nb=q(VA+ BC)—nb=
. I — — g
=q(@+VC—-VB)—nb=qd— (n+q)b+ qc,
— —_—
(pfitom jsme vyuzili rovnosti AD = BC). Protoze body M, N, P, Q lezi podle zadéni v jedné
_— — —
roviné, vektory NM, NP, NQ jsou linedrné zavislé. Determinant sestaveny z Kkoeficientu u li-

nedrnich kombinaci téchto vektoru je tedy nulovy (nebot vektory d, 5, ¢ jsou linedrné nezavislé).
Plati tedy

m -n 0
det | O -n p | =0,
q —n—q (¢

54[jur-96], str. 96, tloha 3.7.
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odtud
—mnq —npq +mp(n+q) =0, neboli mngqg + npg = mnp + mpq.

Po vydéleni posledni rovnosti nenulovym ¢éislem mnpq (protoze M, N, P, @ jsou podle zadéni
vnitini body hran, je m,n,p,q # 0 a tedy také mnpq # 0) dostdvame

1,11
m p n o q O
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Kapitola 3

Aplikace skalarniho soucinu

3.1 Priklady teoretického vyznamu

Obecna tvrzeni o vektorech

Priklad 3.1.1: Pro libovolné vektory @, b plati: |@ + b|% + |a@ — b|? = 2(|@|2 + |b]?). Dokazte.*
RESENI:

Uzitim vlastnosti skalarniho sou¢inu upravime levou stranu dokazované rovnosti

—

@+ b>+|@—b2=(@+ba+b)+(@—ba—b)=
= |a@* + [B]* +2(@, b) + |a]* + |b]* — 2(@,5) = 2(|a]* + |B]) - =
Priklad 3.1.2: Pro libovolné vektory d, l;platz’ ld| = \5] prdvé tehdy, kdyz a+b L @—b. Dokaste.2

RESENT:
Na rovnost |@| = |b|] budeme aplikovat ekvivalentni upravy:

(@a) = (b)) &  (@+b)=b(@i-b)+b)=(hb) &
& (@+ba—b)+{(@+0bb)—(b,a—0b)—2bb)=0 <«
& (@+ba—b)= & d+bla-b. -

Na dokazany vysledek se budeme mnohokrat v dalsim textu odvolavat jako na vztah
@ =0 < a+bla-b. (3.1)
Piiklad 3.1.3: Dokazte, Ze pro libovolné ¢tyri body A, B, C, D v roviné ¢i prostoru vidy plati®

|AB|® +|CDJ? — |BC|® — |ADJ> = 2(AC, DB).

![pra-86], str. 100, tiloha 2.
2[pra—86], str. 100, tloha 3.
3[eng-97], str. 293, tiloha ES.
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RESEN{:
V levé strané dokazovaného vztahu prejdeme k velikostem vektorii a ziskany vyraz ekvivalentné
upravime:

—_— —_ — —_ —_ —_— — —_—
|ABJ? + |CD|> — |BC|? — |ADP = |ABJ? + |CD|? — |BD + DC|? — |AB + BD|? =
— — e — — — _— — —_— —
= |AB|* +|CD|* — |BD|* - |DC|* — |AB|* - |BD|* — 2(BD, DC) — 2(AB, BD) =

_ — — — _ — e —
= —2(BD,BD + DC + AB) = 2(DB,AB+ BD + DC).

—
Protoze druhy vektor v poslednim skalarnim sou¢inu je roven vektoru AC, je zadand rovnost
dokazana. O

Pozndmka:
Dokéazané tvrzeni mé néasledujici dusledky.

e V libovolném ctyfihelniku ABCD, jakoz i ve ¢tyisténu ABCD plati:
AC 1 BD < |AB* +|CDJ* = |BC|* + |ADJ?.
e Pro délky stran a uhlopficek libovolného lichobézniku ABC'D se zdkladnami AB a CD

plati rovnost 2 + f2 = b? + d? + 2ac, kterou dostaneme z odvozené rovnosti zdménou bodii
Bac(C:

¢+ f2~ ¥~ d* = |AC + |BD[* ~ |CBJ* ~ |ADJ? = 2(AB, DC) = 2ac,

) - pus A
nebot vektory AB a DC jsou souhlasné rovnobézné.*
D
3 C
\C
e
/””’ f )
A a B

e Rovnobéznikova rovnost e?+ 2 = 2(a? +b?) (viz déle pitklad 3.1.5), kterd se odvodi stejné
jako predchozi ,lichobéznikova* rovnost, kdyz se polozi d = b a ¢ = a.

e Vyjadfeni délky téznice trojuhelniku pomoci délek jeho stran. K tomu celu doplnime
trojuhelnik ABC na rovnobéznik ABCD s uhlopfickami a a 2t,. Podle rovnobéznikové
rovnosti plati

1
a? +4t2 = 20* +2¢*, odtud t = Z(%Z +2¢% —a?).

4Dodejme, ze v kazdém konvexnim &étyfihelniku ABC D plati nerovnost e+ f2 < b2 +d%+2ac podle Poznamky
za tlohou 3.2.50.
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Piiklad 3.1.4: Dokaste, e pro libovolné ¢tyri body A, B, C, V v roviné nebo prostoru plati®

(AB,CV) + (CA,BV) + (BC,AV) = 0.

C

A B

RESENI:
Vyjadieme vSechny vektory na levé strané rovnosti pomoci vektoru s pocate¢nim bodem A a
pak zkoumany soucet upravme:

(AB,CV) + (CA,BV) + (BC,AV) =
= (AB,~AC + AV) + (- AC,—AB + AV) + ( — AB + AC, AV =

— —(AB,AC) + (AB,AV) + (AC, AB) — (AC,AV) — (AB, AV) + (AC,AV) = 0.

Tim je rovnost ze zadani ilohy dokazana. O

Pozndmka:

Jsou-li body A, B, C vrcholy libovolného trojihelniku, pak dokdzand rovnost znamena, ze
prusecikem dvou vysek prochdzi vyska tieti, nebot jsou-li dva ze séitanct v dokdzané rovnosti
rovny nule, je roven nule i teti s¢itanec.

Jsou-li body A, B, C, V vrcholy libovolného ¢tyfsténu, vyjadiuje dokdzana rovnost tvrzeni,
ze jsou-li dvé a dvé protéjsi hrany Ctyfsténu na sebe kolmé, je na sebe kolma i tieti dvojice
protilehlych hran.

5[kui-89], str. 84.
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Rovnobéznost a kolmost ve ¢tyriihelniku

Piiklad 3.1.5: Dokaste rovnobéznikovou rovnost 2(a? + b?) = €% + f2, kde a,b jsou délky
sousednich stran libovolného rovnobézniku a e, f jsou délky jeho whlopricek.

RESENI: S BN
V rovnobézniku ABCD ozna¢ime @ = AB = DC, b= BC = AD, &= AC, f = DB. Pak ziejmé
€=d—+b, f =b—d, takze pro délky uhlopticek plati
e =leP =la+b>=a’+0*+2@b), fP=|fP=pb—a?=b"+a’-2(ba).
Sec¢tenim téchto dvou rovnosti dostaneme
4 f2=a?+b>+2(@b) +b*+a® - 2(b,@) = 2(a® + b?).
Tim je dukaz hotov. Zopakovali jsme vlastné postup z feseni Piikladu 3.1.3. O

Piiklad 3.1.6: Necht P,Q jsou stredy ihlopricek libovolného étyrihelniku ABCD. Dokazte
Eulerovu rovnost:

a2+bQ+C2+d2:€2+f2+4’PQ|2,
kde a, b, ¢, d jsou délky stran dotycného cétyiihelniku a e, f jsou délky jeho thlopricek.
D

RESENT:

Oznacime vektory @ = ABLE BC, ¢ = CD d= ﬂ €= A_C)‘ f EB Protoze ABCD je

Ctyfuhelnik, je d + b+c+d= _6'. Pro stfed P tsecky AC a stied @ usecky BD plati
1 1
:§(A+C) a Q:§(B—|—D).
Déle oznacime s vyraz rovny rozdilu délek tsecek z dokazované rovnosti
s=a’+ b2+ +d>—e— f2—4PQ)?.
Podobné jako pii feseni Ulohy 3.1.5 muzeme psét:

=eP=a+b?=a’+0*+2(Gb), f=eP=|d+ad=d+d+2(@d),

5[pra-86], str. 105, tloha 5.42.
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1
a® +c*+2(a,e)).

(B+D A— C) =_.|la+cf = 4(

P2
PQ !

N

Tato tii vyjadieni nyni vyuzijeme k uréeni diive definovaného rozdilu s:

s=a’+ b+ +d>—a>—bv>—2(@,b)—a>—d*—2(a@,d) —a®> - *—2(a,c) =

= —2d® - 2(@,b) — 2(@,d) — 2(@,¢) = —2(@,a+b+c+d) = —2(a@,d)=0.

Tim je Eulerova rovnost dokazana. O

Pozndmka 1:

Protoze néktery ctytihelnik je rovnobéznik, pravé kdyz stiedy jeho uhlopticek splyvaji, ma
dokéazand Eulerova rovnost tento dusledek: Délky stran a tihlopiicek ¢tytihelniku ABC D spliuji
vztah

a2—|—b2—|—c2—|—d2:(32+f2

tehdy a jen tehdy, kdyz ABCD je rovnobéznik. V kladném piipadé pfejde uvedend rovnost (po
dosazeni ¢ = a, d = b) v rovnobéznikovou rovnost 2(a? + b?) = €? + f? z Ulohy 3.1.5.

Pozndmka 2:
Uvedeny dukaz Eulerovy véty vede rovnéz k zavéru, ze pro libovolné ¢tyii body A, B, C, D
v prostoru plati rovnost

|AB|? + |BC|* + |CD|* + |DAJ* = |AC|* + |BD|* + 4| PQ)|?,
kde P, @ jsou stfedy dvojic bodu A, C a B, D. Odtud plyne obecné nerovnost

|AB|? + |BC|* + |CD|* + |DA|* > |AC|* + |BD|?, (3.2)

—_— —
v niz rovnost nastane v jediném piipadé — kdyz AB = DC'. VylepsSeni tohoto vysledku v podobé
nerovnosti

2|AB| - |CD| + |BC|* + |DA* > |AC|* + |BD|? (3.3)

uvedeme v Uloze 3.2.50.7 Jesté viak dodejme, Ze rovnost v nerovnosti (3.3) nastane praveé tehdy,
—_— —
kdyz vektory AB, DC jsou bud souhlasné rovnobé&zné, nebo je aspoil jeden z nich roven &,
— —_—
podminka AB = DC tedy neni nutna.

"Diky zfejmému odhadu 2 + y* > 2xy (z,y € R) je skuteéné (3.2) disledkem (3.3).
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Priklad 3.1.7: Uhlopfz’éky ctyruhelniku ABCD jsou navzdjem kolmé, prdavé kdyz pro délky jeho
stran plati rovnost a®> + ¢ = b? + d?. Dokazte.’

D e C
J ' b
4 — B
A a

RESENI:
Vektory urc¢ené stranami a ihlopfickami ¢tyiihelniku ABC' D ozna¢me jako obvykle (viz obrézek)
a na zadanou rovnost aplikujeme ekvivalentni dpravy:
A+ =vV+d® o |@P+]EP-pr-ldPr=0 <
& |e-bP+|-e—dP-pP-|dP=0 &
s e+ B2 - 2(Eb) + |€ + |d|* + 2(e
& (@e-b+dy=0 & (§-c-b)=0 & (@EfH=0.

Skaldrni soucin (€, f) se rovnd nule, pravé kdyz jsou vektory € a f, a tedy i uhlopticky AC a
BD, navzajem kolmé. O

Priklad 3.1.8: Uhlopfz'éky ctyrihelniku jsou navzdjem kolmé pravé tehdy, kdyz spojnice stredi
jeho protilehlijch stran maji shodné délky. Dokazte.”

D\

A

-

RESENI:
Necht K, L, M, N jsou postupné stiedy stran AB, BC, CD, AD ¢tyithelniku ABCD :

1 1 1 1
K:§(A+B), in(3+c)7 M:§(C+D), N:§(A+D).

8[eng-97], str. 293, tloha E6; [pra-86], str. 100, tiloha 5.5. Tvrzen{ rovnéz plyne z vysledku Pifkladu 3.1.3, jak
jsme uvedli v Poznamce za jeho feSenim.

9[eng797], str. 293, dloha E7. Tvrzeni lze také snadno dokézat geometrickou ivahou o tom, kdy je Varignonuv
rovnobéznik z Ptikladu 2.1.4 pravouhelnikem.

111



Mame dokazat, ze plati ekvivalence

— — — 2 — 92
AC 1L BD <& |MK| =|NL|",

upravujme proto ekvivalentné rovnost z jeji pravé strany:
(K—M,K—-M)—-(L-N,L-N)=0 <
1 1
S Z<C+D—A—B,C+D—A—B>—Z<A+D—B—C,A+D—B—C>:0
— 9 ——9 —_— — — 9 —— 9 —_— ——
&  |AC|"+|BD|" +2(AC,BD) — |[CA|” = |BD|” —2(CA,BD) =0 <
—_— — —_— —— —_— —— — —
< 2(AC,BD)+2(AC,BD)=0 < (AC,BD)=0 <& AC L1 BD.
Piiklad 3.1.9: Dokazte Eulerovu vétu: V libovolném ctyrihelniku ABCD plati

|AC? + |BD|?* = 2(]MN|* + |PQP*),
kde MN a PQ jsou spojnice stiedi jeho protilehlijch stran.”

RESENT:

Jsou-li body M, N, P, () po fadé stiedy stran AB, CD, BC, DA, plati pro né vyjadieni

1 1 1 1
odtud
— 1 1/ — — — 1 1 — —
MN:f(C+D—A—B):f<AC+BD), PQ:f(A+D—B—C):7<—AC+BD),
2 2 2 2
a proto plati

9 9 1 — =09 1 — =9 1—>2 1——>2 1 — —
1,— 1= 1 — — 1 1
+=|AC]?> + Z|BD|? — Z(AC, BD) = -|AC|* + =|BD?,
4 4 2 2 2
coz je pozadovana rovnost.

9[eng-97], str. 298, tloha 7.
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Piiklad 3.1.10: Pro libovolny étyrihelnik ABCD dokazte vétu: Pro kazdy bod X plati rovnost
|AX|? + |CX|? = |BX|? + |DX|? prdvé tehdy, kdyz ABCD je pravouhelnik.*!

RESEN{:
Na rovnost prepsanou pro velikosti vektoru

[AX|" +|CX[* = |BX[" + DX
budeme po piechodu ke skalarnim sou¢inim aplikovat ekvivalentni upravy:
[AX[" + |CX[* - [BX|" - |DX|" =
[AB + BX|* + |CX|* - |BX|* - |DC + CX|* =
|AB|? + 2(AB, BX) — |DC|* = 2(DC,CX) =0,
[AB[? + 2(AB, BC + CX) — | DC|* = 2(DC,CX) =0,
|AB|? +2(AB, BC) + 2(AB,CX) — |DC|* — 2(DC,CX) =0,
[AB[* — |DC|* +2(AB, BC) + 2(AB — DC,CX) = 0.

Posledni rovnost je splnena pro kazdy bod X pravé tehdy, kdyz plati AB DC (nebot hodnota
—

skalarmho souc¢inu <AB DC CX) Je nezav1s1a na volbé bodu X jediné tehdy7 kdyz vektor

AB - DC j je nulovy; pak mé i rozdil ]AB|2 |DC’\2 nulovou hodnotu) a zaroven (AB BC) = 0

Prvni podminka znamend, ze ABCD je rovnobéznik a druhd podminka, ze vektory BC’ a AB
jsou navzajem kolmé. To nastane zaroven pravé tehdy, kdyz ABCD je pravouhelnik. O

Priklad 3.1.11: Dokazte, Ze ctyruhelnﬂ{: ABCD je rovnobéznik prdvé tehdy, kdyz se pro li-
bovolny bod M skaldrni soucin (MA MC) lisi od skaldrniho soucinu (MB MD) o stejnou
hodnotu, kterd na volbé bodu M nezdvisi. Ddle ukaZte, Ze v pFipadé rovnobéiniku ABCD je tato
hodnota rozdilu skaldrnich soucini rovna nule, prdvé kdyz je ABCD pravoihelnik.'?

RESENI:

Oznacme

s(M) = (MA,MC) — (MB, MD)
a pro libovolné dva body M;, My najdéme vztah mezi hodnotami s(My), s(Ms). Plati

S(MQ) = <M2A,MQC> — <M2B,M2D> = <M2M1 + M1 A, MMy + M10>—

—(MyM; + My B, MyM; + MiD) = |MyM;|* + (M My, My C) + ( My A, M My )+

H(MA, M C) — |MyM;y | — (Mo My, Mi D) — (M B, MyM, ) — (MyB, My D) =

Hleng-97], str. 298, tloha 2.
2Prvnf ¢ast z [pra-86], str. 102, tloha 5.16, druhd ¢ést z [eng-97], str. 298, iiloha 10.
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= (M A, MiC) — (MyB, M D) + (Mo My, MiC + My A) — (MyMy, M, D + M;B) =

= <]\4'1147 M10> — <M1B, M1D> -+ <M2M1, M{A+ M{C — MB — M1D> =
_— — —
= s(My) + (MaM;,DC — AB)

_— — —
M4-1i platit s(My) = s(Ms), musi byt <M2M1, DC — AB> = 0. To mé4 byt splnéno pro libovolné
— —

body Mj, Ms, a tedy musi platit AB = DC'. Naopak z této rovnosti (jez charakterizuje rov-
nobézniky ABCD) podle odvozené rovnosti obecné plati s(M;) = s(Mz). Tim je prvni tvrzeni
prikladu dokéazano.

D C

v,
u

A B
"M

V prlpade rovnobézniku ABCD do rovnosti definujici hodnotu s(M ) dosadime za vektory
MB MA+u MD=MA+9, MC=MA+1u+7, kde & = AB U= AD Dostaneme

— —
s(M)=(MA,MC) - {(MB,MD) = (MA,MA+ @+ 0)— (MA+i@,MA+7) =

= (MA, MA) + (MA, @)+ (MA,5) — (MA, MA) — (MA, ) — (MA, @) — (i, 5) = (i, 7),
takze s(M) = 0 pro kazdy bod M pravé tehdy, kdyz (i, ¥) = 0 neboli A—B) L E O

Priklad 3.1.12: Pro libovolny tétivovy étyrihelnik (tj. ctyrihelnik, kterému lze opsat kruznici)
dokazte: Sest primek vedenych vidy stiedem jedné strany kolmo k protilehlé strané prochdzi
jednim bodem M . Uhlopfz’éky jsou zde rovnéz povaZovany za dvé protilehlé strany. (Bod M se
nazjvd Mongeovym bodem daného tétivového cétyrihelniku. '

13[eng-97], str. 299, tloha 17.
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RESEN{:

Oznatme O stied kruznice opsané uvazovanému tétivovému ctyiihelniku ABCD. Z rovnosti
|OC| = |OD]| v trojihelniku OCD je jasné, ze vektor kolmy ke strané C'D je napiiklad vektor
%(C’—I—D) — O, tedy vektor ze stiedu O do stfedu usecky C'D. Je to i ve shodé s vysledkem (3.1),

— —_
podle kterého z rovnosti |OC| = |OD| plyne

— —_— — —_—  — C+D
CD:ODOCLOD+OC:2( : o>.
Proto pfimka prochézejici stfedem strany AB a kolm4 na stranu C'D ma& rovnici
1 1
PAB : X:§(A+B)+t-§(C+D—20), teR.
Analogicky rovnice piimky prochézejici stfedem strany C'D a kolmé na stranu AB m4 tvar
1 1
pep - X:5(0+D)+s-§(A+B—2O), seR.
Nyni zapiSeme rovnici pro spoletné body piimek pap a pcp (jez mohou byt i totozné)
papNpcp: A+B+t(C+D—-20)=C+ D+ s(A+ B —20),
A4+ B+tC+tD —-2t0O=sA+sB+C+ D —2s0.
Protoze posledni rovnice je splnéna pro s =t = 1, na obou primkach lezi bod M s vyjadienim

M=-(A+B+C+D-20).

1
2
Jelikoz vzorec pro bod M se nezméni pii jakékoliv permutaci bodu A, B, C, D, prochézeji
bodem M i ostatni ¢tyfi, analogickym zptusobem znacené, piimky ppc, PAD, PAC, PBD- ]

Vlastnosti obecného trojihelniku

Piiklad 3.1.13: Dokazte Thaletovu vétu: Je-li bod O stred dsecky AB o délce 2r, pak pro kaZdy
bod X mizny od bodii A, B je thel AX B pravyj prdvé tehdy, kdyz |OX| = r.14

LN

A B

“Vektorovy dikaz tohoto klasického vysledku je pievzat z [kui-89], str. 88.
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RESENT:
Protoze podle zadéni |OA| = |OB| = r, je podminka |OX| = r ekvivalentni s rovnost{ skaldrnich
soucinu
—_— — e
<OX7 OX> = <OA7 OA> .
— —
Na tuto rovnost aplikujeme ekvivalentni upravy s pirihlédnutim k rovnosti OA = BO:

(OX,0X)—(0A,04)=0 &  (OX—0A,0X+04)=0 <

— —_— — _ — T
& (A0+0X,0X+BO)=0 &  (AX,BX)=0 & [<AXB| = 3.
Tim je Thaletova véta dokazana. O

Piiklad 3.1.14: Jako doplnék k Thaletové vété z Prikladu 3.1.13 dokazte ndsledujici tvrzent:
Vsechny body X dané roviny ABC, které vyhovuji podmince

_ — —_— ——
(AX.CX) = (OB, AX),
tvori Thaletovu kruznici sestrojenou nad primérem AB.1°

RESEN{:
Zkoumanou rovnost postupné upravime:

_ —_— — _ — —
(AX,CX)=(CB,AX) & (AX,CX-CB)=0 &

—_ —
& (AX,BX)=0 & (X-AX-B)=0.

Odvozena rovnost je vyjadfenim podminky, ze thel AXB je pravy. Jak vime z elementarni
geometrie, vyhovujici body X vyplni Thaletovu kruznici nad prumérem AB. Presvédéime se
o tom nezavisle na Piikladu 3.1.13 néasledujici ipravou ziskané rovnice:

A+B A-B A+B A-B
<X_2_2’X_2+2>_0’

(-57) = (7))

To znamend, Ze se skuteéné jednd o kruznici k = (S,r) se stiedem S = (A + B), tj. stfedem

—
usecky AB, a polomérem r = %|A — B, tj. polovinou velikosti vektoru AB. O

Piiklad 3.1.15: Dokazte, zZe vysky trojuhelniku lezi na trech primkdch, které prochdzeji jednim
bodem (zvanym ortocentrum daného trojihelniku). (Vijskou trojihelniku rozumime kazdou ze t7i
isecek spojugicich vidy vrchol trojuhelniku s jeho kolmym primétem na primku protéjsi strany. ) *6

15[eng-97], str. 298, tloha 8.
6Stejné jako v Pifkladu 3.1.13 uvadime vektorovy ditkaz z [kui-89], str. 84.
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RESENI:
Necht bod V je prusecik piimek, na kterych lezi vysky vedené z bodu A a z bodu B trojihelniku
ABC. Pak plati

(BC,VAY=0 a (CAVB)=0.

N BN RN N — — —)A

Zfiné rovnosti VC =V B+ BC a VC = VA + AC skaldrné vynasobime po fadé vektory C'
a BC':
—_— — —_— — — e s —_— —— —
<VC,CA> = <VB+BC,CA> a <VC,BC> = <VA+AC’,BC>.

Sec¢tenim téchto rovnosti a ipravou ziskame
—_— — —_— — —_— — —_— — —_— — —_— —
<VC, CA> + <VC,BC’> = <VB, C’A> + <BC’, C’A> + <VA, BC’> + <AC, BC’> .
Jelikoz prvni a tfeti séitanec na pravé strané jsou rovny nule, dostaneme
(VC,BC + CA) = (BC,CA) — (CA,BCY,  neboli  (VC,BA)=0.

To znamens, Ze bud plati C = V, nebo je pifmka C'V kolmé na stranu AB, proto na ni lez
vyska z vrcholu C. V obou pfipadech je tvrzeni dokdzano. O

Priklad 3.1.16: Twrzeni z Prikladu 3.1.15 o existenci ortocentra V obecného trojihelniku ABC
dokazte znovu spoleéné s rovnostmi

— — — —
OV = 0A+ OB+ 0C, (3.4)

— —_— — — — — — —_— —
AV =0B+0C, BV =0A+0C, CV=0A+OB, (3.5)

kde O je stied kruznice opsané dotycénému trojuhelniku.”

7 [bud-71], str. 87-88, véta 3.6; [pra-86], ¢ast 2, str. 101, tloha 5.8.
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RESENT: N N

Oznacme vektory @ = OA, b= OB, ¢ = OC. Déle oznacme C’ bod ur¢eny vektorovou rovnosti
— = = = - — RN

OC’" = @+ b. Protoze |d@| = |b], je podle (3.1) @+ b L @ — b, neboli OC" L AB. Ukézeme, ze
dokazovana rovnost (3.4) urcuje takovy bod V', ktery skutecné lezi na piimkach vsech tii vysek.
Jestlize je tedy jisty bod V zadan rovnosti

R B
OV =a+b+¢,

— o — — — — — —
pak OV — ¢é= d + b neboli CV = OC'. Protoze OC’ L AB, je také CV L AB, to znamen4, ze
bod V lezi na kolmici vedené bodem C' na stranu AB, tedy na stejné pfimce jako vyska z bodu C.
Pii cyklické zaméné bodu A, B, C' ma bod V stéle stejné vyjadieni, a proto je spoleénym bodem
piimek vsech t# vysek.
—_— —

SN —_— — -
Z dokdzané rovnosti CV = OC' plyne vektorova rovnost CV = d+b = OA+OB. Ze symetrie
plynou i zbylé z rovnosti (3.5). O

Pozndmka:
Vyznam vzorce (3.4) vyrazné docenime v druhé ¢asti Kapitoly 3, kde ho uplatnime v feseni
—
samostatné pocetné skupiny tloh. Jiz nyni vsak porovnejme vzorec (3.4) pro polohovy vektor OV
—

odvodili v Piikladu 2.1.2. Z rovnosti
— — — — — 1 /— — —
OV=04+0B+0C a OI=3(0A+0B+0C)
okamzité plyne vztah
—_— —
oV =30T, (3.6)
ktery znamend, ze bud plati O = T = V (trojihelnik ABC' je pak rovnostranny), nebo O, T, V/
jsou ti ruzné body, které lezi v uvedeném poradi na jedné piimce, a to tak, ze |OT'| : |[TV|=1:2.
Rika se ji Fulerova primka daného trojihelniku ABC (libovolného trojihelniku, ktery neni
rovnostranny).

Dalsi poznatky spojené s Eulerovou piimkou uvedeme v Piikladu 3.1.19.
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Piiklad 3.1.17: Po prikladech 3.1.15 a 3.1.16 podejte tieti dukaz existence ortocentra V' obecného
trojuhelniku ABC, tentokrdt spolecné s poznatkem, Ze bod V' je jediny bod roviny trojuhelni-
ku ABC, ktery sphiuje soustavu rovnic'®

(AV,BV) = (AV,CV) = (BV,CV). (3.7)

RESENI: o , L o a = — . o
Oznacme (pro zatim libovolny bod V) vektory @ = VA, b = VB, ¢ = VC. Je-li V prusecik
kolmice z vrcholu A k piimce BC' a kolmice z vrcholu B k pifimce C' A, pro odpovidajici skalarni
souciny smérovych vektoru plati

o
]
R
n
o
=
—_
1)
Q.
D
B
B
2
—
o
2
]
o
)
s
&
Q
I
oL
\
SH
2
Q
N
I
Q
o
ko)
o
—
2
Q.
1)
N
=
2
=
@
]
o
N
@

(@¢)=(b,¢), neboli (¢,AB)=0,

takze bod V lezi i na kolmici z bodu C' k piimce AB. Tim je existence pruseciku tii pfimek,
na nichz lezi vysky trojuhelniku, dokazana. Jako vedlejsi produkt naseho postupu jsme dostali,
ze ortocentrum V' spliuje soustavu rovnosti (@,b) = (@, ¢) = (b, &), neboli (3.7).

Zbyva dokézat, ze pokud naopak néjaky bod V roviny trojiuhelniku ABC spliuje sou-
stavu (3.7), pak lezi na viech tfech pifmkéch jeho vysek (je tedy ortocentrem). Predpoklddejme
proto, ze plati (3.7), pak pro diive zavedené vektory @, b, Cz prvni rovnosti (@, b> = (d@, ) plyne

—(@,b) — (@) = (@b &) = (4,CB),

coz znamend, ze bod V lezi na kolmici z bodu A k ptimce BC. Podobné bychom ukazali, ze
bod V lezi také na kolmici z bodu B na piimku AC' a na kolmici z bodu C k piimce AB. Bod V
spliujici (3.7) je tedy skute¢né ortocentrem trojihelniku ABC. O

18 Pivodni formulace inspirovand uéebnicovym ditkazem z [koc-09], str. 45.
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Priklad 3.1.18: Dokazte, Ze pro vzddlenost ortocentra V od stredu O kruznice opsané trojuhel-
niku ABC' plati vzorec

OV | = Vor2 —a2 — b2 — 2,
kde a, b, ¢ jsou délky jeho stran a r je polomér zminéné krusnice.'”
RESEN{:
Pro délku ¢ strany AB plati
9 — 5 — = _— — —  — 9 —_— —
c¢© =|AB|* =|0B — OA|* = (OB — OA,0OB — OA) = 2r* — 2(0OA,0B).
—_— — —
Z této a analogickych rovnosti pro a2, b* obdrzime pro skaldrni souéiny vektorit OA, OB, OC
vyjadieni
—_— — 1 —_— — 1 —_— — 1
(0A,0B)=r*— 2. (0A,0C)=r -1, (0B,OC)=r"~d*.
Pro vzdélenost sttedu O kruznice opsané od ortocentra V' pak podle vzorce (3.4) plati

—>2_ —_—  — —)2_ 9 9 9 —_— — — — — — B
IOV = |[0A+ OB+ OC> = 2 +r2 + 1% + 2(0A,0B) + 2(0A, 0C) + 2(0B,0C)) =

1 1 1
=3r? +2(3r° — 5(12 — 562 - 502) =9or? —a® - > - 2

a vzorec ze zadani piikladu je tak dokézan. Dodejme, ze jeho dusledkem je nerovnost
a?+ 0%+ <92,
v niz nastane rovnost jediné v piipadé V = O, kdy je dany trojihelnik rovnostranny. O

Piiklad 3.1.19: Necht k = (O,r) je kruznice opsand trojihelniku ABC a V' jeho ortocentrum.
Stredy stran, paty vysek a stiedy usecek AV, BV, CV lezi vidy na jediné (tzv. Feuerbachové)
kruznici ky = (F, 5), pricemZ stred F' lezi na Eulerové primce (primce OV') a pili vsecku OV.
Dokazte.?”

19Na ndmét skolitele, ktery pivod vysledku nezna.
20[bud-71], str. 89-91, véta 3.8; [gar-05], str. 219, tloha 1. Feuerbachové kruznici se také bézné iika kruznice
deviti bodu (bodu, o kterych je fe¢ pravé v zadani prikladu).
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RESEN{:
Zaved me nejprve polohové vektory vrcholi @ = OA b= OB c = OC Pro polohovy vektor

U= OV ortocentra V' vyuzijeme vyjadieni v = @ + b+ & odvozené jako vyznamny vzorec (3.4)
v Uloze 3.1.16. Definujeme nyni bod F' jako stied tsecky OV. Pak pro jeho polohovy vektor

f OF plati

- 1 1 1- 1
G =G+ —-b+ =
J=gu=gitghtse
Stied strany AB oznac¢ime Cf :
1
01:§(A+B),

patu vysky z vrcholu C oznac¢ime Cy a stied usecky C'V oznacime Cl:
1 1 -
Cs = §(C+V):§(C'+O+Ei+b+5).
Nyni dokdzeme, ze |F'C1| = |FCy| = [FC3| = §. Z vyjadieni bodu F' a C1 méame
RN 1
FClzcl—in(A—{—B)—O—*C_L)—

T N |
a odtud |C1F'| = 5|CO| = 5r. Podobné
1 1- 1 1

FCy—Cy—F=2(C4+0+a+b+46)—0—ra— 5 Lte= 1z
3 =C3 — —5( +O0+d+b+7)— — 5 5b—5¢=3¢,

e
aodtud |C3F| = $|¢| = 3r. Body Cy a C3 na kruznici ky = (F, %) proto lezi. Navic z pfedchozich
= =

rovnosti plyne FC; + F(C5 = 0, takze tsecka C1C3 mé stied v bodé F' a je tudiz primeérem
uvazované kruznice ki. Z Thaletovy véty pro pravouhly trojihelnik C1CsC5 plyne, Ze na téze
kruznici k1 také lezi bod Cs. Cyklickou zaménou bodu A, B, C' dostaneme stejné tvrzeni pro
sttedy stran BC, AC, paty vysek vedenych z vrcholu A, B a pro stfedy tsecek AV, BV. O

Piiklad 3.1.20: Na kruznici opsané libovolnému trojuhelniku ABC' leZi body soumérné sdruZené
s jeho ortocentrem V'

1. podle stredi stran AB, BC, AC,
2. podle os, kterymi jsou primky AB, BC, AC.

Dokazte.?!

2kin-04], str.1-2 a 4, pifklad 2.
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RESENI:
1. Zvolme stfed O kruznice opsané za pocatek a zavedme polohové vektory
— 5 — —
a=0A, b=0B, c=0C.
Polohové vektory stfedu C; strany AB a ortocentra V (podle (3.4)) jsou

— 1 - — -
OCi = S(@+b), OV=a+i+c.

Pro bod V! soumérné sdruzeny s ortocentrem V podle stredu Cy plati
1 —7 — —_—
3 oV, +0V | =0C,

takze polohovy vektor bodu V! mé vyjédient

—>/ — — R Lo .
OV, =20C, -0V =(d+b)—(@a+b+¢)=—c.
—

Odtud plyne, zZe velikost vektoru OV je rovna poloméru kruznice opsané trojuhelniku ABC,
bod V! tedy lezi na kruznici opsané, a to tak, ze tisecka C'V/ je jejim prumérem. Podobné
bychom ukézali, ze rovnéz body V, V}/, soumérné sdruzené s ortocentrem V' po fadé podle
sttedu stran BC, AC, lezi na kruznici opsané trojihelniku ABC. Tim je dukaz ¢asti 1
hotov.

2. Oznacme jesté k kruznici opsanou trojihelniku ABC. Uvazujme osovou soumérnost podle
piimky AB. Tvrzeni, Ze obraz ortocentra V' v osové soumérnosti s osou AB lezi na kruznici k,
je ekvivalentni s tvrzenim, Ze bod V lezi na kruZnici k', kterd je obrazem kruznice k
v _uyaiov%é osové soumérnosti podle piimky AB. Toto tvrzeni nyni dokdzeme. Protoze
|OA| = |OBj, stied O, kruznice k’ je ur¢en rovnosti:

o — — o

00.=0A+0OB=ad+b,

odtud plyne

e RSN —_— N N

OV =0V -00,=(@+b+¢)—(@+b)=2¢.
Bod V ma4 tedy od stfedu O/, vzdélenost |¢| rovnou poloméru obou shodnych kruznic k a &/,
takze skutecné plati V € k' a dukaz druhé ¢dsti je hotov. O

Pozndmka 1:

Vysledek druhé ¢asti predchozi 1ilohy lze, jak jsme vidéli v prubéhu feseni, vyjadiit takto: 77
kruznice, které jsou soumeérné sdruZené s kruzZnici opsanou danému trojuhelniku podle primek
jeho stran, prochdzeji jednim bodem, totiZ jeho ortocentrem. Pro kazdy trojihelnik ABC, ktery
neni pravouhly, a jeho ortocentrum V to znamend, Ze kruznice opsané trojihelnikim ABC,
ABV, ACV, BCYV jsou shodné, tzn. maji stejny polomér. Body A, B, C, V maji v takové
situaci rovnocenné role: Kazdy z nich je ortocentrem trojihelniku, jehoz vrcholy jsou zbylé tii
body.??

22Takov4 Etvefice komplandrnich bodu se nékdy nazyvé ortocentrickd.
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Poznamka 2:

Dokézali jsme, Ze na kruznici opsané trojihelniku ABC), jejiz stied budeme znacit O, lezi (kromé
vrcholu A, B, C) jesté Sest dalsich, obecné vzato ruznych, vyznamnych bodu, totiz obrazy or-
tocentra V' v Sesti soumérnostech podle stfedu stran AB, BC, AC a podle piimek, na kterych
lezi strany trojuhelniku. Zobrazime-li opsanou kruznici ve stejnolehlosti se stfedem V' a koefici-
entem %, dostaneme kruznici poloviéniho poloméru, jejiz stfed F' je stfedem usecky OV a ktera
prochazi témito deviti body: stfedy usecek AV, BV, CV, stiedy stran trojuhelniku ABC a
patami vysSek. Dokazali jsme tak podruhé tvrzeni z Piikladu 3.1.19 o Feuerbachové kruznici.
Zopakujme, ze jeji stfed F' je ur¢en polohovym vektorem

— 1— 1 — — —

C

Priklad 3.1.21:
— — —
1. Dokazte rovnost Spxc - XA+ Saxc - XB+ Saxp - XC = 0, kde X je libovolny vnitrni
bod trojuhelniku ABC a kde Skrp znaci obsah trojihelniku K LM .

— — —
2. Dokazte rovnost al A + bIB + cIC = d, kde I znaci stred kruznice vepsané trojuhelniku
ABC' o strandch délek a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB|.

3. Dokazte rovnost da-;(j;H—db'X_B)%—dc-X_C)’ =0, kde dg, dy, d. znaci vzdalenosti libovolného
bodu X rovnostranného trojihelniku ABC od primek jeho stran v poradi BC, AC, AB.?

23[pra~86], str. 101, tloha 5.9.
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RESENT:
1.

A B

— — —
Nejprve oznacéime vektory @ = XA, b = XB, ¢ = XC a velikosti thlu a = |<BXC/|,
B =|<CXA| avy=|<AXB|. Déle oznacime

. — — —
T=Spxc XA+ Saxc - XB+ Ssxp- - XC
a dokdzeme, ze T = 0.
Pro obsahy trojihelnika plati
1, 1 I
ngczibcsma SA)(C'ZiaCSH’l/B SAXBziabsm’y.
Odtud pro vektor ¥ dostavame
L 1 O - 1 -
Z = —besina-d+ —acsinf-b+ —absiny - ¢.
2 2 2
Nyn{ vypoéitame skaldrni souciny (Z,@), (Z,b) a (Z,&). Pro prvn{ z nich mame

— =

1 - 1 1
(Z,a) = §bcsin ald,d) + §acsin B(b,a) + §ab siny(c, a)y = §bc sina - a?+
1 . 1. 1o . . .
—|—§acsmﬁ -bacosvy + iab sinvy - cacos f = 2@ be(sin v + sin 3 cosy + siny cos ) =
1
= §a2bc (sina +sin(B + 7)) .
Protoze a + 8 4+ v = 27, je B + v = 27 — a. Dosazenim dostédvame
1
(Z,a) = §a2bc (sina +sin(2r —a))) = 0.
Analogicky
N 1 2 . . . 1 2 . .
(Z,b) = iab c(sinacosy +sin 4 sinycosa) = §ab c(sinff+sin(a+7)) =0
R T . . I :
(Z,¢) = iabc (sinacos B+ sin fcosa + siny) = iabc (siny +sin(a+ ) =0.
7 rovnosti (Z,@) = (Z,b) = (Z,&) = 0 jiz plyne & = &.
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A B

—

— —
Oznacime vektory dy = I A, by = IB, ¢y = IC a velikosti thlu v = |<AIB|, a = |<BIC|,
B = |<AIC|. Déale ozna¢ime

T = ady + bbg + ¢y .

Pro obsah trojuhelniku AIB plati

1 1 1
SaarB = gre= iaobo siny, odtud ¢= —agbysin~y
r
a analogicky
a = —bycy sin o, b= —agpcpsin (.
r T

-

Podobné jako v ¢ésti 1 1ze dokdzat, ze (¥, do) = (%, bo) = (¥, ) = 0 (vypocty zde nebu-
deme opakovat), a tedy ¥ = 0.

Nejprve oznacime vektory a@ = X71, b= ﬁ , C= X—C>’ , u velikost strany rovnostranného
trojuhelniku ABC' a zavedeme thly a = |<BXC|, § = |[<CXA| a v = |[<AXB|. Nasim
cilem je dokazat, ze vektor

T = dod + dpb + dc@
(kde dg, dy, d. jsou vzdalenosti zavedené v zaddni tlohy) je nulovy. Pro obsah trojihelniku
AX B plati

1 1 1
SAAXB = §dcu = iabsinfy, odtud d. = —absin-y,
u
a podobné
1 1
dy = —acsin 3, dqy = —bcsina.
U u

Podobné jako v éastech 1 a 2 1ze dokazat, ze (Z,@) = (Z,b) = (Z,) =0, atedy T=06. O
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Zakladni vlastnosti ctyrsténu

Piiklad 3.1.22: Jestlize v daném étyrsténu jsou dvé dvojice protilehlych hran navzdjem kolmé,
pak je i tiet! dvojice protilehlijch hran navzdjem kolmd. Dokazte.**

D

N C

RESENI: L
Oznacme dany ¢tytstén ABC'D tak, aby podle zadani platilo AB L CD a AC L BD. Piislusné
skalarni souciny jsou tedy nulové:

—_— —_— =
(AB,CD) =0, (AC,BD)=0.

— —
Ukéazeme, ze rovnéz skalarni soucin vektori BC' a AD zbyvajicich dvou protilehlych hran je
roven nule (s¢itdni a odecitéani vektoru lze sledovat podle sipek na obrézku):

(BC,AD) = ( — AB + AC, AD) = (AC, AD) — (AB, AD) =

—_— — ——

— (AC,AB + BD) — (AB, AC + CD) = (AC, AB) + (AC, BD)—

_(AB,AC) — (AB,CD) = (AC, BD) — (AB,CD) =0—0=0.

Tim je dikaz vztahu BC' L AD hotov. O

Priklad 3.1.23: V rovnostranném trojuhelniku stved O kruznice opsané, stied I kruznice ve-
psané a téziste T zrejmé splyvaji. Pokud naopak néjaké dva z bodu O, I, T splyvaji, je prislusni
trojuhelnik rovnostranny. Podobné v pravidelném ctyrsténu body O, I, T s analogickym vyznamem
zrejmé splyvagi, plati i v této situaci obrdcené turzeni??®

24{lar-90], str. 392, tiloha 8.3.18. O ¢tyfsténech majicich kazdé dvé protilehlé hrany navzijem kolmé pojednidme
v Piikladu 3.1.27.
25[bar-95], str. 45, tiloha 479.
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RESENI:
Obracené tvrzeni neplati. Ukazeme totiz, ze v nepravidelném ¢tytsténu, ve kterém kazdé dveé
protilehlé hrany jsou stejné dlouhé body T O a I také splyvaji. Takovy nepravidelny ¢tyfstén

—

— N —
i=TA, b=TB, @&=TC, d=TD.

Protoze protilehlé hrany ctyrsténu jsou stejné dlouhé, dostavame podminky

@—bP =le—d*, |a-éP=p-dP, |a-dP=[-¢P. (3.9)
Z rovnosti T = (A+ B+ C + D) plyne @+ b+ ¢+ d = &, odkud
@+ b2 =|c+d)>, |a+c)?=|b+d)?, |a+d]?=pb+c)>. (3.10)

Uzitim rovnosti |# £ 4|2 = |Z|? + |71 £ 2(Z, §) po seéteni odpovidajicich si rovnic z (3.9) a (3.10)
dostaneme

@ + B2 = [¢* + |d*, (@ + [P =B+ 1P, @+ 1dP = (5P (e

Odtud ziejmé plyne, ze |@|2 = [b]2 = |@]2 = |d|2, neboli [TA| = |TB| = |TC| = |TD|, coz
znamend, ze T je stfed opsané kulové plochy étyisténu ABCD, tj. body T a O splyvaji.

Uvahu o stiedu I vepsané kulové plochy za¢neme nasledovné. V uvazovaném c¢tyfsténu,
ve kterém jsou protilehlé hrany stejné dlouhé, jsou ziejmé vSechny ¢tyfi stény ¢tyrsténu shodné
trojﬁhelniky S ohledem na objem étyfsténu musi byt tedy stejné dlouhé Véechny Ctyii jeho

protilehlé steny) v poméru 3 : 1, vzdéalenost tézisté T' od kazdé stény je Z odpovidajici vysky.
Bod T je tudiz stejné vzdéleny od vSech stén ¢tyfsténu, a tedy splyva nejen se stfedem O opsané
kulové plochy (viz vyse), ale rovnéz se sttedem I vepsané kulové plochy. O

127



Piiklad 3.1.24: Stredem kazdé hrany libovolného étyrsténu ved'me rovinu kolmou k protéjsi
(mimobéziné) hrané. Dostaneme tak Sest navzdjem riznobéinych rovin prochdzejicich jednim
bodem, dokazte. (Zminény bod se nazyvd Mongetv bod daného étyrsténu. )20

RESENI:

Pro dany ¢tyistén ABC D zavedeme polohové vektory

— 5 —
0]

— N —
i=0A, b=0B, ¢&=0C, d=0D,

kde O je stied opsané kulové plochy. Protoze |@| = |b| = || = |d|, pro kazdé dva rizné vektory
Z, ¥ z mnoziny {a,b,c,d} plati podle (3.1), ze £+ ¢ L & — ¢/, neboli (¥ + 7,7 — ) = 0.

Ukéazeme, ze bod M urcéeny polohovym vektorem

OM = Z(@+b+é+d) (3.11)

Do |

je prusecikem vsech Sesti rovin ze zaddni tlohy, které jsou zfejmé navzdjem ruznobézné, nebot
zadné dvé z hran ¢tyfsténu nejsou rovnobézné.

— -
Oznaéme S stied strany AB uréeny polohovym vektorem OS = $(d+b) a ovéime, ze bod M
lezi v roviné prochéazejici bodem S kolmo na hranu C'D. K tomu staci ukazat, ze primka SM je

S Qu—
kolm4 na hranu C'D, neboli ze (SM,CD) = 0. Vyjddieme potiebné vektory

R N —_— — — —

CD=d-¢, SM=OM — 05_5( i+b+é+d)—

Odtud jiz pro uvedeny skaldrni soucin dostavame, co jsme chtéli ukazat:

-

—_— — 1, . .
(SM,CD) :—§<c+d,c—d> =0.

S ohledem na symetrii bod M lezi i ve zbylych péti uvazovanych rovinach, je tedy spoleénym
bodem vsech Sesti rovin a dikaz je hotov. O

Piiklad 3.1.25: Dokazte, Ze pro libovolny ctyrstéen ABCD jsou ndsledujici podminky ekviva-
lentnd: 7

(i) Télesové vysky ctyrsténu ABCD leZi na ctyrech primkdch, které prochdzeji jednim bodem.?®
(ii) Plati soucasné AB L CD, AC L BD a AD 1 BC.
(iii) Plat{ +|CDJ? = |[AC|* + |BD|*> = |AD?* + |BC|?.

)

(iv) Spojnice stredi protilehlych hran ctyrsténu ABCD jsou tri usecky téze délky.

26Vlastn{ aplikace sestavend na namét klasického vysledku.

2TVlastni aplikace sestavend na namét klasického vysledku.

28Takovy ¢tyfstén se nazyvé ortocentricky a zminénému spoleénému bodu viech EtyF piimek télesovych vysek
(ktery nékteré ctyfstény nemaji) se fikd ortocentrum ptislusného Etyfsténu.
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RESEN{:
Pro dany ¢tyistén ABC D zavedeme polohové vektory
. N . N
a=0A, b=0B, c=0C, d=0D,
kde O je stied kulové plochy opsané tomuto étyfsténu. Protoze |@| = [b] = |¢] = |d| = r,
pro kazdé dva ruzné vektory ¥, ¥ z mnoziny {a,b,c,d} podle (3.1) plati
Z+yLr—vy, neboli (Z+9,7—19)=0. (3.12)
e Nejprve ukazeme, ze jsou ekvivalentni podminky (i) a (ii) pomoci dvou implikaci.
(i) = (ii):
Piedpokladejme, ze plati (i), ze tedy existuje bod V spliujici zéroven ¢tyii podminky
AV 1 (BCD), BV L (ACD), CV L (ABD), DV L (ABC). Odtud pro skaldrni soucin
— —
vektori AB a C'D plyne

(AB,CD) = (AV,CD) — (BV,CD) =0,

pritom prvni skaldrni soucin v poslﬂn’ rovnosti je nulovy, protoze vektor E je kolmy
na | rovinu BCD, tedy i na vektor C'D; druhy skalarm souc¢in je nulovy, protoze vektor
BV je kolmy na rovmu ACD tedy i na vel vektor CD To znamena, ze A—B> L C—D) Podobné
bychom ukézali, Ze AC L BD a AD uE BC’

(il) = (i):

Predpokladejme, ze plati (ii) neboli — vyjddieno pomoci skaldrnich souc¢inu a zavedenych
polohovych vektorta —

(b—dd-c)=0, (¢-ad-b)=0, (d—ac—0by=0. (3.13)

Ukazeme, ze pak Mongeuv bod M c¢tyisténu ABCD, urceny podle Piikladu 3.1.24 rov-
nost{ (3.11)

SN 1 . .
OM = _(d+b+c+d),

lezi na kazdé z piimek jeho télesovych vysek. K dukazu AM 1 (BCD) uréime skaldrni
souciny (s vyuzitim (3.12) a (3.13)):

(AM,BC) = (OM — OA,0C — OB) = < @+b+E+d)—adc—b)=

:§<5+a5f6>+§<cifa,afz§>:o,
— 1., - . -
(AM,BD) = (OM ~ OA,0D - 0B) = (g(@+b+é+d) ~d.d—b) =
1 - - 1 -
= b+dd=b)+(@—dd-b)=0

Odtud jiz plyne, ze vektor AM je kolmy na rovinu (BCD), nebot jeji vektory B—C>' a

BD jsou linedrné nezavislé. S ohledem na symetrii bychom stejné ukazali, ze plati také
BM 1 (ACD),CM 1 (ABD), DM 1 (ABC).
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e Nyni ukdzeme, ze jsou ekvivalentni podminky (ii) a (iii). Prvni z nich je vyjddfena sou-
stavou rovnosti (3.13), které muzeme jesté prepsat do tvaru

<67J>+<675> = <d’,é’>—|—<5,ci>, <67d>+< 75) = <d’7g>+<jj>,

P1i oznaceni
s1=(a@,b)+ (& d), so = (@, &) + (b,d), s = (@,d) + (b,7)

je tak podminka (ii) ze zadédni tlohy ekvivalentni podmince s; = sy = s3. Vyjaddieme nyni
pomoci skaldrnich sou¢inu soucty z podminky (iii):

|AB?+|CDP? = [b—al>+|d—¢|*> = |a]> + |b)> +|¢]> + |d|? — 2(a@,b) — 2(¢.d) = 4r> — 251,
|AC|? + |BD|? = |¢—a)? +|d—b]> = |@>+ |b]> + |E)? + |d|? — 2(@, &) — 2(b,d ) = 4% — 255,
|AD|? +|BC]> = |[d—a)® +|é—b]> = |a]> + |b]> + || + |d|> = 2(a@,d ) — 2(b, &) = 41> — 2s3..

Vidime, ze (iii) plati pravé tehdy, kdyz s; = so = s3, coz je pravé tehdy, kdyz plati (ii).

e Nakonec ukézeme, ze jsou ekvivalentni podminky (ii) a (iv). Vyjadfeme druhé mocniny
vzdalenosti dy, do, d3 po fadé stiedu hran AB a CD, AC a BD, AD a BC':

1 - - - oo -
Z(47« +2(a,b) 2<Ei,8>—2(c‘i,d>—2(b,8>—2<b,d)+2(5,d>>:r2+2( | — 89— 83)
1 1 -2 - -
d§:‘§(6+5)—§(b+d) =jg-b+c—d]?=
- - - . - 1

(47« —2(@,b) + 2(@, @) 2<d’,d>—2(b,€>+2<b,d)—2(€,d>>:r2+§( s1+83—53)
1 -, 1 nd 2 1 bd -
2_ (A . = e e _ 2:
d3—‘2(a+ )= 5E+0)| = la-F-c+d|
1 2 - N I 7 - 7 - 7 2 1
-3 <4r — 2@, b) — 2(a@, &) + 2(@,d) + 2(5,&) — 2(b,d) —2<c,d>> = 14 (=81 —sa+sa)

Rovnosti dy = dy = d3 vyjadiujici podminku (iv) tedy nastanou pravé tehdy, kdyz budou
splnény rovnosti
81 — 82— 83 = —81+ 82 — 83 =—81 — S2 + 83,

coz je ziejmé ekvivalentni s rovnostmi s; = s9 = s3, neboli podminkou (ii). O
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Priklad 3.1.26: Dokazte, Ze ctyri primky, které prochdzeji tézisti stén ctyrsténu a jsou na pri-
slusnou sténu kolmé, prochdzeji jednim bodem prdvé tehdy, kdyz prochdzeji jednim bodem étyri
primky, na kterych lezl télesové visky ctyrsténu.?”

RESENI:

V libovolném ¢étytsténu ABC D oznaéme

1 1 1 1

postupné tézisté stén BCD, ACD, ABD, ABC.

-
oznatme ho P. Pak vektor PT4 je kolmy na sténu BC'D, PTB je kolmy na ACD, PTC je

kolmy na ABD a PTD je kolmy na ABC'. Pro libovolny bod piimky v4 vedené z vrcholu A
a kolmo ke sténé BC'D pak plati

1
vat X =A+kTa~P)=3(BA+kB+kC+kD-3kP), keR,

analogicky pak pro body na primkach vysek vg, vo, vp plati

1
vp: X=B+U(Ts—P)=3(A+3B+IC+ID-3IP), lER,

1
ve: X=C+m(Tc—-P)=5(mA+mB+3C+mD—-3mP), meR,

3
1
vp : X:D+n(TD—P):§(nA+nB+nC'+3D—3nP), neR.

Vidime, ze pro k =1 = m = n = 3 mé bod X vSech ¢tyT vysek stejné vyjadieni, tento bod
je tedy spoleénym bodem vsech ¢tyt piimek va, vp, vo, vp.

e Predpoklddejme naopak, ze piimky vSech ¢tyi vySek maji spoleény bod, a oznacme jej V.
— — —
Pak vektor AV je kolmy na sténu BCD, BV je kolmy na ACD, CV je kolmy na ABD,

—
DV je kolmy na ABC. Pro libovolné body Y kolmic pa, pp, pc, pp ke sténam BCD,
ACD, ABD, ABC prochézejicich jejich tézisti T4, T, Tc, Tp plati:

1

DA : Y:TA+a(A—V):§(3aA—|—B+C+D—3aV), acR,
1

I E y:TBJrﬁ(B—V):g(A+3ﬁB+C+D—3ﬁV), BeR,
1

1
pp: Y =Tp+8(D~V)=5(A+B+C+36D-36V), JeR.

Proa=p8=~v=0= % dostavame, ze prislusny bod Y je spoleécnym bodem téchto ¢tyr
kolmic. O

2 [gel-07], str. 206, dloha 586. O tyfsténech, jejichz télesové vysky prochézeji jednim bodem, jsme pojednali
v Piikladu 3.1.25.
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Poznamka:
Geometricky dukaz uvedené ekvivalence lze podat ivahou o tézisti T daného ¢tyfsténu ABCD,
ktery ma podle Prikladu 2.1.6 vyjadieni

1
a spliuje vektorové rovnosti
— 1— — 1— — 1— — 1—
TT s = —gTA, TTp = —gTB, TTeo = —gTC’, TTp = _§TD'

7 nich plyne, ze obrazem uvazované Ctvefice piimek v 4, vg, vo, vp ve stejnolehlosti se stfedem T'
a koeficientem —% je pravé ctverice primek pa, pp, pc, pp. Proto piimky jedné ¢tverice maji
spole¢ny bod, pravé kdyz ho maji pfimky druhé ctvefice.

Priklad 3.1.27: Dokazte, Ze v kaZdém ctyrsténu, ve kterém protilehlé hrany sviraji ti uhly téZe
velikosti, jsou tyto uhly pravé. Jsou-li navic kazZdé dvé jeho protilehlé hrany stejné dlouhé, je
takovy ctyrstén pravidelny, zdivodnéte.>°

D

b
A B
RESENT:

Postup zalozime na tvrzeni, které nejprve samostatné zformulujeme a dokazeme.

Lemma: Pro libovolné body K, L, M, N v prostoru, které nelezi v jedné roviné, plati nerovnost
|KM|-|LN| < |KL|-|MN|+ |LM|-|KN|.

Dukaz:
Oznatme K1, Ly, M7, N1 kolmé pruméty bodu K, L, M, N do roviny o zvolené tak, aby byla
rovnobézna s (dle predpokladu mimobéznymi) pfimkami KM a LN. Potom plati

|[KM| = |Ky M|, |LN| = |L1N1], |[KL| > |K1Ly],

|KN| > [K1N, |LM| > |Li M|, |MN| > |MiNy,
nebot ze zadani plyne, ze piimky KL, KN, LM a M N jsou s rovinou o riuznobézné. Dokazovana,
nerovnost tak plyne ze zndmé Ptolemaiovy nerovnosti (viz napf. [lei-06]), podle niz pro libovolné
komplanarni body K;, L1, M1, Ni plati
|K1 M| - [LiNy| < [KqLa| - [MyNy| + [ Ly M| - [K1 Ny o

30[neg-05], str. 14, tloha 31; [bech-04], str. 58, tloha 2.

132



Nyni se vratime k feSeni puvodni tlohy. V uvazovaném ¢tytsténu ABCD oznaé¢me « shodny
thel mezi jeho protilehlymi hranami. Podle tvrzeni z Prikladu 3.1.4 pro obecnou &tverici bodu
A, B, C, D plati

—_— — —_— —— —_— —

(AB,CD) + (AC,DB) + (AD,BC) =0,

odkud v nasem piipadé po dosazeni za skaldrni souc¢iny dostavame
cosa (£|AB| - |CD| £ |AC| - |BD|+ |AD| - |BC|) =0.

Je-li cosa = 0, znamend to, ze AB 1 CD, AC 1L BD, AD 1 BC(C, jak jsme méli dokéazat.
Pfipustme, Ze cos a # 0, pak

+|AB| - |CD| £ |AC| - |BD| £ |AD| - |BC| = 0,

tedy jeden z kladnych souc¢ina |AB|-|CD|, |AC|-|BD|, |AD|-|BC| je roven sou¢tu dalsich dvou.
Existuje proto poradi K, L, M, N bodu A, B, C, D, pii kterém plati

[KL|-[MN|=|KM|-|LN|+ |KN|-|LM],

coz je v rozporu s Lemmatem. Moznost cosa # 0 je tak vyloucena a prvni tvrzeni piikladu je
tim dokézano.

V druhé c¢ésti feSeni budeme piedpokladat, ze tsecky v kazdém z jiz dokdzanych vztahu
AB 1 CD, AC | BD, AD 1 BC maji stejné délky. Pfedné vyuzijeme prvniho dusledku z
Poznamky za fesenim Ptikladu 3.1.3, podle kterého z AC | BD plyne

|AB|* + |CD|? = |BC|? + |AD|?,
analogicky pak
|AC)? +|BD|? = |BC|?> + |AD|?, |AB|* + |CD|? = |[AC|? + |BD|?.

S vyuzitim predpoklddanych rovnosti |AD| = |BC|, |AB| = |CD| a |AC| = |BD| odtud
dostdavame |AB| = |AC| = |AD|, ¢ili velikosti vSech Sesti hran se rovnaji a ABCD je pravi-
delny ctyistén. O

3.2 Dalsi resené tlohy

Kolmost soué¢tu a rozdilu dvou vektort

V feseni tloh tohoto paragrafu budeme vyuzivat ekvivalenci (3.1)
@ =] < d+bla—b

dokazanou v Prikladu 3.1.2. Geometricky vyznam této ekvivalence je, ze ihlopticky kosoctverce
jsou navzdjem kolmé. Tato ekvivalence byla vyuzita jiz v predchozi ¢asti této kapitoly v prikladech
3.1.12, 3.1.16, 3.1.24, 3.1.25. Dale bude vyuzita v feSeni naro¢néjsich tloh 3.2.28, 3.2.46, 3.2.70,
3.2.74, 3.2.75, zatazenych do jinych paragrafi.
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Uloha 3.2.1: Na kruznici je dano pét ruznich bodu. Kazdé tri z nich jsou vrcholy trojuhelniku,

RESEN{:
Dané body na kruznici se stifedem O oznat¢me A, B, C, D, E a uvazme jednu z 10 popsanych

polohovym vektorem
1

— —_— —  —
OT =5 (0A+OB+OC) ,
— — —_— — —
z rovnosti |[OD| = |OE| podle (3.1) plyne, ze vektor OD + OF je kolmy na vektor DE, takze je
smérovym vektorem uvazované primky. Ta je proto tvorena body X, pro které plati

—_— — —

o_)’(:(ﬁ+T_>X:0_f+t(O_z’)+(73>:é<0A+OB+OC)+t(O_15+(73>, 3

Zvolime-li t = %, dostaneme bod X s polohovym vektorem

—

1 /— — — — —
OX:§<OA+OB+OC+OD+OE),

jehoz vyjadreni nezalezi na poradi bodu A, B, C, D, E. Takovy bod X proto lezi na vSech deseti
uvazovanych piimkach, nebot nezdlezi na tom, ktery z deseti trojihelniki s vrcholy v mnoziné
{A,B,C, D, E} vybereme. O

Uloha 3.2.2: Nechf O je stred jednotkové kruznice prochdzejici body A1, As a Az, ddle necht
Py je stied druhé z obou jednotkovijch kruznic, které prochdzeji body Ao, As. Stredy P a P
jsou definovdany podobné. Dokazte, Ze body Py, Py a Ps lezZi na jednotkové kruznici, jejiz stred
oznac¢ime Q4. Nyni pridejme cturty bod Ag na puvodni kruznici a zopakujme cely vise uvedeny
postup s kazdou skupinou tr'i bodu z A1, As, As, Ay. Tak dostaneme ctyri kruznice se stredy Q1,
Q2, Qs3, Q4. Dokazte, Ze body Q1, Q2, Q3, Q4 leZi na jednotkové kruznici a najdéte jeji stied
v zdvislosti na bodech Ay, Ag, Az, Ay.3?

31Na ndmét skolitele, ktery ptivod vysledku nezné.
32[gar-05], str. 220, tloha 5.
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RESENT: ) ) . ‘ . '
Ozna¢me vektory a; = OAq, do = OAs, d3 = OAs. Druhd jednotkové kruznice prochézejici
body As, A3 je kruznice, jejiz stfed je soumérné sdruzeny se stifedem O puvodni kruznice podle
osy AgAs, a tedy pro vektor py = OP; z kosoctverce O Az P; A3 plyne podle pravidla (3.1)

p1 = d2 + ds,

. R — R —
analogicky pro vektory ps = OPs a p3 = OP5 plati

p2 = d +as, p3=ay +ds.
Ovéime, ze stied Q4 jednotkové kruznice prochézejici body P, P», P3 (jejiz existenci méme
—
dokézat) je urcéeny vektorem OQ4 = @1 + d2 + ds. Pro takovy bod Q4 z predchozich rovnosti
— —_—

—
plyne PiQ4 = d1, PoQ4 = do, P3Q4 = ds, tudiz body P, P» a P3 skutecné lezi na kruznici
se stfedem Q4 o polomeéru |d;| = |dz| = |ds| = 1.

Analogicky najdeme stiedy Q1, (Q2, Q3 uréené rovnostmi:
— R R R —_— - R o —_— R R R
OQ = dy + a3+ dy , 0Q2 = dy + a3 +dy, OQ3 =d;+dy+ dy.

— —
Definujeme-li nyni bod X polohovym vektorem OX = d; + ds + ds + dy4, pak XQ1 = da,
[ — — _—

XQ9o = dy, XQ3 = a3, XQq = d4. Body Q1, Q2, Q3, Q4 tedy lezi na kruznici se stredem X a
polomérem |a;| = |dz| = |d3| = |d4] = 1. O

Uloha 3.2.3: Uvniti* stran BC, CA, AB libovolného trojihelntku ABC jsou zvoleny po Fadé

body D, E, F. Dokazte, Ze kruznice opsané trojuhelnikum ABC a DEF jsou soustredné prdvé
tehdy, kdyz plati®3

\DB| - |DC| = |EC| - |EA| = |FA| - |FB|. (3.14)

33Vlastn{ ndmét.
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RESENI:
Nejprve dokazeme pomocné tvrzeni.

Lemma: Pro libovolny bod X piimky AB plati
Y By 2 2
(AX,BX) = |0X|* —r*, (3.15)

mé-li dany bod O od obou riuznych bodua A, B stejnou vzdélenost r.

Dikaz: — — — — —_— — — —_— —

Z rovnosti |OA| = |OB| = r podle (3.1) vyplyva OA—OB L OA+ OB, neboli AB 1 OA+OB.
—_— —

Pro skalarni soucin vektoru AX, BX s libovolnym koncovym bodem X tpravou dostdvame:

— —

(AX,BX) = (OX — 0A,0X — OB) = [0X[* — (OX,0A + OB) + (OA,0B) =
_— — —_— — — —_— —
=|0X[* - (OX,0A+ OB) + (OA,0A+ OB) — (OA,0A) =
— |OX]* + (OA— OX, 04+ OB) — 12 = [OX[]* = 1>+ (XA,04A + OB).

Predpokladame-li, ze bod X lezi na piimce AB, je vektor X A rovnobezny s vektorem BA ktery

je kolmy na vektor OA + OB odtud plyne, ze taky X A € OA + OB Skalarni souc¢in v posledni
rovnosti je tedy nulovy a dostavame tak dokazovanou rovnost (3.15). o

Nyni se vrafme k fesen{ tilohy. Oznaé¢me O stied kruznice opsané trojihelniku ABC a r jeji
polomér. Pak pro bod D na tse¢ce BC' (a podobné pro body E, F' na tseckach C A, AB) podle
predchoziho Lemmatu pro skaldrni sou¢in dvou nesouhlasné rovnobéznych vektora plati:

—|DB|-|DC| = (BD,CD) = |ODP — 12,
—|EA| - |EC| = (AE, BE) = |OE]2 — 12,

_|FA| - |FB| = (AF, BF) = |OF[2 — 2.

Odtud jiz vidime, Ze rovnosti (3.14) plati pravé tehdy, kdyz |OD|?> = |OE|?> = |OF|?, neboli
kdyz O je stied kruznice opsané trojihelniku DEF'. O
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Pozndmka:

Nasim Lemmatem jsme vlastné dokazali tvrzeni o mocnosti bodu ke kruznici: Vedeme-li danym

bodem X libovolnou prlmku kterd protne danou kruznici k(O,r) v bodech A, B, pak hodnota
—

skalarniho soucinu <AX BX > je pro vSechny takové primky stejna:
—_ —
(AX,BX) = |0X|* -

Dikazy incidence piimek

Netrividlni situace, kdy dané piimky (v poc¢tu vétsim nez 2) prochdzeji jednim bodem, jsme
zkoumali jiz v Kapitole 2 vénované afinnim vztahum. Nyni se budeme zabyvat touto proble-
matikou v piipadeé, kdy jsou piimky zadané jako ruzné kolmice, osy use¢ek apod. Mimo tlohy
uvedené v tomto paragrafu byla incidence piimek v této kapitole naplni jiz diive uvedenych
piiklada 3.1.12; 3.1.15, 3.1.16, 3.1.18, 3.1.24 a ulohy 3.2.1.

Uloha 3.2.4: Vné nad stranami trojuhelniku ABC' jsou sestrojeny libovolné (treba i navzd-

jem ne podobné) pravouhelniky ABDE, BCFG, CAHI. Ukazte, Ze osy usecek HE, DG a FI1

prochdzeji jednim bodem.3*

RESENI:
Necht P je prisecik os tsecek DG a HE. Ukazeme, 7ze pak bod P lezi i na ose tsecky F1I.
K tomu pouzijeme vysledku Ptikladu 3.1.10 na bod P a jednotlivé pravothelniky:

|PBI> + |PE|* = |[PA + |[PD*,  |PA]? +|PI|* = |PC|* + |PH|?,

|PC|*> + |PG|* = |PB)? + |PF|*.

Protoze bod P lezi na ose tsecky DG, plati rovnost |[PD|? = |PG|?. Analogicky plati rovnost
|PH|?> = |PE|?. Odtud plyne, ze vysledek secteni tif vyse uvedenych rovnosti lze zjednodusit
do tvaru

|PI|* = |PFJ?,

coz v8ak znamenad, ze bod P lezi i na ose tfeti usecky IF'. O

34leng-97], str. 298, tloha 3.
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Uloha 3.2.5: V roviné jsou ddny dva trojihelniky ABC a A'B'C’ takové, Ze kolmice z bodi A,
B, C po tadé na primky B'C’, A'C’', A'B’ se protinaji v jednom bodé. Ukazte, Ze rovnéz kolmice
vedené z bodii A’, B', C' po Fadé na primky BC, AC, AB se protinaji v jednom bodé.>®
RESENI:

Oznacme P prusecik kolmic vedenych z bodu A, B, C na primky B'C’, A'C’, A’ B’. Déle ozna¢me
P’ prusemk kolmlc vedenych z bodu A’, B’ na piimky BC, AC. Ukézeme, Ze skaldrni soucm

vektor P’ C'a AB je roven nule. K dukazu vyuzijeme toho, ze jsou-li dva libovolné vektory X Y
—

a ZW navzdjem kolmé, pak pro libovolny bod K plati

_— — — _ — _— _— —
0=(XY,ZW)=(KX - KY,ZW), odtud (KX,ZW)=(KY,ZW).

N
Pétindsobnym uZitim tohoto poznatku, a to postupné k dvojicim vektortt a bodu A’C’ 1. PB a

—_— —_— — — —
P,BC 1L PAaP, AB "1 PCaP,AC 1L P'B"a P, B'C' 1L PA a P', dostavdme

(P'C'. PB) = (P4, PB) = (P'A, PC) = (P'B', PC) = (P'B, PA) = (P'C’, PA),
COZ znamena, ze
— - — — 0 —
(P'C'",PB—PA) = (P'C'",AB) = 0.

Z posledni rovnosti plyne, ze bod P’ lezi na kolmici k pifimce AB vedené bodem C” (af je vektor
—_—

P'C’ nulovy ¢i nikoliv), coz jsme potrebovali dokézat. O

Uloha 3.2.6: Ke kruznici opsané danému trojuhelniku sestrojme teé¢ny v jeho vrcholech. Ke kazdé
z mich ved'me kolmici stredem strany protilehlé k vrcholu, kterym teéna prochdzi. Dokazte, Ze tyto
tri kolmice se protinaji v jednom bodé.36

RESEN{:
Ozna¢me A, B, C vrcholy daného trojuhelniku,

1 1 1
A1:§(B+C’), Blzi(B—kC), Clzi(BJrC’)

35]gel-07], str. 204.
36kin—04], str.1-2,4; pitklad 4, [hon-01], str. 241-242.
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stiedy protilehlych stran a pg, pp, pe kolmice vedené po fadé body A, By, Cy k teéndm t,, tp,
te kruznlce opsane S body dotyku A, B, C. Jeji stied oznac¢ime O a uvazime polohové vektory

a= OA b= OB c= OC Protoze vektor a je smérovy vektor ptimky p,, je tato pfimka tvorena
body X pro které plati

— — R — 1 - N
OX =04+ A1 X = E(b—f—c)—kpa, peR.
Podobné pro libovolny bod Y piimky pp a libovolny bod Z piimky p. muzeme psat

— — — -
OY:OB1+B1Y:§(6—|—E)+qb, q€R,

1 -
07 = OCl+ClZ—§(a+b)+rE’, reR.

Zvolime-li za parametry Cisla p = ¢ = r = %, dostaneme stejny bod F' uréeny polohovym
vektorem

RN 1 o
OF = J(@+b+7¢),

coz mimochodem je (podle Poznamky 2 za Ulohou 3.1.20) stied Feuerbachovy kruznice troju-
helniku ABC. Timto bodem F' proto prochazeji vSechny t¥i kolmice pg, pp, pe- ]

Uloha 3.2.7: Necht O je stred kulové plochy opsané étyrsténu ABCD. UvaZujme jeji pruméry
AAq, BBy, CCy, DD;. Necht Ay, By, Co, Do jsou postupné tézisté trojuhelniki BCD, ACD,
ABD, ABC. Ukaste, e primky AgAi, BoB1, CoC1, DoD1 se protinajl v jednom bodé.>”

RESEN{:
Podle zadani AA;, BBy, CC1, DD jsou pruméry kulové plochy, takze bod O je jejich stied,
odkud plynou vyjadieni

A1 =20-A, By =20 - B, C1=20-C, D1 =20-D.

Teziste Ag, By, Cy, Dy trojtihelniku ze zadani jsou uréena rovnostmi

1 1 1 1
Ao=3(B+C+D), Bo=3(A+C+D), Co=3(A+B+D), Do=3(A+B+C).

Necht T je téiiéte celého ctyrstenu tedy T = (A + B+ C + D). Uvazujme ddle bod E

uréeny rovnosti OE = QOT. Ukézeme, ze bod F je prusecik piimek AgAi, BoBi, CoCt, DyD;.
e ——

Vyjadieme napiiklad vektor Ay Ag:

— 1 1
A1A023(3+C+D)_(20_A):g(B—i—C'—i—D—GO—i-BA):

1 4— 2— 2-— 2— 22—

37[tho-07], str. 28, tiloha G-1998-2.
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—_—

7 urc¢eného vztahu mezi vektory A1 Ag, A1 F jiz plyne, ze bod F lezi na piimce A Ag. Analogicky
by se ukazalo, ze bod F lezi také na primkach ByB1, CoC1, DgD1. Tim je tvrzeni tlohy dokazano,
navic se ukézalo, ze zkoumany prise¢ik F uréeny polohovym vektorem

— — 1 /— — — —
OE = 20T = 5 (0A+ 0B +0C + 0D)
je Mongeovym bodem étyisténu ABC D, o kterém jsme pojednali v Piikladu 3.1.24. O

Ovéifovani kolmosti

Oveétovani kolmosti dvou vektoru @, ¢ pomoci rovnosti (@,7) = 0 z Definice 1.2.4 je jednou
z nejobvyklejsich aplikaci skaldrniho soucinu pii feSeni geometrickych tiloh. Vezmeme-li pfitom
za vektory u, U smérové vektory piimek nebo normélové vektory rovin v prostoru, dostaneme
prostiedek k dokazovani vzdjemné kolmosti dvou piimek, resp. dvou rovin. Pfipomenme, zZe
zFejmym zpusobem rozsifujeme relaci kolmosti také na polopfimky a tsecky: Dva utvary tohoto
druhu jsou navzdjem kolmé, jsou-li navzajem kolmé piimky, na kterych tyto atvary lezi.

Uloha 3.2.8: V rovnoramenném trojuhelniku ABC' oznaéme D stred zdkladny BC, E patu
kolmice vedené z bodu D na stranu AC a F stied iusecky DE. Dokazte, Ze usecky AF a BE jsou
navzdjem kolmé.3®

A

RESEN{:

—_— —
Méme-li v feci vektoru dokézat, ze AF 1 BE, znamena to ukazat, ze skaldrni soucin <AF ,BE >
je nulovy. Upravme nejprve tento skalarni soucin takto:

—_— — — —_— —> — —_— —— —_— — —_— —> —_— —>
(AF,BE) = (AE+ EF,BD + DE) = (AE,BD) + (AE,DE) 4+ (EF,BD) + (EF,DE) .

Vektor DE je v8ak podle zadani kolmy na vektor AC tedy i na vektor AE COZ znamena, ze
<AE DE> = (. Spolu s rovnosti AE AD + DE odtud dostaneme

(AF,BE) = (AD + DE, BD) + (EF, BD) + (EF, DE)

38[lar-90], str. 387-388, tloha 8.3.6.
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Protoze v rovnoramenném trojihelniku ABC' je bod D stfed zakladny BC, je vektor B kolmy

% . _H % _H . ’ Ve .
na vektor BC' a tedy i na BD, odtud <AD, BD> = 0. Proto lze vyjadreni skaldrniho sou¢inu
upravit do tvaru

(AF,BE) = (DE,BD) + (EF, BD) + (EF, DE)

a k dalsi upraveé vyuzit toho, ze EB = D_C)' , ﬁ’ = —%I_)E a konecné I_)E 1 E—C>' :
—_— — —_— — 1, — — 1, — — 1, — — 1, — —
(AF,BE) = (DE,DC) — 5<DE, DC) — 5<DE, DE) = §<DE,DC> - 5<DE, DE) =
1, — — e 1, — —
= 5(DE,DC - DE) = 5(DE, EC) = 0. O

Uloha 3.2.9: Pro téziste T libovolného trojuhelniku ABC plati: AT 1. BT < a® 4 b? = 5¢2, kde
a, b, ¢ jsou obvykle znacené délky jeho stran. Dokazte.>”

RESENI:
s S
Oznactme jako na obrazku vektory b = CA a @ = CB, pak

cr=2.210 _Laigy ar—ac+or=Lta—a@, FT:EH@:%(E—M).
Proto je kolmost vektora AT 1 BT ekvivalentni podmince
(@—2b,b—2a) =0,
na kterou budeme aplikovat ekvivalentni upravy:
(@ by —2)@® —2b)® + 4@ =0 <  5(ab) =2|a?*+2/b].

Nyni vyuzjeme toho, Ze |@ — b|?> = |@|? + |b|2 — 2(a@,b) a odtud 2(a,b) = |@|2 + |b|? — |@ — b|2.
Po dosazeni dostavame dalsi ekvivalentni vztahy

5@ + 5|b)% — 5|a@ — b|*> = 4|a|®> + 4|b]2,
@ + |b]* = 5@ - b,

coz je prava strana dokazované ekvivalence. O

39eng-97], str. 293, tiloha ES.
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Uloha 3.2.10: Bud'te O stied kruznice opsané trojihelniku ABC, D stied strany AB a E téziste
trojuhelniku ADC'. Dokazte ekvivalenci*®

CD L OF < |AB| = |AC].

RESENT:
Ozna¢me r = |OA| = |OB| = |OC)|. Pro stied D strany AB a tézisté E trojihelniku AC'D plati:
1
3

1.1 111
<A+C+2A+2B> = A+ B+2C.

1 1
D=_-(A+B E=>(A+C+D)= ==

Obe strany ekvivalence ze zaddni tlohy ted ekvivalentné upravime.

Pro vztah z levé strany plati ekvivalence

CDLOE & (D-C,E-0)=0 <

1.1 1.1 1
o <§A+§B—C,§A+6B+§C—O>_O =
& (A+B-2C,3A4+B+2C-60)=0 &
s (A-0)+(B-0)-2(C—-0),3(A-0)+(B-0)+2(C-0)=0 &
& B+1-4r*4+4A-0,B-0)—4(A-0,C-0)+0(B-0,C-0)=0 &
—_— —
& —4(A-0,0-0)+4(A-0,B-0)=0 & (AO,CB) =0.
Pro vztah z pravé strany dostavame ekvivalence
— 9 — 9 — — 9 — — 9
|AB|=|AC| & |AB|"—|AC|"=0 <« |AO+OB|"-]|A0+0C|"=0 <«
& 2+1242(A0,0B) — 12 —1? —2(40,0C) =0 <« (A0,0B-0C)=0 <
—_— —
&  (A0,CB) =0.

— —
Obé strany ekvivalence jsou tedy ekvivalentni podmince AO 1 CB, kteréd je splnéna pravé
tehdy, kdyz bod A lezi na ose strany BC, neboli |AB| = |AC. O

40leng-97], str. 299, tloha 26.
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Uloha 3.2.11: V $estithelniku ABCDEF oznac¢me M, N, P, Q, R, S po tadé stredy stran
AB, BC, CD, DE, EF, FA. Dokazte, Ze rovnost

|IRN|? = |[MQ|? + |PS|? (3.16)

nastane, prdavé kdyz M@Q L PS4

RESEN{:
Pro sttedy M, N, P, Q, R, S stran Sestithelniku ABCDEF plati rovnosti

1 1 1

1 1 1
Q=5(D+E), R=g(E+F), S=_(F+4).

V rovnosti (3.16) ze zadani tdlohy piejdeme od délek tsecek k velikostem vektoru, dosadime
pfedchozi vyjadfeni stfedl jednotlivych stran a na ziskanou rovnost budeme aplikovat ekviva-
lentni dpravy:
a2 A2 Sal2
|RN|" = |MQ|" +|PS|",

%B+C—E—FF:%D+E—A—BF+%F+A—C—DK
— — 9 — — 9 — — 92
| - CF - BE|"=|AD + BE|" + | - AD + CF|",
|CF[* + |BE[* +2(CF, BE) = |AD|* + |BE|” + 2(AD, BE) + |AD|” + |CF|* — 2(AD,CF),
— 9 —_— —_— —_—
2|AD|” +2(AD,BE) — 2(AD,CF) — 2(CF,BE) =0,
_— — — —_— — —
(AD,AD + BE) — (CF,AD + BE) =0,
(AD — CF, AD + BE) = 0.

— — —_— —
Protoze AD—-CF =D—-A—-F+C=2P-S)aAD+BE=D—-A+E—-B=2(Q—M),je
——
posledni podminka ekvivalentni s rovnosti <PS , M Q> =0, neboli MQ L PS. 0

41and-06], str. 92, tloha 2.
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Uloha 3.2.12: Oznacme E, F, G, H po tadé stredy stran daného ctyrihelniku ABCD. Dokazte,
ze primky AB a CD jsou navzdjem kolmé prdvé tehdy, kdyz plati*?

|AD|?> + |BC|? = 2|EG)* + 2|FH|? (3.17)

C

REéEl’\If: S S D
Zaved' me polohové vektory @ = OA, b = OB, ¢ = OC, d = OD. Pro polohové vektory stiedu
E, F, G, H stran ¢tyfihelniku ABC D pak plati rovnosti
1

b+e),  g=5@+d), h=

N

N

€=

V rovnosti (3.17) ze zadani tlohy piejdeme od délek tsecek k velikostem vektoru, dosadime
polohové vektory stran a predchozi vyjadieni stfedu jednotlivych stran. Na dotyénou rovnost
pak budeme aplikovat ekvivalentni upravy:

d—al’ +|e-b] =2ig—eP+2h—- P o
d—al* +|e-b)* = %|€+J’—a’—5\2+%|5+6—5—5|2 &

+
&
[N~}
_l_
S
[\~]
_l_
oy
T
_I_
=Y
o
|
[\]
N~
Q)
SH
S~
|
[\]
S~
ol
L
~——
_l’_
[\]
—~
B
=y
~—
_l’_
[\]
—
=
o)
S~
|
[\]
T~
S
.y
~——
|
[\]
—
o
=y
~—

—4(@,d) —4(b,¢) = —4(a,c) — A, d) <
(@d—32)+(b,é—d)=0 <  (b—ac—d)=0.

— — N _—
Protoze b—d = AB a ¢ — d = DC, posledni rovnost je ekvivalentni s tim, ze tsecky AB a CD

jsou navzajem kolmé. O

42[and-06], str. 94, tiloha 6.
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Uloha 3.2.13: Necht{ KLMN a K'L'M'N’ jsou dva étyFihelniky, pro jejich? strany plati vztahy
KL 1 K'L',)LM L L’M', MN L M'N', NK L N'K'. Plati-li navic KM L L'N’, pak také
plati LN 1 K'M'. Dokazte.*3

RESEN{:
, , <’ s — =7 — e — Py — gy — F—
Oznacime ndsledujici vektory vy = KL, vo = LM, v3 = MN, vy = NK a w; = K'L,
— —_— N
wo = L'M’', w3 = M'N’, Wy = N'K'. Tyto ¢tvefice vektoru tvoii orientované strany dvou
Ctyfuhelniku, plati tedy

U1 + U2 + U3 + Uy =0, Wy + We + W + Wy =0. (3.18)

Ze zadanych podminek vzajemné kolmosti pro odpovidajici skaldrni souc¢iny plyne
(U, W) = (Ug,Wa) = (U3, W3) = (Ug,wWy) =0, (3.19)
(U + Vo, Wo + wW3) = 0. (3.20)

Nasi tlohou je dokazat, ze rovnéz plati
(U + U, W1 + wWa) = 0. (3.21)
Rovnost (3.20) upravime roznésobenim a poté uzitim vztahu (3.18) a (3.19). Postupné dostaneme
0 = (¥ + Vo, W + W3) = (U1, W) + (U1, Ws) + (U2, Wa) + (o, W3) =
= (¥, Wa) + (U1, Ws3) + (Va, W3) = — (U1, W + Wy) + (U2, Ws) = — (¥, W) + (T2, Ws) ,

odtud pak
(U1, Wy) = (v, Ws3) . (3.22)

Podobné budeme upravovat levou stranu dokazované rovnosti (3.21), kdyz po uziti (3.18) a
roznasobeni uplatnime (3.19) a nakonec jesté (3.22):

— —

(Ug 4 U3, Wy + Wa) = (=0 — Uy, —W3 — Wy) = (U1, Ws) + (U, Wa) + (U4, W3) =

= (U1, W3) + (v, W) + (v, Wa) = (U1 + U + vy, W3) = —(v3,w3) = 0. O

43[gel-07], str. 206, Lemma k tiloze 585.
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Uloha 3.2.14: Nechf ABCD je konvexni ctyrihelnik. Predpoklidejme, Ze primky rovnobéiné
s AD a CD prochdzejici ortocentrem V trojihelniku ABC protnou strany AB a BC po tadé

v bodech P a Q. Dokazte, Ze kolmice vedend z bodu V na primku PQ prochdzi ortocentrem V'
trojuhelniku ACD .4

D

RESENT:

Pro strany ¢tyithelniku AVCV’' a QBPV plati AV L @B, VC L BP, CV’' L PV (protoze
CV' L AD a PV | AD), V'A L VQ (protoze V'A 1L CD a VQ || CD), navic i pro jednu dvojici
uhlopiicek mame AC' L BV. Tvrzeni dlohy VV' 1 PQ o druhé dvojici tihlopiicek proto plyne
z vysledku Ulohy 3.2.13. O

Uloha 3.2.15: Dokazte, Ze kazdé dvé protilehlé strany nerovinného ctyrihelniku jsou shodné
pravé tehdy, kdyz primka spojujici stiedy obou jeho uhlopiicek je na tyto wuhlopicky kolmd.*?
RESEN{:

Dany étyfdhelnik oznaéme ABC D, stredy dhlopFicek pak jsou 3(A+C) a 1(B+ D). Ekvivalenci,

kterou mame dokdazat, prepiSeme do tvaru

(IAB]> = |CD]*) A (IBC]* = |[ADP?) &

o <%(A+C) (B+D).C-A)=0 A <%(A+C) (B+D).D~B)=0,

B 1 B 1
2 2
ktery piehlednéji zapiseme jako (3.23) A (3.24) < (3.25) A (3.26), kde
[ABJ* ~ |cD[ =0,
A2 1 a2
BC|® — |4D)" = 0.
_— — —
(BA+ DC,AC) =0,
(BA+DC,BD) =0.

3.23
3.24
3.25
3.26

o~ o~ o~ o~
— ~— ~— ~—

Ekvivalenci dokazeme postupné jako dvé implikace.

44]gel-07], str. 206, tiloha 585.
45leng-97], str. 299, tloha 14; [lar-90], str. 388-390, tloha 8.3.8, v nf je jen jedna implikace.
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° b)) : 7
Vyjdeme z rovnosti (3.23) a (3.24), jejichz se¢tenim a dalsimi tipravami dostaneme:

4B |CDf + |BC[ - [ADf =0 =
— —— 2 — 9 — — 9 — 9
|AD + DB|” — |[CD|" + |BD + DC|" — |AD|" =0 =
— 9 —_— — _ —
2|DB|" +2(AD,DB) +2(BD,DC) =0 =
(BD,BD—-AD+DC)=0 = (BD,BA+DC)=0.
To je rovnost (3.26). Nyni rovnosti (3.23) a (3.24) odeCteme:
[4B[* - |OD[* - |BC + 4D =0 =
|AC + CB|* - |CD|* - |BC* + |AC + CD[* =0 =
— 9 —_— — —_— —
2|AC|" +2(AC,CB) +2(AC,CD) =0 =
(AC,AC+CB+CD)=0 = (AC,BA+DC)=0.
To je rovnost (3.25). Prvni implikace je dokdzana.

PY b ¢ ”
Vyjdeme z rovnosti (3.25) a (3.26), jejichz se¢tenim dostaneme:

(BA+DC,AC+BD)=0 = (BC+DAAD+BCY=0 =

_— — —  — — 9 — 9
(BC—AD,BC+AD)=0 = |BC|"—|AD|"=0
To je rovnost (3.24). Nyni rovnosti (3.25) a (3.26) odecteme:

_— — — —

(BA+DC,AC —BD)=0 = (BA+DC,AB+DC)=0 =

—_— —— = — — 9 — 9
(DC — AB,DC+ AB)=0 = |AB|"—|CD|"=0
To je rovnost (3.23). Tim je druha implikace dokézéana. O

Uloha 3.2.16: Uvazujme viechny ctyrstény ABCD vepsané do dané kulové plochy. Ukazte, Ze
soucet

S = |AB* 4+ |AC|*> 4+ |AD|? — |BC|*> — |CD|*> — |DB?

md minimadlni hodnotu pravé tehdy, kdyz vsechny wuhly mezi hranami dotyéného ctyrsténu u jeho
vrcholu A jsou pravé.*S

46[tho-07], str. 25, tloha G-1993-4.
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A C
m--- A,
@)
B D,

RESENI:
Necht O je stied a r polomér dané kulové plochy. Na soucet S budeme aplikovat ekvivalentni
Upravy:

— — = — — =3 — ==, — ==,

S =|0B - 0OA|*+]10C — OA|* +|0D — OA|* — |OC — OB|* — |OD — OC|* — |OB — OD|* =
— 5 — —_— — 9 — _— — — — —_— —
=|OB* +|0A]" —2(OB,0A) +|0C|* + |OA]* = 2(OC,0A) + |OD|* + |OA]* —2(OD,0A)—
— — —_— — — — —_— — — — —_— —
~|OC? — |0B)* +2(0C,0B) — |OD|* — |0C|* + 2(0OD,0C) — |0B|* — |OD|* + 2(OB,0D) .
Nym vyuzueme podminky, ze ¢tyfstén ABCD je vepsan do kulové plochy, a tedy |OA] |?\ =

\OC | = ]OD\ = r. Pro soucet S tak dostaneme vyjadreni

$ =2 ((0C,0B) +(0D,0C) + (0B,0D) - (OB,04) - (OC,04) — (0D, 04)) =
—|OB +OC + 0D — OAJ? - <\(ﬂ|2 +|OBJ? + |OC|? + \53]2) =

9 — == ==

= —4r*+]0B+ 0C+ OD — OA|*.
Odtud vidime, ze S > —4r2. Ukézeme-li, ze existuji vepsané étyistény ABCD, pro které plati
— — — —

OB 4+ OC + OD — OA = 4G, budou v8echny takové ¢tyrstény pravé ty, pro které je soucet S
minimélni. Hledejme proto vSechny ¢tyrstény s uvedenou vlastnosti.

Necht A’ je bod soumérné sdruzeny s bodem A podle stiedu O. Usecka AA’ tedy tvori
— —
prumér dané kulové plochy a AA” = 2A0. Pak plati

|<ABA'| = |<ACA'| = |<ADA'| = g

nebot body B, C D 1621 na Thaletovych kruznicich sestrOJenych nad prumerem AA’. Diky

rovnostem OX OA+AX pro X = B,C, D je podminka OB+OC+OD OA = 0 ekvivalentni
podmince

— — — — — — — —_—
AB+ AC + AD +20A =0, neboli AB+ AC + AD = AA’.

— e E—
Tato podminka je diky rovnostem AA’ = AX + XA’ pro X = B,C, D ekvivalentni s kazdou
jednotlivou ze tii rovnosti

— — _— — — — — — —
AC + AD = BA’, AB+ AD =CA’, AB+ AC = DA’ .
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Predpokladejme nejprve, ze posledni tfi vektorové rovnosti plati. Potom s ohledem na vysSe
zminéné pravé thly pro skaldrni souciny dostaneme

— —_— — - —

(AC + AD, AB) = (BA', AB) =
(AB + AD, AC) = (CA', AC) = 0,
— —_— — - —

(AB + AC,AD) = (DA, AD) =

neboli

(AB,AC)+ (AB,AD) =0, (AB,AC)+ (AC,AD)=0, (AB,AD)+ (AC,AD)=0.
Tyto tii rovnosti mohou byt splnény jediné tak, ze plati
(AB,AC) = (AB, AD) = (AC, AD) =

coz dokazuje, ze hrany AB, AC, AD jsou navzajem kolmé.

Predpoklddejme nyni naopak, ze hrany AB, AC' a AD jsou navzajem kolmé. Pak A, B, C,
D jsou &tyii vrcholy kvaddru ABD1CDC A1 By vepsaného do dané kulové plochy, nebot kazdy
Ctytstén i kazdy kvadr mé jedinou opsanou kulovou plochu. Protoze télesova uhlopticka AA; je
prumérem kulové plochy opsané kvadru, muzeme ve vektorové rovnosti

— —_— —  —
AA, = AB+ AC + AD

(platne pro kazdy rovnobeznosten) nahradit vektor AA1 vektorem 20A a dostat tak rovnost

AB + AC + AD + 20A = 0 z prvni ¢asti FeSeni, kterd zarucuje hodnotu S = . Na zaveér
dodejme, ze kvédry vepsané do dané kulové plochy ziejmé existuji (je jich dokonce nekonecéné
mnoho). O

Posledni dvé ilohy tohoto paragrafu se odlisuji od predchozich tdloh tim, Ze jejich naplni
je hleddni mnozin bodu dané vlastnosti. Klicovou kolmost, kterd vede k jejich urceni, je tieba
ivodem FeSeni objevit.

Uloha 3.2.17: Nech{ A je libovolny bod vnitrni oblasti kruznice k, rizny od jejiho stiedu. Pro
kazdou tétivu kruinice k prochdzejici bodem A uvazujme prisecik dvou teéen, které se dotykaji
kruznice k v koncovych bodech této tétivy. Najdéte mnozinu priseciku viech takovych dvojic
tecen.”

47[kin-04], str.1-2,4; pifklad 3.
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RESENT:

Oznatme X, Y pruseciky libovolné seény s kruznice k vedené bodem A a prusecik tecen
ke kruznici k v bodech X a Y oznatme Z. Dokazeme, Ze mnozina vSech takovych bodu Z
je piimka p, kterd je kolmd na pifmku OA a prochéazi bodem A’, kde O je stied kruznice k a
bod A’ je obraz bodu A v kruhové inverzi urcené kruznici k, tj. ten bod polopiimky OA, pro
néjz plati |OA| - |OA’| = r?, kde r je polomér kruznice k. Pro jednoduchost piedpoklddejme, ze
r = 1 a zaved me polohové vektory

— —
a=0A, r=0X, y=0Y, Z7=0Z%.
Podle zadéni plati 0 < |@] < 1, |Z] = |§] = 1 a existuje r € R takové, ze
a=ri+(1-r)y.

— —

Protoze bod Z lezi na obou uvazovanych te¢néch, plati 22— & 1L ¥ a 27— ¢ L ¥, coz pomoci
skalarniho soucinu zapiSeme rovnostmi

<Z_f7f> = <5—377:(7> :07
ze kterych s prihlédnutim k (Z, ¥) = (¢, 7) = 1 plyne
<_;7‘f> = <Z,g]> =1.

Chceme-li dokdzat, Ze bod Z lezi na kolmici p k pifimce OA vedené bodem A’, musime ovéfit

rovnost
E—

—
<Z— OA, 6> =0 neboli (Z,d) = <OA',6>.
—y —
Protoze vektory OA, OA’ jsou souhlasné rovnobézné, plati

— —_— — _—
(0A", @) = (OA',0A) = |0A| - |04 = r?=1,
tudiz nasim 1kolem je ovérit rovnost (Z, @) = 1, coz je snadné:
(z,d)y=Zri+(1-r)y) =rZ )+ Q1 -r)(Z, ) =r+(1—-r)=1.
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V druhé ¢asti feSeni naopak zvolime libovolny bod Z na pfimce p a ukdzeme, ze je prusecikem ta-
kovych dvou tecen ke kruznici k, pro které bod A lezi na spojnici jejich bodu dotyku s kruznici k.
Necht tedy Z je pevné zvoleny bod pifmky p. To, jak uz vime, znamend, Ze pro polohovy
vektor Z = OZ plati (Z,d) = 1. Uvazme nyni seénu s kruznice k vedenou bodem A kolmo
na pifmku OZ.*® Je tvoiena pravé témi body W, pro jejichz polohové vektory @ = O—VI} plati
(W —d, Z) =0 neboli

(W,2) =(a,z) =1.

Prusec¢iky X, Y kruznice k se se¢nou s urcuji tétivu XY jdouci bodem A a pro jejich polohové
vektory Z = _O—)_() y= O—)} podle zavéru predchozi véty plati (¥, 2) = (7, Z2) = 1. To lze s ohledem
na |Z| = |y] = 1 zapsat jako (¥,Z7— &) = (¢,Z—¢) =0 neboli Z L Z—Z, § L Z— 4. Bod Z proto
skutecné lezi na tecnach ke kruznici £ v bodech X a Y. O

Uloha 3.2.18: Nechf P je dany bod ve vnitrni oblasti dané kruznice k(O,r). Dvé navzdjem kolmé
poloprimky vychdzejici z bodu P protinaji kruznici k v bodech A, B. Trojihelnik PAB doplrime
bodem @ na pravouhelnik PAQB. Jakou mnoZinu vyplni vsechny body Q, kdyz pro pevny bod P
wvdzime viechny dvojice kolmych polopiimek PA, PB 249

RESEN{:
K danému bodu P a libovolnym dvéma rtuznym bodum A, B na kruznici k£ doplnime trojuhelnik
PAB na rovnobéznik PAQB a dokdZeme ekvivalenci

PA1LPB & |OP*+4|0Q)*=

—.\

K tomu zavedeme vektory p = OP a = O_le a O

k |@ b
PO = PA+ PB plyne 0Q = OP + PO — p+(a—ﬁ)+(6 7 a+

b— p. Odtud

= r a z rovnosti

OPP+0Q* = 5> +]@+b—5* =[5>+ (@) + (- +71” = |§]* +]d— > +[b— 5> +15*+

48Nspovedu, jak k zadanému bodu Z € p vybrat vhodnou seénu s, lze ziskat z prvnf ¢dsti Fedenf tilohy. Z rovnost{
(Z,%) = (Z,9) = 1 totiz plyne Z L ¥ — g, takze pifmky OZ a XY jsou navzdjem kolmé.

49[eng797], str. 299, tloha 23. Ze stejného zdroje je i prostorové analogie uvedené rovinné situace, kterou
uvedeme pozdéji jinou formou jako tlohu 3.2.32 na vypocet vzdalenosti.
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+2(a— P, §) +2(b—P, 5) +2(G—5, b—p) = 2[5 *+|a@>+17 > —2(@, 5)+ b +[5 | —2(b, 7) +2(a, 7) -
=25 * +2(b, ) = 27 |* + 2@ — 7, b — §) = 2r* + 2(@ - §,b - ),
takze plati ekvivalence

OPP+|0Q2 =2 & (@-p.b-p)=0,

—_ —
pri¢emz rovnost napravo vyjadiuje kolmost vektoriu a@—p = Pi ab—p = PB. Tim je ekvivalence
—
7 tivodu naseho feseni dokdzéna. Plyne z ni, ze v pifpadé PA L PB plati |OQ|? = 2r? — p?,
tedy bod @ lezi na fixni kruznici [ se stfedem O a polomérem /2r2 — p?, kde p = |OP)|.

Ukazme nyni, ze naopak libovolny bod ) kruznice [ je vrcholem jednoho z uvazovanych
pravouhelniki. Pro stied S tsecky PQ plati

1 1
|O—5>’|:§]O—P>+O—C>2| §§<p+ \/2r2—p2> <r

(o platnosti posledni nerovnosti za predpokladu 0 < p < 7 se lze snadno presvédcit ekviva-
lentnimi dpravami), takze bod S lezi uvniti kruznice k a je tudiz stfedem nékteré jeji tétivy
AB. Potom vsak PAQB je rovnobéznik, jehoz strany PA, PB jsou navzdjem kolmé podle
dokdazané ekvivalence.

Dokézali jsme, Ze hledanou mnozinou bodu je kruznice [ (O, \/2r?2 — p2), kde p zna¢i vzda-
lenost bodu O a P. O

Vypocty délek a vzdalenosti

V tomto paragrafu uvedeme dvé skupiny tloh. Prvni z nich obsahuje ulohy 3.2.19 az 3.2.32,
v jejichz teseni vyuzivame k vypoctu délek nebo vzdalenosti pouze defini¢niho vztahu (1.1) pro
velikost vektoru

il = /(i @)
a zakladnich vlastnosti skaldrniho souc¢inu uvedenych jako (i)—(iv) v Definici 1.2.1 skaldrniho
souéinu, které budeme vyuzivat automaticky, tj. bez odkazu.

Uloha 3.2.19: Pro ti dané body A, B, C plati
poloha téchto ti1 bodu?°°

AC|? + |BC|? = L|ABJ%. Jakd je vzdjemnd

RESENI:
Danou rovnost upravime pomoci ekvivalentnich dprav:
A2 o2 1 AD2
2|AC|* 4 2|BC|* — |AB|* =0,
9 —Z09 — o209
2|AC|* +2|BC|* — |[AC+CB|* =0,

— 5 5 — 5 — —_— —
2|AC|? + 2| BC|? — |AC|? — |CB|* — 2(AC,CB) =0,

0leng-97], str. 298, tloha 9.
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[AC2 + [BC2 — 2(AC,CB) =0,  meboli  |AC — CBJ2 =0,
A+B

AC—-CB=3 neboli (C—A)—(B—C)=5 neboli C= =

To pravé znamend, ze bod C je stied tisecky AB. O

Uloha 3.2.20: Pro libovolné tii body A # B, M dokaste vétu: Rovnost |QA2 + |QB|? =
=2|QM|? + %|AB\2 plati pro libovolny bod Q prdvé tehdy, kdyz je bod M stied vsecky AB.5

RESENI:
Na zadanou rovnost budeme aplikovat ekvivalentni dpravy:
A2 52 A2 I AB2
2[QAI" +2|@B|” — 4|QM|” - [AB|" =0,

—_— —_— — —_— —
21QM + MAP +2|QM + MBJ* — 4jQMJ* - |[AB|* = 0,

2 2 2 T o2 T BN A2 1 ABI2
2|QM? 4+ 2|MA]” + 4(QM,MA) +2|QM|* 4+ 2|MB|* + 4(QM,MB) — 4|QM|* — [AB]* =0,

2|MA|* +2|MB|? — |AB|* + 4QM,MA+ MB) =0.

Ma34-li platit posledni rovnost pro kazdy bod ), musi byt vektor ]\Tél + ﬁ nulovy, tj. musi byt
M = (A + B), pak jiz zfejmé plati i 2| M A|*> + 2| M B|? — |AB|*> = 0, tedy posledni odvozend
rovnost plati. To znamenad, ze puvodné zadand rovnost plati pro kazdy bod @ pravé tehdy, kdyz
M je stied AB. O

Uloha 3.2.21: Najdéte bod X s minimdinim souctem étverci vzddlenosti od dangjch bodi A, B,
C, které tvori vrcholy trojihelniku.>?
RESEN{:
Dokézeme, ze zkoumanou vlastnost ma jediné tézisté T' daného trojihelniku ABC'. Pro libovolny
bod X soucet
o A12 12 A2
s=|XA|"+|XB|" +|XC|

upravime s vyuzitim tézisté T' takto:
— —— 9 — =9 — =9 — 9 — 9 —_— — — 9 — 9
s =|XT+TA|"+|XT+TB|" +|XT+TC|" = |XT|"+|TA|"+2(XT,TA)+ |XT|"+|TB|"+
+2(XT, TB) + |XT|* + |TC|* + 2(XT,TC) = |[TA] + |T B2 + |TC| + 3| XT*+
_— = —  —
+2(XT,TA+TB+TC).
_— — —
Jak dobfe vime, pro tézisteé T plati TA+TB + TC = 0, a tedy

s = |TA? +|TB|* +|TC> + 3| XT|?.

5lleng-97], str. 298, tiloha 12.
2[eng-97], str. 299, tloha 25, [pra-86], str. 102, tloha 5.15.
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Hodnota takového souctu s je nejmensi, jediné kdyz |XT'| = 0, neboli X = T, coz znamend, ze
hledanym bodem X je praveé tézisté T. O

Pozndmka:
Z uvedeného feSeni plyne, ze pro kazdy bod X plati vzorec

IXAP? +|XB]? + |XC|? = |TA? + |[TB> + |TC|* + 3| XT|?,

takze vSechny body X se stejnou hodnotou souétu |XA[? + |XB|? + |XC|? tvoif kruznici
se sttedem T' (kterd v pfipadé minimalni hodnoty souc¢tu zdegeneruje do bodu T').

Uloha 3.2.22: Pravidelny n-thelnik A1As ... A, je vepsany do kruinice se stiedem O a po-
lomérem r. Necht X je libovolny bod, pro ktery plati |OX| = d. Dokazte rovnost®

Z |AX|?P=n(r?+d°) .

RESENI:
—
Nejprve vyjadiime velikosti vektoru A; X pomoci skalarnich soucinu takto:
|AiX|" = |AiO + OX|" = |AiO|" + |OX|" +2(Ai0,0X) = d* + r* + 2(A,0,0X) .

Odtud se¢tenim pro i = 1,2,...,n dostdvame
Z|AX|2 Z<d2+r +2(4,0,0X)) =n (& +1?) - <ZOA1,OX>

Protoze AjAs... A, je pravidelny n-thelnik se stfedem O, plati rovnost >, OAi = 0, nebot
vektorovy soucet z levé strany se nezméni pfi otoceni vSech séitanych vektorti o orientovany
thel 2% ZruSenim skalarniho souc¢inu v odvozené rovnosti dostavame vzorec, ktery jsme méli
dokazat. O

Uloha 3.2.23: Dokaste, e pro kazdy trojihelnik ABC' ezistuje v roviné ABC prdvé jeden bod X
takovy, Ze soucty ¢tvercu stran trojuhelniku X AB, X BC, XCA se navzdjem rovnaji. Podejte
geometrickou interpretaci takového bodu X .54

53leng-97], str. 298, tloha 4; [pra-86], str. 100, tloha 5.6. Pro n = 3 jde o vysledek uvedeny v Poznidmce
za predchozi tdlohou 3.2.21.
5[eng-97], str. 299, tloha 27.
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RESENI:
Pro bod X ma platit série rovnosti
T2 LI BY2 L IPA2 1 BYVI2 L IAY2 L ABI2 A2 L IAYI2 1 1A A2
|AX|* + |BX|” + |BA|" = |BX|* + |CX|* + |CB|* = |[AX|* + |CX|* + |CA|>. (3.27)
7 prvni rovnosti postupné dostavame ekvivalentni rovnosti:
T2 L 1B A2 A2 B2
|AX|* + |BA|* — |CX|* - |CB|I* =0,
—_— — —_— — — —
|AC 4+ CX|? + |BC + CA? — |CX|* - |CB]* =0,
o —_— — —_— —
2|AC|* +2(AC,CX) 4+ 2(BC,CA) =0,
_— s —  —
2<AC, AC+CX — BC> =0,
(C—AC-A+X-C-C+B)=0,
(C—A,X-C—-A+B)=0.

Polozme By = C + A — B. Pak C — B = By — A, tedy bod By dopliuje trojuhelnik ABC
na rovnobéznik ABC By (vybarveny na obrazku). Posledni ze série ekvivalentnich rovnosti je
vyjadrenim vztahu C' — A L X — By. Zjistili jsme, ze prvni rovnost v (3.27) plati, pravé kdyz
bod X lezi na kolmici k pfimce AC vedené bodem By.

Cyklickou zdménou vrcholu A, B, C' dostdvame, ze druhd rovnost v (3.27) plati pravé tehdy,
kdyz bod X lezi na kolmici k pifimce BC' vedené bodem Ag = B + C — A. Hledany bod X tedy
existuje, je jediny a geometricky pfedstavuje ortocentrum trojihelniku AgByCy, jehoz stiedy
stran jsou dané body A, B, C. O

Uloha 3.2.24: Uhlopﬁéky AC a BD konverniho ctyrihelniku ABCD se protinaji v bodé O.
Ukazte, Ze rovnost

|AB|? + |BC|? + |CD|? + |DAJ? = 2(]AO|* + |BO|*> + |CO|? + |DOJ?)

plat? prdve tehdy, kdyz ihlopricky jsou navzdjem kolmé nebo kdyz bod O je stredem alespor jedné
z mich.%

55 leng—97], str. 299, tloha 18.
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RESEN{:
Na zkoumanou rovnost budeme aplikovat ekvivalentni tipravy:
— — — — — — — —
2|AO|? + 2|BO|? +2|CO|* + 2|DOJ* — |AB* — |BC|* — |CD]* = |IDAP? =0 &
— — — — — —
& 2/AO +2|BOJ* +2|CO|? +2|DOJ* — |AO + OB|*~
— — — — — —
—|BO+0OC]? = |CO+OD]?>—|DO +0AP=0 &
—_— — —_— — —_— — —_— —
& 2(0OB,0A) +2(0C,0B) +2(0D,0C)+2(0A,0D) =0 &
— — — —_— — —
& (OB,0A+0C)+(0D,0A+0C)=0 &
— _— — —
& (OB+0D,0A+0C)=0.

Neni-li bod O ani stied AC, ani stfed BD, posledni rovnost je splnéna pravé tehdy, kdyz nenulové
vektory %(A—FC )—0 a %(B + D) — O jsou navzdjem kolmé. Protoze tyto vektory jsou smérovymi
vektory uhlopiicek AC a BD, jde skutecné o podminku AC | BD. O

Uloha 3.2.25: V prostoru jsou ddny libovolné dva trojihelniky ABC o KLM. Premistime-li
je tak, aby splynula jejich téziste, pak soucet vsech deviti hodnot | XY|?, kde X € {A,B,C} a
Y € {K,L, M}, nebude zdviset na tom, v jaké vzdjemné poloze pritom premisténé trojuhelniky
budou. Dokazte.?®

Reseni:
Oznacme T spolecné tézisté trojuhelniku ABC a K LM (po jejich pfesunuti), pak plati

— — — . — — —

AT +BT +CT =0 a KT+ LT+ MT =o0. (3.28)
S vyuzitim vektoru a skaldarniho soucinu vypoctéme nejprve soucet tii trojic vzdalenosti

2 2 e Tt TR Ty
|AK|> + |BL]> + |CM? = |AT + TK|" + |BT + TL|" + |CT + TM|" =

- 9 9 9 9 9 9 _— > _— — _— —
= |AT|* + |BT|” + |CT|* + |KT|* + |LT|* + |[MT|* + 2(AT,TK) 4+ 2(BT,TL) + 2(CT,TM ),

%6[bom-96], str. 111, tloha 9.6, fesenf str. 114.
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analogicky pak
|AL|> + |[BM|? + |CK|? = |AT)? + |BT|* + |CT|? + |KT|* + |LT|* + |MT|*+
—_— — _— — —_— —
+2(AT,TL) +2(BT, TM) +2(CT,TK),
|AM|? + |BK|> + |CL|? = |AT|? + |BT)? + |CT|? + |KT|? + |LT|* + |MT|*+
—_— — —_— — — —
+2(AT,TM) + 2(BT, TK) +2(CT,TL).

Se¢tenim odvozenych ti{ rovnosti dostdvdme pro celkovy soucet S vSech deviti hodnot | XY |?
ze zadani vyjadieni

S =|AK|> + |BL|* + |CM> + |AL]> + |BM > + |CK|? + |AM|*> + |BK|* + |CL|? =
2 2 2 2 2 2 AT I LT L TAf
=3(|AT | + |BT|* + |CT|* + |KT > + |LT|* + |MT?) + 2(AT,TK + TL + TM )+
—_— — —> — —_— = — —
+2(BT, TK + TL+TM) +2(CT,TK + TL+TM),
které se uzitim druhé z rovnosti (3.28) zjednodusi na

S =3(|AT|*> + |BT)* + |CT|* + |KT|> + |LT|* + |MT?).

jak je kolem pevného bodu T v prostoru pootocime, coz jsme méli dokazat. O

Uloha 3.2.26: Nech{ ABCD je ctyrstén, ve kterém téznice vychdzejici z bodu A v trojiuhelni-
cich ABC', ABD, ACD jsou navzdjem kolmé. Dokazte, Ze vSechny tii hrany dotyéného étyrsténu
vychdzejici z bodu A jsou stejné dlouhé.>”

D

RESENT: R — . .
Oznatme vektory b = AB, ¢ = AC, d = AD a vektory odpovidajici téznicim z bodu A
v trojihelnicich ABC, ABD, ACD oznaéme postupné iy, ta, t3. Pro tyto vektory plati

(b + 5) , to = 5
57[bech—-04], str. 99-100, tloha 5.
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Protoze jsou téznice navzajem kolmé, je skaldrni soucin kazdych dvou z vektoru ti, to, t3 roven
nule, coz po dosazeni vede k rovnostem

- - 1 - - o 1 /- S - -

(1) = {6+ ab+d) = 7 (17 + 6.d) + §.2) + @d)) =0,

- = 1 - - = =, 1 _’2 - - = o 7

(f1.8) = ;B +ac+d) = (1P + 6.d) + (.6) + @ d)) =0,

R T W L o

(o ts) = 7B+ d o+ d) = 5 (1P + B.d)+ (.0) + (@ d)) =
Odtud jiz vidime, ze |b| = |@| = |d|, coz jsme méli dokdzat. Dodejme jesté, Ze tvrzeni tlohy
nelze obrétit: Z rovnosti |b| = |¢| = |d| plyne pouze, ze skalarni souciny kazdych dvou z vektoru
t1, ta, t3 majf stejnou (ne nutné nulovou) hodnotu. O

Uloha 3.2.27: Necht M, N, P, Q jsou po Tadé stredy hran AB, CD, AC, BD étyrsténu ABCD.
Necht tisecka MN je kolmd na AB i CD a tusecka PQ je kolmd na AC i BD. Dokazte, Ze pak
plati |AB| = |CD|, |BC| = |DA|, |AC| = |BD|.8

RESEN{: o L
Ozna¢me vektory b = AB, ¢ = AC, d = AD. Pro sttedy M, N, P, Q hran AB, CD, AC, BD
plati:

1 1 1 1
M=g5(A+B), N=3(C+D), P=5A+0), Q=5(B+D),

_ —
odtud pro vektory M N a PQ dostavame:

— 1 1, - = — 1 1- - =
MN:§(C+D—A—B):§(—b+c+d), Pin(B—i—D—A—C):E(b—c—i—d).
Podle zadéni je MN 1. AB a MN 1 CD, a tedy skalarni souc¢iny odpovidajicich vektoru jsou

nulové: . )
—_— — — - - — — - -
0=(MN,AB) = 5<—b+€+d,b> =5 (—yb12+< ,C) + (b, )) :

8[bech—04], str. 43, tloha 3.
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NN 1 = = N
(ﬁ:@ﬂmoD>:§¢b+5+d¢6+d>:

N | =

Sec¢tenim obou rovnosti dostaneme, ze

|d|>=|b—¢&>, neboli |AD|=|BC]|,
jejich odecétenim pak obdrzime

@>=|b—d>, neboli |AC|=|BD].
Vyuzitim podminky ze zadani, ze PQ 1 AC a PQ 1| BD dostaneme analogickym postupem
tiet{ z dokazovanych rovnosti |AB| = |CD| (spolu s jiz dokdzanou rovnosti |[AD| = |BC|). O

Uloha 3.2.28: Téziste ctyrsténu ABC'D md stejnou vzddlenost od jeho vrcholi A a B. Dokazte

rovnost®?

|AC)? +|AD|?> = |BC)? + |BD|?.

RESENI:
Dokazovanou rovnost prepiSeme do tvaru
|AC> +|AD|? — |BC|> — |BD* = 0. (3.29)

— — — 5 —

a=TA, b=TB, ¢&=TC, d=TD

plati
a+b+c+d=o0, |d| = |b] (3.30)

(druhd rovnost je podminkou zadani tlohy). Nyn{ upravime levou stranu rovnosti (3.29) s vyu-
Zitim (3.30):

|AC|? + |ADP> — |BC> — |BD]? = |¢—al> + |[d—d)* — |c— b)* — |d — > =

= [al* +1&* = 2@, ) + | + |d|* — 2(@,d) — o]* — |7 +2(5,@) = o* — |d|* +2(b, d) =
=2(b,é+d)—2@c+d)=2(b—ac+d)=2b—a,—-a—b)=-20b—ab+a =0,
pficemz posledni rovnost plati podle vztahu (3.1) s ohledem na druhou z rovnosti (3.30). O

Uloha 3.2.29: Vyjddrete vzddlenost hlavniho vrcholu V' od téziste T zdkladny ABC' trojbokého
jehlanu ABCV pomoci souctii

P = |AB|? + |AC? + |BC?, Q=|AV]2+ BV +|CV|?,

pro néz pak dokazte nerovnost P < 3Q.50

9[jur-96], str. 102, tloha 3.16.
60[jur-96], str. 101, tloha 3.12.
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RESENI:
Pro tézisté T trojuhelniku ABC plati T = %(A + B+ (), odtud plyne vektorova rovnost

ﬁzé(ﬁ+ﬁ+ﬁz).

VT = %}V_XH@JFV_()J\Q =

= o (1IAVP + [BVE 4OV + 2(VA,VE) + 2(VA,VC) + 2(VB,VC)) =

@M—l

= & (Q+2VA,VB) +2(VA VC) + 2(VB,VT)) .
Pro soucet P uzitim skaldrniho souc¢inu dostavame
— [VA-VB*+|VA-VC[*+|VB - VC| = 2/AV2 + 2| BV 2 + 2|CV 2

—_— — —_— — —_— —
-2(VA,VB) —2(VA,VC) - 2(VB,VC),
odtud pak
—_— — —_— — —_— —
2(VA,VB) +2(VA,VC)+2(VB,VC) =2Q — P.

Dosazenim do odvozené rovnosti pro |[VT|? tak obdrzime
1
VT = 5(@+2Q-P),  meboli VT|=-/3Q - P,

coZ je hledané vyjadieni, z néhoz také plyne nerovnost P < 3Q, nebot |VT| > 0. O

Dokazte, Ze ctyrsten je pravidelnsj.5t

RESEN{:
—_— 5 —
Necht O] je stred kulové plochy vepsané do ¢tyisténu ABCD. Oznacme Vektory a=0A,b=0B,
c= OC’ d= OD Nechf T je tézisté steny ABC, pak pro vektor t = OT plati
- 1, -
t=_(@+b+c).
3
Podle zadani |f | = r, kde r je polomér dané vepsané kulové plochy. Odtud
Bli+b+¢)=|a+b+¢ = |3t = 9r?,
neboli
(t,a@) + (£, b) + (£, ) = 312, (3.31)

61 [mur-88], str. 63-64, tloha S.G./2(1972/2).
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ABC, a tedy na kazdou ptimku této roviny, odtud
(fa—b)=(b-¢)=0 neboli  (fa)=(d)=(£¢).

, COZ po vynasobeni
tfemi a dosazeni za vektor ¢ muzeme zapsat ve tvaru
3% = (d+b+&a) = (@+b+&b)=(@+b+E¢8). (3.32)

+
Analogicky vysledek obdrzime pro zbyvajici stény ABD, ACD a BCD':

3% = (i+b+d,a)=(@+b+db)=(G+b+dd), (3.33)
32 =(G+é+d,a)=(@+c+d,c)=(@+c+dd), (3.34)
3 = (b+e+db)=(b+C+d, &)= (b+c+d.d). (3.35)

Z prvnich rovnosti v (3.32) a (3.33) dostaneme (@, &) = (@, d); podobné pak z dalsich disledki
(3.32) — (3.35) obdrzime, ze hodnoty v8ech skalarnich sou¢inu dvou ruznych vektoru z {a, b, ¢,d }
maji tutéz hodnotu, kterou ozna¢ime jako A:

(@.b) = (@) = (@,d) = (b,¢) = (b,d) = (€.d) = A,

Nyni z (3.32) vyjadiime
@> + (@,b) + (@) =3r*,  neboli |@]> =3r%— 2]\,
podobné pak odvodime dohromady
@ = b = 2] = |d|* = 3r* — 2\.
Pro druhou mocninu délky hrany AB tudiz plati
|AB)? = |b—a|* = |a* + |b]*> — 2(@,b) = 6r> — 6,

stejné jako pro ostatni hrany obdrzime:

|AC|*> = |AD|> = |BC|*> = |BD|? = |CD|* = 6r% — 6.
Ctyistén ABCD je tedy pravidelny, jak jsme méli dokazat. O

Uloha 3.2.31: Urcete polomér kulové plochy S, kterd prochdzi tézisti vSech stén daného Ctyr-
sténu vepsaného do jednotkové koule se stredem O. Urcéete také vzddlenost stredu O od stredu
kulové plochy S v zdvislosti na délkdch hran daného étyrsténu.5?

62[dju-06], str. 191, tloha 9, IMO 1985.
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RESEN{:
Ve zkoumaném ¢étytsténu ABC D pro vektory

—

a=0A, b=

|

— - —
B, &=0C, d=0D

Q

podle zadani plati |d@| = |b| = |¢] = |d| = 1. Teziste Ty, Ty, Ty, Ty po fadé stén BCD, ACD,
ABD a ABC maji vyjadient

— 1 - - — 1 -
— 1 - o — 1 -
(H§=§w+b+d% (Hh:§w+b+&

—

T\P=-d, ToP=-b

LW =
w

Body T1, Ty, T3, Ty maji od bodu P vzdalenost |TyP| = |TyP| = |T3P| = |TyP| = %, bod P je
tedy stfedem kulové plochy S ze zadani ulohy a jeji hledany polomér je %

—
Nyni najdeme vzddalenost bodu O a P jako velikost vektoru OP :

1

S (4+2@5) +2(@) +2@,d) +2(5,) + 2(5.d) +2(e.d)) -

|5?F:$W+E+E+JF=
Pro velikost hrany AB plati
IAB?>=|b—a>=2—-2(a,b), odtud 2(@b)=2—|ABJ?,
analogicky
2a, ¢y =2—|AC]>,  2(@d)=2—|AD]>,  2(b,&) =2—|BC|?,

2(b,d) =2 —|BD>, 2(¢.d)=2—|CDJ?.

—
Po dosazeni do vyjadieni |OP|? a odmocnéni dostaneme hledanou vzdalenost

1
|OP| = g¢16 — (|JABJ2 + |AC|2 + |AD|2 + |BC|? + |BD|? + |CD|?) . O

Uloha 3.2.32: Ve vnitini oblasti kulové plochy k(O,r) je din bod P. Tti navzdjem kolmé
poloptimky vedené z bodu P protinaji kulovou plochu k v bodech A, B, C. Oznacme Q ten vrchol
kvddru s hranami PA, PB, PC, ktery s bodem P urcuje jeho télesovou uhlopricku PQ. Dokazte,
Ze pro vSechny uvaZované trojice navzdjem kolmgch poloprimek PA, PB, PC md bod QQ od stre-
du O tutéz vzddlenost.

53[eng—97], str. 299, tloha 24.
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RESEN{:
Podobné jako v Uloze 3.2.18 dokazeme tentokrat pro libovolné tii body A , B, C € k implikaci
PA1 PBAPA1LPCAPBLPC = |OP?+|0Q=3r?—p*.

Oznacmep—OPa |p\ =p, a—OA b—OB &= OC. Pak @ = |b| = |¢] = r a z rovnosti
PQ PA+PB—|—PC’plyneOQ OP+PQ—a+b+c—2p Odtud

OPP +10QP = |p]* + @+ b+~ 27 = | + @~ p) + (b9 + (E—p) + 5] =
= [FP+|a— [P+ (b= 5P+ =5+ |F* +2(@— 5, 7) +2(b—5.5) +2(— 5, 5) + 2@~ 5, b— )+
+2(d@— 7, &= P) +2(b—p,é— ) = 25|* +|a@]* + 7[> — 2(@, 5) + |b]* +|5]> — 2(b, 5 2
—2(€,7) +2(@,5) — 2[5[* + 2{b, ) — 2[7|* + 2{¢, 7) — 2|7|” + 2(@ — 7. b 2
+2(5— 7,8 = ) = 3" = p* +20G = .5~ ) + 2(d — 5, = 7) + 20— H, ¢~ ),

takze plati ekvivalence

)
2(b,

OPP +[0Q)” =3r" —p* & 2(@—p,b—p)+2(@—p,é—p) +2(b—p,é—p) =0,

prlcemz rovnost napravo | bude jisté splnéna, budou-li navzdjem kolmé vektory @ — g = PA,
—

b— p=PBac—p= PC (opacnd implikace ziejmé platit nemusi). Tim je implikace z tivodu
naseho feseni dokédzana. Plyne z ni, 7e za podminek ze zadani tlohy plati |OQ|? = 3r? — 2p?,
tedy bod @ m4 od stiedu O fixn{ vzddlenost /3r2 — 2p?, kde p = |OP]. O

V druhé ¢asti tohoto paragrafu uvedeme tlohy, které pro vypocet délek a vzdalenosti vyuzivaji
dusledku (1.5) Definice 1.2.3 odchylky ¢ dvou nenulovych vektoru @, U
(@, ) = |a] - ] - cosp.

Jak vime, tento vztah je vlastné Vektorov_}'f)m ekvi\%ntem kosinové véty o délce strany BC
v trojuhelniku ABC' s vektory stran @ = AB a v = AC.

Uloha 3.2.33: Dué protilehlé strany daného konvexmiho ctyriuhelniku magi délky a,c a uhel
mezi ruznobéznymi primkami téchto dvou stran, v némz tento ctyriuhelnik lezi, md velikost ¢
Vypoctéte vzddlenost stiedii dvou zbyjvagicich stran tohoto ctyrihelniku.5*

C

64[eng—97], str. 299, tloha 21.
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RESENI:
Oznaceni zkoumaného ¢tyiihelniku zvolme jako na obrazku. Pro stfedy M a N stran BC, resp.
DA plati

1 1
—_—
7 vyjadieni vektoru M N

_—
MN=N-M = -(A+ D)

% —%(BJrO):%(A—B)Jr%(D—C)

uré¢ime jeho velikost takto:

2 Liaze o one DA D Lo 2
IMN]| :(MN,MN}:ZOAB] +|CD| +2<BA7(JD>> = (a® 4+ + 2accos p) =
1 2
= <2\/a2+02+2accos<p> .
Délka tisecky M N je tedy %\/a2 + 2 + 2accos p. O

Uloha 3.2.34: Pro délky hran étyisténu ABCD plati |AD| = |BC| = a, |BD| = |AC| = b a
|CD| = |AB| = c. Necht D1, By jsou po tadé tézisté trojuhelniki ABC a ADC. Dokazte, Ze
pokud DDy | BBy, pak a® + ¢? = 3b>.9°

RESEN{:
Pro tézisté Dy, Bi trojuhelniki ABC a ADC plati

1 1
Predpokladejme, ze plati DD; 1 BBj, a odvozujme dusledky:

(D1—D,By—B)=0 = (A+B+C-3D,A+C+D—-3B)=0 =

65[eng—97], str. 299, tloha 19.
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<(A—D)—|—(B—D)+(C—D),(A—D)+(C’—D)—3(B—D)>=O =
a® + ¢ — 3b% + 2accos f — 2abcosy — 2bccosa =0,
kde 8 = <ADC, v = <ADB a a = <BDC. Do této rovnosti dosadime vyjadieni

2accos = a®+ 2 —b?, 2abcosy=a®+b*—c?, 2bccosa=b+c*—a

2
plynouci z kosinové véty pro trojihelniky ADC, ADB a BDC. Po dosazeni dostaneme:
a>+c2 =30+ (a®> +c b)) — (b +c —a?) — (a* +b* — ) =2(a® + & — 3b*) = 0.

Posledni rovnost je ekvivalentni s rovnosti a? + ¢ = 3b? ze zadani tlohy. O

Uloha 3.2.35: Dokazte, Ze pro libovolny bod M kruznice opsané rovnostrannému trojuhelniku
ABC ma soucet
|[MA|" + |MB|" + |MC|"

tuté? hodnotu, je-li a) n =2, b) n = 4.5

RESENT:

o n=2
Oznaéime r polomér kruznice opsané rovnostrannému trojihelniku ABC a O jeji stied.
—
Nejprve si vyjaddiime druhou mocninu velikosti vektoru M A :

__>2 9 ——)2 —)2
IMA|> = |[A— 0+ 0 — M|> = [OM|> + |0A]> + 2(A— 0,0 — M) =

_227 —_ —
=2r°—2(0OM,0A).

Analogicky plati

[MB|* =22 — 2(0M,0B),  |MC|* = 2r? — 2(0M,0C).

66[eng—97], str. 298, tloha 5 pro n = 2; [pra-86], str. 100-101, tloha 5.7 pro n = 2, 4.
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—_— - —
Seétenim téchto rovnosti a s vyuzitim faktu, ze OA + OB + OC = &, dostaneme
— 9 — 9 — 9 9 —_— — —  — 9
|MA|” + |MB|" + |MC|” = 6r* —2(0OM,0A+ OB + OC) = 6r°.
Tato hodnota nezévisi na volbé bodu M .57

n=4
Oznac¢ime pismenem s soucet

s=|MA*+ |MB|*+ |MC*.
S vyuzitim rovnost{ z prvni ¢asti feseni dostavame
s=4r* + 4<O_]\>/[, O_x>4>2 — 8r2<0—]\>4, O_f>1> +4rt 4 4<O_]\>4, O_B>>2—
—8r2(OM,0B) + 4r* + 4(OM,0C)? — 8r*(OM,0C)) =
4 90 T = —— — = 9 — —— 9 — ——> 9
=12r" — 8r <OM, OA+ OB + OC’> + 4<OM, OA)” + 4<OM, OB> + 4<OM, OC’> =
4 — —— 9 — ——=.9 — —— 9
=12r" + 4(OM,0A)" + 4(OM,0B)" + 4OM,0C)".
_— - — N
(Vyuzili jsme rovnost OA+ OB+ O0C = 0'.)
S ohledem na symetrii predpokladejme, ze bod M lezi jako na obrazku na kratsim ob-

louku AC, a oznaéme |[<AOM| = ¢. Protoze thly mezi jednotlivymi vektory (721, O—B>

—

a OC' jsou rovny 2%7 plati rovnosti |[<BOM| = ¢ + 2% a |[<COM| = ¢+ 4%. Po jejich
dosazeni do zékladniho vztahu pro skaldrni souc¢in dvou vektort obdrzime

1 2
(OM,0A)* = (r 7 cos)? = vy W’
‘ 2 2 1 2 Am
<OM,OB>2:<T.TCOS(QP+;T>> —h. +COS(290+3)7
} 4 2 1 2 8m
<OMaOC>2:<TTCOS((p+;T)> :,r4' +COS(2()0+ 3)

Dosazenim do dfive odvozené rovnosti dostavame

3+ cos2p + cos (20 — 2E) + cos (2¢ + 2=
o= 12 4 4t 4 (902 3) Teos(2p+ ) _

2
=12r* 4+ 6r* 4 2% (cos 2¢ + 2 cos2¢p cos ;) =127 + 6rt = 18,

Zkoumany soucet je roven 1874, coz je hodnota, ktera nezavisi na volbé bodu M, jak jsme
méli dokazat. O

87 Tento vysledek plyne i ze vzorce z Poznamky za piikladem 3.2.21, nebot v rovnostranném trojihelniku splyva
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Uloha 3.2.36: Dokaszte, Ze pro libovolnyj bod P kruznice opsané ctverci ABC'D md soucet
|PA|" +|PB|" + |PC|" + |PD|"

tutéz hodnotu, je-li a) n =2, b) n =4, c) n = 6.9

RESEN({:
o n=2

Oznac¢ime r polomér kruznice opsané ¢tverci ABC'D a O jeji stied. Nejprve vektorové
vyjadiime druhou mocninu délky tsecky PA:

VAL 2 2 _ (D12 L1 A02
‘PA] =|P-AFF=(P—-0+0—-A)=|0OP|*+|AO|*+2(P - 0,0 — A) =
— —
=2r2 —2(0P,0A4),
analogicky
— 9 9 —_— — — 9 9 —_— — — 9 9 —_— ——
|PB|” =2r* = 2(OP,0B), |PC|"=2"—-2(0OP,0C), |PD|"=2r"—-2(OP,0D).
_— s —  —  —
Sectenim téchto rovnosti s ohledem na OA + OB + OC + OD = 0 dostaneme
— 9 — 9 — 9 — 9 9 —_— —— — —  — 9
|PA|” +|PB|" + |PC|" + |PD|” = 8r* = 2(0OP,0A + OB + OC + OD) = 8°.

Tato hodnota nezavisi na volbé bodu P, jak jsme méli dokazat.

en=4
Ozna¢me pismenem s soucet

s = |PA|* + |PB|* + |PC|* + |PD|*.

S ohledem na symetrii predpokladejme, Ze jako na obrazku bod P lezi na_k}"a‘@;ﬂ o_b—)
louku AB, a oznac¢me |[<AOP| = ¢. Protoze tihly mezi jednotlivymi vektory OA, OB, OC

8[eng—97], str. 298, tloha 6.
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—
a OD jsou rovny 7, plati rovnosti |[<BOP| = § — ¢, |[<COP| =7 —yp a |[<DOP| =5 + ¢,
podle kterych stejné jako v pripadé n = 2 dostavame vyjadieni

|PA|” =2r® —2(OP,04A) = 2r° — 2r°cos g,

|PB|” =2r* — 2(OP,0B) =2r" — 2r COS(E — ),

|PC’ =2r* —2(OP,0C) =2r* — 2r° cos(m — ),

|PD|” =2r* = 2(OP,0D) =2r* — 2r COS(E + ).
Umocnénim téchto rovnosti na druhou a dosazenim do sou¢tu s dostaneme

s = 16r* + 4% (cos2 w+ C082(7T — )+ cos2(g — )+ cosQ(g 4 (,0)) _

—8rt (cosgo + cos(m — @) + cos(g — )+ cos(g + cp)) )
Protoze plati, Ze cos(m—) = — cos ¢, cos(§ —p) = sin ¢ a cos(5+p) = — sin ¢, dostadvame
s = 167" + 4r* (cos® p + cos® p + sin® p + sin® p) ) —
—8r (cos p — cos @ + sinp — sin p)) = 24r.
To je hodnota nezavisla na volbé bodu P.

en==0
Ozna¢me pismenem S soucet

S =|PA|® +|PB|° + |PC|® + |PD|°.

—
Pii predpokladu a oznaceni z predchozi ¢asti umocnénim vyjadieni |PA|? = 2r2 —2r2 cos ¢
na tiet{ dostavame

—
’PA|6 =870 —3.47%. 292 cosp+3- 272474 cos? p— 879 cos? p=
= 87% — 24r% cos  + 2475 cos® p — 8% cos®

analogicky .
‘PB‘G = 8r% — 247 sin ¢ + 2475 sin? ¢ — 8rOsin’

‘ZTC‘E) = 8r% 4 2479 cos ©+ 2475 cos? p+ 8r° cos® Y,
‘ﬁ)‘G = 87 + 24r%sin ¢ + 2470 sin? ¢ + 8r0 sind .
Pro soucet S tak vychazi
S = 32r% 4 2475 (— cos ¢ — sin @ + cos @ + sin @) 4 24r%(cos? p + sin? p + cos® ¢ 4 sin? @)+
+87%(— cos® p — sin® ¢ + cos® ¢ 4 sin® ) = 32r0 + 0+ 24792 4+ 0 = 80r°.

A to je opét hodnota nezavisla na volbé bodu P. O

168



Uloha 3.2.37: Dokazte, Ze pro libovolny bod X kruznice vepsané trojuhelniku ABC o strandch
a, b, ¢ md soucet a| X A|? + b| X B|? + ¢| X C|? tutéz hodnotu.%”

C

RESENI:
Oznacime r polomér kruznice vepsané trojuhelniku ABC a [ jeji stfed, dale oznacime s zkou-
many soucet

s=alXA|? +b|XB|* + ¢|XC?.
Velikost [ X A[? vyjadifme vektorové:
XA|* = | XT+TA]* = [X1|* + |TA]® + 2(XT,TA) = v + |TA|* + 2(X1, TA),
analogicky
XB =2+ |[IB +2XI,1B) a  |XC|? =+ |IC]* +2X1,IC).

Pro soucet s dostavame

— —

s = ar? + a|TA[® + 20(XT, TA) + br? + | TB|* + 26(X 1, IB) + er? + ¢|IC|* + 2¢(X1, IC) =

9 — 9 — 9 — 9 —_ = — —
=r*(a+b+c)+allA]” +b|IB|" + c|IC|" + 2(XI,a0A + bIB 4 cIC) .
— — —
Podle ¢asti 2 Prikladu 3.1.21 plati, ze al A + bIB + cIC = 0, a tedy

s=r2(a+b+c)+alTA|* + b|TB[* + | IC|?,

coz je hodnota, ktera nezavisi na volbé bodu X. O

59pra~86], str. 101, tloha 5.10.
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Uloha 3.2.38: Je ddn tétivovy étyrihelnik ABCD. Necht bod F je prisecik primek AC a BD
a bod E prusecik primek AD a BC. DokaZte, Ze pro vzddlenost stiedi M, N stran AB, CD
plati vzorec ™

MN| =

2

[EF| ||AB| _|CD|
ICD| ~ [AB||"

RESENI:
Ozna¢me jednotkové vektory

= —EC, == ED
1= — 3 ] — @ * .

— —
Déle ozna¢me v = |<AEB|, ¢ = |EC|, d = |ED|, pak EC = ¢ a ED = dj. Protoze ABCD je
¢tytihelnik vepsany do kruznmice, plati |[<ABE| = m — |[<ADC| = |<CDE], takze trojihelniky
ABE a CDE jsou podobné, a tedy

|AB| _ |AE|  |BE| _
|CD| |CE| |DE|

k,

kde k je kladné redlné ¢islo ruzné od 1, nebot v pifpadé |AB| = |C'D| by piimky AD a BC byly
rovnobézné (ze shodnosti stiidavych thlut ACB a CAD jakozto obvodovych dhlu piislusnych
—_— —

shodnym obloukim AB a C'D opsané kruznice). Proto pro vektory EA a EB plati
— —
EA = kc7, EB = kdr.
Protoze bod F' lezi na tsecce AC, existuje ¢islo x € (0,1) takové, ze
o — —
EF =zFEA+ (1 —2)EC = zkcj+ (1 — z)ct,
protoze bod F rovnéz lezi na tsecce DB, existuje ¢islo y € (0,1) takové, ze

— — —_—
EF =yEB+ (1 —y)ED = ykdv+ (1 — y)dj.

"0[gro-02], str. 32-33, tloha 2.
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—

Protoze vektory 7, 7' tvori bazi roviny, je vyjadieni vektoru EF v této bazi jednoznacné a koefi-
cienty v obou vyjadienich se tedy musi rovnat. Dostdvame tedy soustavu dvou rovnic o dvou
nezndmych = a y:

xke = (1 —y)d, ykd = (1 — x)c,
kterd ma s ohledem na k # 1 jediné feSeni

kd —c ke —d

SECED R Sk

. .
Vektor EF ma tudiz vyjadieni

RN k

a pro jeho velikost plati

k2

‘E—f%‘zz(/@_l)z((

kd —¢)* + (ke — d)* 4+ 2(kd — ¢)(kc — d) cos”y) , kde cosy = (7,7).

—

Nyni vyjadiime vektor M N a jeho velikost:
— 1 1 /— — 1 /— — — —
MN=3(C+D-A-B)=3 <AD+BC) = (ED—EA+EC’—EB) -

1
= 5 (dF = keJ + e — kdi)) = 5 ((d — k)i + (¢ — kd)]) |

N |

IMN|? = % ((d— k) + (c — kd)? + 2(d — ke)(c — kd) cos) .

Dohromady tak dostavame

2
IMN]?> 1 [(k*>-1 _ |EF| 1| |EF|] ||AB| |CD|
=z boli |MN|="—-|k——|= : -
EFZ 4\ & . neboli [MN] =" k 2 '||cD| ~ |AB||’
coz je dokazovand rovnost. O

Uloha 3.2.39: Nechf ki, ko jsou dvé kruznice, které leZi ve vnitrni oblasti kruznice k tak, Ze
se ji dotykaji po Tadé v bodech M a N. Kromé toho kruznice k1 prochdzi stredem kruznice ko.
Primka prochdzejici dvéma pruseciky kruznic k1 a ko protne kruznici k v bodech A a B. Primky
MA a MB protnou kruznici k1 po tadé v bodech C a D. Dokazte, Ze primka CD je teéna
ke kruznici ko™t

" kuc-03], str. 15, tloha 1999/5.
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RESENT{:

Ozna¢me O, O1, Oy po fadé stiedy kruznic k, ki, ko a r, r1, r9 jejich poloméry. Necht X je
jeden z pruseciku kruznic kq a ko. Déle necht pifmky AB a C'D protinaji piimku 0105 po fadé
v bodech K a L. Koneéné necht U a W jsou paty kolmic vedenych z bodu O po fadé na pifmky
0105 a AB. Na§im cilem bude dokazat vztahy CD 1 0105 a L € ks.

Uvazujme nyni stejnolehlost se stiedem M a koeficientem “L, ve které se kruznice k zobrazi
na kruznici ki, takze se body A, B € k; zobrazi na body C, D € ky, a proto CD || AB, a tedy i
CD 1 0102 (nebot AB 1L 0103). Prvni ze dvou potiebnych vztaht je dokézéan.

Druhy vztah L € ko, neboli |O2L| = 7o ovéiime vypoctem délky |OzL| zalozenym na vekto-
rovych dusledcich zminéné stejnolehlosti. V ni se stied O zobrazi na stted Oy, obrazem piimky
OW je tedy piimka rovnobézna s OW a prochazejici bodem Oq, to znamena piimka O;0s.
Bod W (prusecik piimek AB a OW) se proto zobrazi na bod L (prusec¢ik piimek C'D a O102).
Dostavame tak

— r— & ro e =
o.L="tow="tug =" (011{ - OlU) : (3.36)
r r r

Body K a U lezi na piimce 0103, vektory z pravé strany rovnosti (3.36) proto maji vyjadient

01K = k‘OlOQ s 01U = uOlOQ N (3.37)

pro vhodné realné koeficienty k, u, které nyni vyjadiime v zavislosti na polomérech zadanych
kruznic.

—_— — —

Vektory KX a UO jsou oba kolmé na vektor O10,, takze plati
—_— —_— ——

<KX,0102>:0, <UO,0102>:0,

odkud spolu s rovnostmi (3.37) dostaneme

<01X70102> = <01K + KX,0102> = k<0102,0102> = k’l“%,
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<(TO>70102> = <(ﬂ} + U_>070102> = u(0102,0105) = urs .

Nyni k uréeni koeficientu k vyuzijeme rovnosti

12 = 02X > = (01X — 0105,01X — 0103) = |01 X |* + |01 05> — 2(01 X, 0,03) =

22 —r2
= 7“% + 7“% — 2]67“% , odtud k= 71273 2
1

Pro koeficient u s vyuzitim rovnosti |OO3| = r — 12 a |OO;| = r — 11 sestavime rovnici

(r = 12)? = |020|% = (010 — 0103,0,0 — 0,03 = |010|* + [010|* — 2(0,0,0,05) =

B 27’% — r% —2rr1 + 2rry

=(r—r)?+7r?—2ur?, odtud u 5
2ry

Z dusledku rovnosti (3.36) a (3.37)

!

Ty A
02L = O1L — 0102 = — (01K — O1U) — 0102 = (*(k) — u) — 1) 0102
r r
po dosazeni za k a u dostavame

— 27y — 2 PN - —— =
OsL = <Tl : (M) - 1> 0105 = (Tl 2 1) 0102 = —120102-
T 2r] 1 1

To ovSem znamena, ze
) 72
|O2L| = = - |0102| = = -r1 =19,
T1 71

bod L tedy lezi na kruznici ko. Oba vztahy CD 1 O105 a L € ko jsou tak dokazany a teSeni
ulohy je hotovo. O
Vypocty velikosti thlia

Na tvod tohoto paragrafu pripomenme, ze podle Definice 1.2.3 odchylkou dvou nenulovych
vektoru @, U nazyvame thel ¢ z intervalu (0, 7) uréeny rovnosti (1.4)

(@, )

i

cosp = — .
|7]

(Stejny vztah jsme v druhé ¢asti predchoziho paragrafu od Ijlohy 3.2.33 vyuzivali k urcovani
délek usecek.) V piipadé || = |[0] = 1 pak dostavame, ze skaldrni soucin dvou jednotkovych
vektort je roven kosinu jejich odchylky.

Zduraznéme, ze odchylkou dvou piimek se smérovymi vektory ], ¥2 rozumime thel ¢ z in-
TN ot

tervalu (0, §) urceny vzorcem

(71, Ta) |

RANTIRTYR
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. _— — — — — —
Uloha 3.2.40: Pro ¢tyri rizné body O, A, B, C plati OA+OB+0OC =3 a |OA| = |OB| = |0C|.
Dokazte, ze ABC je rovnostranny trojihelnik.™

RESENTI: e
Velikost vektoru OA, OB, OC, ktera je podle zadani stejnd, ozna¢me

— — —
d=|0A|=|0B|=]0C|>0.

— — —
Vyjdeme z predpokladu, ze plati OA + OB + OC = 0, ktery pfedné znamend, ze bod O lezi
—_—  — —
ve stejné roviné jako body A, B, C. Z rovnosti OA + OB = —OC obdrzime

—_— — —_— — —  — e
d> = (0C,0C) = (OA+ OB,0A + OB) = 2d*> + 2(0A,0B).
e
Pro skalarni soucin vektoru OA, OB odtud dostaneme, ze
(04,0B) = ~ " = |0A|[0B| cos 2T

—_— —
7 toho vzhledem k d > 0 plyne, ze vektory OA, OB sviraji tihel 2?” Podobné lze dokazat, ze i
S AA  AD A4 e, ot . . ., , . ,
vektory OA, OC a OB, OC sviraji thel 5. To jiz znamend, Ze trojihelnik ABC je rovnostranny.
Dodejme jesté malou obménu zavéru feSeni: Z rovnosti
—_— — —_— — —_— — 1
(OA,0B) = (0A,0C) = (0OB,0C) = —§d2

—_— — — — —  — —_— —
Ize odvodit, ze v8echny tii vektory OB — OA, OC — OA, OC — OB rovné vektorum AB, AC,
—>
BC maji velikost dv/3, nebot napi-.

(OB — OA,0B — OA) = 2d* — 2(0A, OB) = 342.

Odtud plyne, ze ABC' je rovnostranny trojihelnik o strané dv/3. O

"2[pra~86], str. 100, tiloha 4.
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Uloha 3.2.41: V prostoru jsou ddany cétyri poloprimky se spoleé¢nym pocdtkem neleZici v jedné
roviné. Kazdé dvé z nich sviraji stejné velky whel. Vypoctéte ho.™
RESENI:

y A4 — 2. . , . “s .
Necht OA, OB, OC, OD jsou jednotkové vektory na danych poloptimkach OA, OB, OC, OD
se spole¢nym pocatkem O. Pak skaldrni souc¢in kazdych dvou z téchto vektoru je roven cos a,
kde o € (0, 7) je hledany thel, takze napft. pro vzdalenost bodu A, B plati

ABP? = |OA — OB = |OA* + |0B|* - 2(04,0B) = 2 - 2cosa.

Vzdélenost /2 — 2 cos @ maji kazdé dva ruzné body z {A, B,C, D}, takze ¢tyistén ABCD je
pravidelny Tudiz bod O je nejen stied kulové plochy opsané tomuto ¢tyfsténu, ale také jeho

_— —  —  —
OA+0B+0C+0D =g.
—
Vynasobime-li tuto rovnost skaldrné vektorem OA, dostaneme

1

14+ cosa+cosa+cosa =0, odkud Q. = arccos (—3) :W—arccosg. -

Uloha 3.2.42: Necht je v prostoru ddna primka 1, kterd svird stejny dhel se tremi danymi
navzdjem riznobéingmi primkami v roviné w. Ukazte, Ze primka 1 je kolmd na rovinu m.™

RESENI:

—
V dané roviné m zvolme bod O. K nému urcéeme body L, A B, C tak, aby OL byl jednotkovy
vektor ve sméru pfimky [ a jednotkové vektory OA OB OC v rovme ™ byly smerove vektory
danych piimek vybrané tak, aby vSechny tii uhly mez1 Vektorem OL a vektory OA OB OC

lezely v intervalu (0, ). Protoze vektory OL a OA OB OC jsou jednotkové, jsou skaldrni
souciny téchto vektoru rovny kosinim odchylek téchto primek, takze podle zadéni plati

—_— — —_— — —_— —
<OL,OA> = <OL,OB> = <OL,OC>.
Odectenim druhého a pak tietiho skaldrniho souc¢inu od prvniho odtud dostaneme rovnosti

— (OL,0A - OB) = (OL,BA), 0= (OL,04-0C) = (OL,CA).

"3[jur-96], str. 102, tloha 3.14.
"[bar-95], str. 6, iloha 53.
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— —_—  — — .

To ovsem znamend, ze OL L BA a OL L CA. Body A, B, C jsou (diky riznobéznosti tfech

zadanych piimek) tfi navzdjem ruzné body na jednotkové kruznici se stiedem O, takZze nelezi
—

v piimce, tudiz BA a C A jsou ruznobézné piimky roviny 7, a tedy vektor OL je kolmy na ro-

vinu 7. ]

Uloha 3.2.43: Nechf primka p rovnobéind se stranou AC rovnostranného trojuhelniku ABC
proting strany AB a BC po tadé v bodech M a P. Oznac¢me D tézisté trojuhelniku PMB a E
stied tsecky AP. Urcete vnitind uhly trojihelniku DEC.™

B
RESEN{:
— P — —_— ~ T .« ” ,
Oznacme vektory @ = BA a ¢ = BC. Protoze podle zadani je trojihelnik ABC rovnostranny,
mizeme jesté oznacit a = |d| = |C|, kromé toho plati |<d,c| = 5. Odtud pro skaldrni soucin
vektoru d, ¢ dostdvame
2
- S = ™ a
a,cy =lal-|¢lcos— = —.
(@) = |a - |¢lcos s = 3

Protoze piimka p je podle zaddni rovnobéznd se stranou AC trojihelniku ABC, plati
— —
BM = kda, BP =kc,

kde k je redlné ¢islo z intervalu (0, 1).

je stfedem usecky AP :
1 1

Pro ptislusné vektory tak dostavame

BD = i@+ o) BE=li4k;
= — a C = —a —C.
3 ’ 2 2
Nyni muzeme pomoci vektoru @ a € vyjadrit vektory stran trojihelniku DEC':
-7 -2 oLl 1, 1 1 -
CD=BD—-BC = gka—l—gkc—c: gka—{— <3k:—1> c,

"5leng-97], str. 300, tdloha 30; [$vr-01], str. 49, tloha 2.
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- == = R R . 1 .
C’E:C'B+BE:c+2a+2k:c:a+(k‘1)0,

2 2
DE = l_)§+ﬁ——fk*—fkc+1a+1k (1—1k>6+1k55.
2 2 2 3 6
Daéle pomoci skaldrnich sou¢inti najdeme délky téchto tii stran:
\DE|’ = (DE, DE) = (1 _ fk: + k:2> s Loy g2 Z P g,
12 18 36 12

1 1 1/1 1 a?
’CE|2:<C—E>’C—E>>:4a2+<4/€2—k‘+1>a2+2-2<2k—1> Sa? = (3—3/~c+k2),

1 2 2 /1 1 a?
CD? = CDCD k:“ 2 Zk4+1)a?+ 2k (Zk—1)=a®>=—(3-3k+k?.
|CD|? = ( > a® + 9 3 +1)a +3 3 3¢ 3( + k%)
Odtud jiz vidime, ze ]C‘D|2 = 4|DE|? a|CE|? = 3|DE|?, tudiz jde o znamy pravotihly trojihelnik

s ostrymi thly § a &:

|<CDE| = g |<DCE| = % |<CED| = g O

Uloha 3.2.44: Je ddn konvezni étyrihelnik ABCD, jehoz strany AB a CD jsou shodné.

1. Dokazte, zZe primky AB a CD sviraji stejny dhel s primkou, kterd prochdzi stiedy K, L
stran AD o BC.

2. Dokazte, Ze primky AB a CD sviraji stejny thel s primkou, kterd prochdzi stredy M, N
thlopricek AC a BD."

RESENT:

—
1. Pro vektory i = B — A, ¥ = C' — D podle zadéni plati |i| = |¢]. Pro vektor KL uréeny
sttedy stran AD a BC plati

ﬁ:L_K:B;rC_A;LD:BJrC;A—D:u;ru

"6[pra~86], str. 120, tloha 6.16, feseni vlastni.
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—
Nyni porovname kosiny dhlu, které sviraji vektory o a v s vektorem KL :

RN e 19 R
cos (U, ﬁ) _ <ﬁu,u_’—|— v)ﬁ _ ]ul —i—ﬁ(u,qi) ’
[al - [@+o]  |a] - |u+ ]

(17, [TL)) _ SU, ﬁ_’—i— UZ _ @2 —|—ﬁ<17, ?’) .
ol - la+ ] o] - @ + o
S vyuzitim toho, ze (@, ¥) = (¥, ) a ze |u| = |0], dostavdame

— —
cos (U, KL) = Cos (17, KL) .

Uhel dvou vektort lezi v intervalu (0, ), takze pokud se kosiny takovych dvou ihli rovnaji,
rovnaji se i samy uhly. Tim je dikaz hotov.

. Stejné jako v predchozi ¢asti uvazime vektory @ = B— A, v = C'— D, pro néz podle zadani
—
plati |@| = |¥]. Pro vektor M N urceny stiedy uhlopticek AC' a BD plati

— B+D A B+D—-A- iU — v
MN-N_-pm=BFD _A+C_Br ¢c_i-v
2 2 2 2
—_—
Opét porovname kosiny thla, které sviraji vektory « a ¢'s vektorem M N :
COS (?ja MN) = <—»ﬁ’ ﬁ—»_ 172 = ‘1112 __,<ﬁ7 1—7»> P
il - |u - dl - |a@ — ]
aﬁ(iﬁﬂv)z gﬁﬁjﬁz::—@9t<@ﬁ>
o] - J@ =] |v] - [a@ — 7

—\

S vyuzitim toho, ze (@, ¥) = (¥, %) a ze podle zadani je |i| = |¥/], dostdvame
—_— —
oS (ﬁ, MN) = cos (17,MN) .

Stejné jako v prvni ¢asti odtud plyne, ze oba thly jsou shodné. Obé ptimky AB a C'D
tedy sviraji s pfimkou M N stejny thel. O

Uloha 3.2.45: V prostoru jsou dany tri ruzné poloprimky OA, OB, OC se stejngm pocdatkem O,
pricemz Zadné dvé z nich nejsou navzdijem opacné. Ukazle, Ze viechny tri dhly tvorené osami
ihli AOB, BOC o COA jsou bud ostré, nebo tupé, nebo pravé.””

"T[sav—03], str. 29-30.
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RESEN{:
Uvodem poznamenejme, ze uhel mezi dvéma nenulovymi vektory je ostry, resp. pravy, resp.
tupy, je-li skalarni souc¢in téchto dvou vektoru kladny, resp. nulovy, resp. zaporny.

N —_— —— —
Necht 7, 7, k jsou jednotkové vektory souhlasné rovnobézné postupné s vektory OA, OB, OC.
Pak (dle predpokladu nenulové) vektory 7+ 7, 7+ k, 7+ k jsou vektory souhlasné rovnobézné
postupné s osami 1thlit AOB, BOC a COA. S vyuzitim toho, 7e |1]? = |72 = |k|?> = 1 dostavame
pro potfebné skaldrni souciny vyjadieni
T+ 7.7+ k) = 77 + (@) + (7.k) + (T k) =
T+ kT+E) = K + @) + (7 k) + (@ + () + (7. k)
(T4 k74 5) = [ + @5 + (7. k) + (@ R) = 14 (@) + (7 k) + (k) -
Tyto t¥i skaldrni souciny se rovnaji, jsou tedy vSechny tii bud kladné, nebo nulové, nebo zaporné.

Odtud jiz plyne pozadované tvrzeni, Ze uhly mezi osami dhli AOB, BOC a COA jsou bud
vSechny tii ostré, nebo pravé, nebo tupé. O

1 STl
S~
Il

Uloha 3.2.46: V prostoru jsou ddny ¢tyri poloptimky PA, PB, PC, PD tak, Ze Zidné t7i z nich
nelezi v roviné a Ze pro uhly jimi sevirené plati

|<<APB| = |[<BPC| = |<CPD| = |[<DPA| = ¢.

Uréete nejvétsi moznou hodnotu |<APC| + |<BPD| v zdvislosti na parametru ¢ € (0,7).™

RESE}\IE L '

Necht a, b, ¢, d jsou jednotkové vektory souhlasné rovnobézné postupné s vektory PA, PB, PC,
—

PD. Pro jejich skaldrni souciny podle zadani plati

(@b) = (b,¢) = (& d) = (d,a) = cos . (3.38)

Hleddme nejvetsi hodnotu souctu a + 3, kde a = |[<APC| a f = |[<BPD| jsou thly z intervalu
(0, 7) uréené rovnostmi

cosa = (@, c), cos 3= (b,d). (3.39)
"8[mur-88], str. 77-78, tiloha G.1./9(1984/3).
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7 predpokladu tlohy o poloze polopiimek PA, PB, PC, PD vyplyva, ze zadny ze Ctyl vektoru
a+tc, b+ d neni nulovy. Z (3.38) plyne, ze tyto vektory spliuji rovnosti

{G+cb—d)y=(@—¢b+d)=(G@—Eb—d)=0,

zatimco rovnosti

jsou podle (3.1) diisledkem toho, ze |@| = || a |b] = |d|. Vidime, ze kazdy z vektorii @ + ¢, b+d
je kolmy jak na vektor @ — C, tak na k nému kolmy vektor b—d Tov (tfirozmérném) prostoru
znamena, ze vektory @+ ¢ a b+dj jsou linearné zavislé, a tudiz plati

@+cb+d)|=|a+e] b+d].
Protoze podle (3.38) a (3.39) jsou splnény rovnosti

(@+Eb+d)=4cosgp, |d+¢*=2+2cosa, b+ d|? =2+ 2cos 3,

zjistujeme, Ze zkoumané tihly a, 8 vyhovuji vztahu

4| cos | = V2 +2cosa- /2 +2cos B =2/(1 + cosa)(1 + cos ) :4cos%cos§.

Posledni rovnost s vyuzitim goniometrickych vzorcu pro cos(x & y) prepiSeme do tvaru

a+p 2] | a—
oS = 2| cos | — cos
2 4 2
Protoze funkce kosinus je klesajici na intervalu (0,7) a oba thly «, (3, a tedy i dhel 32, lezf
v intervalu (0, 7), bude mit soucet o+ maximélni hodnotu, pravé kdyz bude hodnota Cos(a—i— B)

minimélni. To podle odvozeného vztahu nastane pro maximalni hodnotu cos O‘z;ﬁ, rovinou 1 pro

a = (. Rovnost

max(« + () = 2arccos(2| cosp| — 1)

tak bude dokézana pro kazdou hodnotu ¢ € (0, ), pro kterou existuje ¢tvefice vyhovujicich
polopiimek PA, PB, PC, PD spliujici dopliujici podminku o = 33, tj. |<APC| = |<BPD|.
Ukazeme, ze je tomu tak pro kazdé ¢ € (0,7) s vyjimkou ¢ = F, kdy podminky zaddni nelze
splnit (obé polopiimky PA, PC by musely byt kolmé na rovinu PBD, takze by platilo ¢ = @ nebo
¢ = —a). Zvolime-li étverec ABCD a bod P nechdme probihat ptimku jdouci stiedem ¢tverce
kolmo k jeho roviné, dostaneme vyhovujici ¢tvetice polopiimek PA, PB, PC, PD ziejmé pro
kazdé ¢ € (0,%), pfitom rovnost |[<APC| = |<BPD| plyne z rotace kolem zminéné kolmice
o thel §. Zaménime-li pfitom polopiimky PA, PC polopiimkami PA’, PC’, které jsou k nim
opacné, dostaneme z piikladu pro hodnotu ¢ ptiklad pro hodnotu = — ¢, ktera probéhne interval
(5, m). O
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Diikazy nerovnosti

V tomto paragrafu budeme vyuzivat pfedevsim Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost, kterd plyne
ze zékladnich vlastnosti skaldrniho sou¢inu a byla uvedena v Podkapitole 1.2 jakozto vztah (1.2)

—lal - o] < (@, v) < [d] - |v].
Ptipomernime, Ze tyto nerovnosti plati pro libovolné dva vektory @ a ¢ téhoz eukleidovského

prostoru V. Kromé piipadi & = 0 a ¥ = 0, v prvni, resp. druhé nerovnosti pfitom nastane
rovnost, jen kdyz jsou vektory u a ¥/ nesouhlasné, resp. souhlasné rovnobézné.

V nékterych tlohdch budeme namisto nerovnosti (1.2) vyuzivat jeji vyznamny dusledek, totiz
znamou trojihelnikovou nerovnost (1.3)

i@ + 0] < [a] + |7].
Jak vime, rovnost v této nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz je bud’ alespon jeden z vektort i, v
nulovy, nebo jsou (nenulové) vektory i, ¥ souhlasné rovnobézné. Pfi feseni nejen prvnich dvou
uloh ovsem vystacime s pouhou ziejmou nerovnosti || > 0, i kdyz volba vektoru @ bude vzdy

pomeérné rafinovand.

Uloha 3.2.47: Dokaste, Ze pro libovolngj trojihelnik ABC a kazdsj bod O plati™
|AB|* + |BC? + |CA]* < 3(|OA]* + |OBJ* + |0C|?).

RESENI:
Na zadanou nerovnost budeme aplikovat ekvivalentni upravy:

A2 pay=ep) A2 1 ABI2 B2 A2
3|0A2 + 3|0B|? + 3|0C|* — |AB|*> — |BC|> — |CA]? > 0,
—>2 —>2 —>2 — —>2 — —)2 — —>2
3|0A|? +3|0B)? + 3|0C|? — |OB — OA]*> — |O0C — OBJ]* —|0A - OC* > 0,
—_— . —_— —_— —_— _— —_— —_—
3|0A* + 3|0B)? + 3|0C|> — |OB|* — |0A)? + 2(0B,0A) — |0C|* — |OB*+
—_— —> — — —_— —
+2(0C,0B) — |0A]? — |OC|> + 2(0A,0C) > 0,
— — —_— —_— _— —_—
|OA]? + |OB|*> + |0C|? + 2(0A,0B) + 2(0A,0C) 4+ 2(0OB,0C) > 0,

IOA + OB + OCJ? > 0,

Posledni (a tedy i puvodni) nerovnost plati vzdy. O

"leng-97], str. 299, tloha 15.
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Pozndmka:
Dokézany vysledek ve specidlnim pripadé, kdy bod O je stfed kruznice opsané trojuhelni-
ku ABC, vede pfi oznaceni r poloméru zminéné kruznice k odhadu

|AB|> + |BC|? + |CA]* < 9r?%,

zminéném v zavéru feseni Pitkladu 3.1.18. Zajimavé zobecnéni takové nerovnosti pro libovolnou
n-tici bodi na kulové plose v prostoru uvadime hned jako nésledujici tlohu.

Uloha 3.2.48: Pro libovolné body Py, P, ..., P, na jednotkové kulové plose plati
> IRPP<n’.
1<i<j<n

Dokaste a zjistéte, kdy nastane rovnost.®0

RESENI:

—
Oznacme jednotkové vektory ©; = OF;, kde O je stfed dané kulové plochy. Pro vzdalenost
kazdych dvou danych bodu P; a P; na kulové plose plati

|P,Pj|? = |0 — @il = |5 + |55* — 2(3;, 7)) = 2 - 23, 7).
Odtud pro soucet v8ech téchto vzdalenosti plyne vyjadieni
SIBBE = Y@~ 200,5) = nln — 1)~ 23 (0,5 = 0 — 0~ 23 (7.7,).
1<j 1<j i<j 1<j

Nerovnost >°._ .| P Pj|* < n? je tedy ekvivalentn{ s nerovnost{

i<j

i<j

kterou dokadzeme ze ziejmého odhadu

n 2 n
DT =D lEP 42 (@7 =n+2) (5.7).
i=1 i=1

i<j i<j
Odtud ziejmé dostavame potiebnou nerovnost. Zaroven vidime, Ze rovnost v dokdzané nerov-
—
nosti nastane, prave kdyz » ;" ; ¥; = 0, tedy prave kdyz > | OP; = 0. O

0<

Uloha 3.2.49: Necht ABC je trojihelnik s tézistém T. Najdéte polohu bodu P v roviné troji-
helniku ABC, pti které je hodnota souctu

|AP|-|AT|+ |BP|-|BT|+|CP|-|CT|

minimdlni.®

80leng-97], str. 300-301, tiloha 40.
81[dju-06], str. 314, tloha 17, navrzena Velkou Brit4nif pro 42. MMO v USA r. 2001.
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RESENI:
Pro souciny ze zkoumaného souctu plati odhady

<l
’@l

— — — — 9 — —
|AP| - |AT| = (AP, AT) = (AT + ) = |AT|” + (TP, AT),

) = [BT|" + (TP, BT),

=l
El

\BP|-|BT| > (BP,BT) = (BT +

I

e
%l

— — — 2 — —
|CP|-|CT| > (CP,CT) =(CT+T ) = |CT|* + (TP,CT).

— —
Sec¢tenim téchto nerovnosti a s vyuzitim rovnosti AT + T + CT = & dostaneme
9 9 9 —_— —  —— —
|AP| - |AT|+ |BP| - |BT|+ |CP|-|CT| > |AT|* + |BT|* + |CT|* + (TP, AT + BT + CT) =

= |AT|> + |BT|> 4+ |CT|*.
Piitom je zFejmé, Ze rovnosti ve sé¢itanych odhadech nastanou pouze pro P = T', nebot bod P

musi lezet soucasné na tiech polopfimkach AT, BT, CT. V tom jediném piipadé ma tedy
zkoumany souc¢et minimalni hodnotu. O

Uloha 3.2.50: Necht A, B, C, D jsou libovolné ¢tyri body v prostoru. Ukazte, Ze plati nerovnost
2|AB|-|CD| + |ADJ* + |BC|* > |AC|* + |BD|?

a zjistéte, kdy nastane rovnost.3?

RESENI:

Dokazovanou nerovnost prepiSseme do tvaru

|AC|* + |BD|* — |AD|*> — |BC|* < 2|AB| - |CD],
a vSimneme si, ze podle vysledku Piikladu 3.1.3 obecné plati
|ACP2 + |BDJ? — |ADJ? — | BC|? = 2(AB, DC) .
Proto vSe plyne z Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti
—_— — — —
(AB,DC) < |AB|-|DC| = |AB| - |CD].

—_— —
Rovnost v dokazané nerovnosti nastane pravé tehdy, kdyz je jeden z vektori AB, DC nulovy,
nebo jde o dva souhlasné rovnobézné vektory. O

82[pon-04], str. 100, tiloha 13.4, ¢4st 3, zobecnéni tlohy pro libovolné body v roviné do prostoru.
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Pozndamka:
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Jako dusledek vysledku tlohy dostavame, Ze pro délky stran a tihlopticek libovolného ¢tytihelniku
ABCD pii obvyklém oznaceni (jako na obrazku) plati

2ac+ b% +d? > e? + f?,

— —
pritom rovnost nastane, pravé kdyz AB || CD (pravé tehdy jsou totiz vektory AB a DC
souhlasné rovnobézné).

Uloha 3.2.51: Dokaste, Ze pro kosiny vnitinich dhli libovolného trojihelniku ABC plati®?

3
cosa + cos 3+ cosy < 3"

RESENI:

Oznatme «, 3, v po fadé vnitini ihly trojihelniku ABC a €1, €a, €3 jednotkové vektory souhlasné
— —— " —

rovnobézné po fadé s vektory AB, BC a C'A. Pro skaldrni souciny téchto vektoru dostavame

<é’1,€2>:—cosﬁ, <é’1,é’3>:—cosa, <é’2,é’3>:—cosq/.
Pro velikost vektoru € + € + €3 plati zifejma nerovnost
!51+€2+53|2 >0,
ze které roznasobenim a dosazenim kosina uhli dostaneme
0< |6+ &+ =1+ 1+ 1+2(6,8) +2(61, ) + 2(&, &) =
=3—2cosa—2cosf3 —2cos7y.

Odtud jiz plyne dokazovana nerovnost. O

83[pon-04], str. 99, tloha 13.4, édst 1.
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Uloha 3.2.52: Dokazte, e pro kosiny wvnitinich ihli libovolného trojihelniku ABC' platis*

3
cos 2 + cos 23 + cos 2y > —5-

RESENI:
Oznacme O stied kruznice opsané trojihelniku ABC, thly trojihelniku ABC po fadé «, (3,
— —_— —

a jednotkové vektory urcené vztahy OA = ré1, OB = réa, OC = res, kde r je polomér kruznice
opsané.

Podle véty o obvodovém a stiedovém uhlu v kruznici plati
|<BOC| =2, |<<AOC| = 24, |<AOB| = 2.
Pro skalarni souciny jednotkovych vektoru €1, €3, €3 dostavame
<é’1, €2> =cos2v, <€1, €3> = cos 203, <€2, é’3> = cos 2.
Pro velikost vektoru € + €5 + €3 plati nerovnost
|51+€2+53}2 >0,
z niz roznasobenim a dosazenim kosinu dostaneme
0<|ei+e+a] =1+ 1+142(61,6) +2(61,8) +2(e, &) =
=3+ 2cos2a + 2cos20 + 2 cos 2.

Odtud jiz plyne dokazovana nerovnost. O

Uloha 3.2.53: Jsou ddny dva trojuhelniky s vnitrnimi dhly o, B, v a a1, B1, 71. Dokazte, Ze

plati
COos & cos 3 cos
1 1 7

- - - < cotg av + cotg 3 4 cotgy, (3.40)
sin « sin 3 sin 7y

pricemZ rovnost nastane prdavé tehdy, kdyi o = aq, 8= 01, v = 11.5°

84[pon-04], str. 99-100, dloha 13.4 ¢dst 2.
85[sav—03], str. 31.
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A B

RESENI:
Dva trojihelniky s odpovidajicimi tihly podle zadani ozna¢cme ABC, A1 B1C1. Nejprve nerov-
nost (3.40) ze zadani vynasobime ¢islem sin asin siny > 0 a dostaneme tak ekvivalentni ne-
rovnost

sin 3 siny cos a1 + sin asiny cos B1 + sin acsin Fcosy; < (3.41)

< sin @siny cos a + sin asin~y cos 5 + sin asin 3 cosy .

Zafixujme «, (3, v a levou stranu L nerovnosti (3.41) povazujme za funkci proménnych a1, fi,
Y1, kde a1 > 0, 81 > 0, 1 > 0 a a1 + 01 + 71 = 7. Mame dokazat, ze tato funkce nabyvé své
maximalni hodnoty pouze pro o = a1, 8 = 1, v = 71, kdy zFejmé v (3.41) nastane rovnost.

Uvazujme vektory a, l;, ¢ souhlasné rovnobézné postupné s vektory B1Cy, C1 Ay, A1 By o ve-

likostech |@| = sina, |b] = sin 3, |¢| = sin~y. Pak pro vzijemné skaldrni souciny téchto vektori
plati
(@,b) =|a|-|b| - (—cosvy1) = —sinasin fcos~ ,
(@,¢) = —sinasin~ycos f1 , <I;,E):—sinﬁsinfycosa1.

Pro levou stranu nerovnosti (3.41) tak dostavéame
- . - 1/, - . I 1/ - .
L=—((@5)+(@e)+Ee)) =5 (Ia? + 62 + e —a+5+21) < 5 (a2 + B2 + ) -

Rovnost nastane pravé tehdy, kdyz @ + b+¢ = 0, kdyz tedy muze byt z vektoru &, 5, ¢ zkon-
struovan trojihelnik, tzn. trojuhelnik s délkami stran sin «;, sin 3, sin~y a protilehlymi dhly a;,
081, v1- Ze sinové véty plyne, Ze to lze pravé tehdy, kdyz a = a1, 8 = (1, v = v1. Tim je tvrzeni
o maximu levé strany (3.41) dokazéno. O

Uloha 3.2.54: Je ddn ctyrstén ABCD, ve kterém |BC| = a, |AC| = b, |AB| = ¢, |AD| = a4,
|BD| = b1, |CD| = c;.

1. Dokazte, Ze existuje prdvé jeden bod P, ktery spliuje podminku
|PAP +a2 + 0+ = |PBP*4+a>+ b3+ = |PCPP+a*+ 0>+ = |[PD|*P+a? + b3+ 3.
2. Pro bod P z c¢asti 1 dokaZte nerovnost
|PA|? +|PB> 4+ |PC|* + |PD* > 41?2,

kde r je polomér kulové plochy opsané étyrsténu ABCD. Ddle najdéte nutnou a dostacugict
podminku, aby dand nerovnost presla v rovnost.86

86[tho-07], str. 28, tiloha GT-1997-1.
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RESENT:

1. Necht O je stied kulové plochy opsané ¢étyfsténu ABCD. Nejprve vyjadifme potiebné
velikosti use¢ek z bodu A uzitim skalarniho sou¢inu vektoru:

[PAP2 = |OP — OA]? = |OP| + 1% — 2(0A,0P),
— |AD]? = |0A — ODJ? = 21 — 2(0A4,0D),
b2 = |AC|? = |0A — OC|? = 2r* — 2(0A,0C)
¢ = |AB? = |OA — OBP? = 21> — 2(0A, OB).
Sec¢tenim pfedchozich rovnosti dostaneme
|PAP? 4 a} +0* 4+ 2 = |OP* + 7r? —2((74,073)+O_(§+5B+0_15>.

Nyni oznac¢ime T tézisté ctyisténu: T = i(A + B + C + D). Po dosazeni do upravené
rovnosti

!

(A+B+C+D—140)—A+0+0P),

N

|PAP +af +b* + ¢ = |OP* + 7r* — 2(O

dostaneme

PAP + a2+ 02+ = |OP]> + 9% — 2(0A, 40T + OP) .
1

Analogicky pro sou¢ty odpovidajici vrcholum B, C, D plati
|PB> + a® + b} + ¢* = |OP|* + 9r* — 2(OB, 40T + OP),

|PC* + a* + b* + ¢ = |OP]> + 9r* — 2(0C, 40T + OP) ,
—
IPDP + a2 + b2 + 2 = |OP + 92 — 2(0D, 40T + OP).
Podminka ze zadani ¢asti 1 je tedy ekvivalentni podmince
—_— —  — —_— —  — —_— —— — —_— ——  —
<OA, 40T + OP> = <OB, 40T + OP> = <OC’, 40T + OP> = <OD, 40T + OP> )
a to je (po odec¢teni pravého krajniho sou¢inu) ekvivalentni s rovnostmi
—_— —  — _— —  — —_— ——  —
(DA, 40T + OP) = (DB, 40T + OP) = (DC,40T + OP) = 0.

To ovsem znamena prave to, ze vektor 4OT + OP je kolmy na tfi linedrné nezavislé
vektory DA DB DC (nebot body A B, C, D tvofi ¢tyfstén), coz v trojrozmérném

prostoru splituje jediné vektor 4OT+ OP = 0. Odtud plyne, ze vyhovujici bod P existuje,
je jediny a je uréen rovnosti

N
P=0-40T.
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2. 7 casti 1 vime, Ze
IPAPR = |OP]? + 12— 2(0A,0P),  |PB? = |0P] ++* — 2(OB,0P),

IPC2 = |OP2 + 12— 2(0C,0OP),  |PD]=|0OP+1*—2(OD,0P).

Sectenim téchto ¢tyt rovnosti dostaneme
— — —
[PAP +|PB|? + |[PC2 + |PD|2 = 4]0P + 472 — 2(0OA + OB + OC + OD, OP) =

= 4|OP|* + 4r* — 2(40T,0P) = 4|OP|* + 4r* — 8(OT,OP) ,
kde T stejné jako v ¢asti 1 oznacuje tézisté ¢tyfsténu. Jak jsme dokézali, bod P je urcen
— —
vztahem OP = —407T. Po dosazeni a provedeni ekvivalentnich tiprav dostaneme

2 2 2 2 _ 2 2 o/ AT
|PA|® + |PB|* + |PC|* + |PD|* = 4(4|OT|)* + 4r* — 8(OT, —40T) =

2 2 7 AT 2 2
= 64|OT|* + 4r* 4+ 32(0OT,OT') = 4r* + 96|OT" .
Odtud je jiz zfejmé, ze
|PA|? +|PB> 4 |PC|> + |PD*> > 412,

pricemz rovnost nastane pro takové ¢tyistény ABC D, ve kterych plati O = T, tj. ve kterych

stred opsané kulové plochy splyvé s tézistém. ]

Uloha 3.2.55: V kruhu se stiedem O a polomérem r je dano n bodu Ai,...,A,. DokaZte, Ze
_— e _— i . . . o

v souctu @ = £0A1 £ 0As+... £ OA,, je mozné vybrat znaménka tak, aby platilo || < ry/2.87

RESENI:

Je-li k z n vektora OA; nulovych, pak je zifejmé jedno, jaké znaménko v souc¢tu u nich zvolime

a tyto vektory neovlivni velikost vysledného vektoru u. Problém tedy piejde ve stejny problém
pro n — k nenulovych vektori.

Megjme nejprve dany tii nenulové vektory da, 5, ¢, pro které plati
@ <r pl<r |@|<r.
Ziejmé dva z Sesti vektoru =+da, :l:l_;, +C sviraji thel nejvyse (nebot 27 : 6 = %), necht jsou to
napt. vektory I a s ihlem ¢ < %, pak cosp > % Pro velikost vektoru d = & — i dostavame

|d1? = |& — gI* = |2° + |g1° — 2|7][#] cos p < |Z* + |7]* — |Z]|§] < max {|]*, |7*} < 12,

protoze pro kladnd éisla a, b, je-li napt. a > b, plati a® + b — ab = a® + b(b — a) < a?, nebot
b(b—a) < 0. Odtud |d| < r. Proto muzeme piejit od tif vektoru @, b, ¢ ke dvéma vektorum

87[pra~86], str. 103, tiloha 5.24; [eng-97], str. 299, iiloha 22.
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(vektoru da zbyvajicimu ze ti1 vektoru), z nichz oba opét maji velikost nejvyse r. Analogicky
bychom presli od ¢tyt vektoru ke tfem, obecné od n k n — 1 vektorum.

Timto zpusobem piejdeme od problému s obecnym n k problému pro n = 2. Méjme tedy
dva nenulové vektory d, b o velikostech nejvyse r. Plati

@+ b2+ |@— b]*> = 2(|a]> + |b]?) < 42,

odtud vyplyva, ze jedno z nezapornych &isel |d@ + l;|2 je nejvyse 2r?, tudiz plati |@ + l;| <2

s vhodnym znaménkem. O
Pozndmka:
Pro libovolné vektory dy, do, ..., d, ziejmé plati:
- - - 12
g le1dy + g2ty + -+ + €,y |" =

Ele{_lvl}v 7::1,27...777,

. N o N o - \2
= g (€1G1 + 2d2 + - - - + Epln, €101 + E2da + - -+ + Endy)” =
ei€{-1,1};i=1,2,..,n

n

— > SlalP+ Y. (eidied) | =

eie{-1,1}i=1,2,...n \ k=1 eje{—1,1};5%i

n
=2 @) + > Y (eidieid;)
i=1

si€{-1,1}i=1,2,..;n \e;€{-1,1};j#i

U skaldrniho souéinu (e;d;,¢;d;) existuji ¢tyfi volby znamének e; a ¢, bud jsou znaménka
u vektoru d@; a d@; obé kladné, nebo obé zdporné, nebo u vektoru a; je kladné a u vektoru d; je
zdporné, nebo konecné u vektoru @; je zdporné a u vektoru a; je kladné, pritom v souctu vSech
souéinl (g;d;,£;d;) je od kazdé ze ¢tyf zminénych skupin pravé 2"~ 2 s¢itanci. Tyto skaldrni
souciny se tedy vzdjemné odectou, druhd suma v poslednim vyjadieni je tedy rovna nule a
odtud dostdvame zajimavou rovnost

n
) |11 + eadiy + -+ + el P = 2 |
eie{-1,1};i=1,2,...,n i=1
. e — , . — Y . ’. 7
Pii oznaceni @; = OA; z této rovnosti plyne |@| < r/n, nebot alespon jedna z 2™ nalevo sé¢itanych
hodnot je nejvyse rovna jejich aritmetickému praméru, tedy souctu > i, |@;]?.
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Uloha 3.2.56: Dokaste, Ze z péti vektort v prostoru lze vZdy vybrat dva vektory tak, aby velikost
jejich souctu byla mensi nebo rovna velikosti souctu ostatnich ti vektoru.®®

RESENI:
Ditikaz provedeme sporem. Mé&jme vektory o, Ua, U3, Us, U5 takové, Ze pro kazdou permutaci
(4,7, k,1,m) indexu 1 az 5 plati

|G + | > |5+ T+ T -

Kazdou z 10 nerovnosti

‘171+52|>|173+174+175|, |171+53|>’172+174+275’, |171+274’>|52+273+175|,
[Ty + Us| > |V + U3 + Ty, Uy + V3] > |U1 + Vs + V5], Uy + V4| > |01 + U3 + U],
‘172+175|>‘171+173+174‘, ’173+174‘>’171+172+175’, |173+175’>’171+172+174’,

’174 + 175‘ > ”171 + Uy + 173’
umocnime a rozepiSeme podle vzoru
|271‘2 + ‘172|2 + 2<171,172> > |U_§‘2 + |U_41|2 + ’U_5|2 + 2<173,174> + 2(173, 175> + 2<174,175>
a pak je vSechny secteme. Po sec¢teni dostaneme

5

5
ANNEP+2 > (@,T) > 6 [GP+6 Y ().
=1

1<i<j<5 i=1 1<i<j<5
Odtud plyne nerovnost
5
L2 -
2> w4 > (@,5) <0,
i=1 1<i<j<5

kterou muzeme zapsat ve tvaru

5 2
2- Z ;| <0,
i=1
coz je spor, nebot vektor nemtZe mit zdpornou velikost. O

Uloha 3.2.57: Na polokruznici se stiedem O a polomérem 1 je ddn lichy pocet bodi Py, ..., Popy1.
DokaZzte, Ze |OP1 + 0P+ -+ OPQnHl > 1.89

RESENI:

Dukaz provedeme matematickou indukei.

—
1. V piipadé n = 0 zkoumané nerovnost s jedinym vektorem OP; zfejmé plati jako rovnost.

88[pra-86], str. 101, tloha 5.12.
89pra-86], str. 103, tloha 5.23, zadéna v roce 1973 jako pifklad 1 na 15. MMO v Moskvé.
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2. Necht nerovnost plati pro uréité n, tedy pro 2n + 1 vektori. DokéZzeme, ze plati taky
pro 2n + 3 vektor.

—_—
V pilkruhu vezmeme dva krajni z danych 2n 43 vektoru, tj. dva vektory OF; a OFP;, které
—
sviraji maximalni dhel, a jejich soucet oznacime OS, tj.
> —_— —
0SS =0PF, +O0PF;.
. —
Soucet zbyvajicich 2n + 1 vektoru oznacime OR. Podle predpokladu plati
—
|OR| > 1.

— —
Je-li |<P,OP;| = m, pak OS = 0 a tvrzeni ziejmé plati. Je-li vektor O.S nenulovy, pak lezi
— —_— —
na ose uhlu P,OP;, jehoz velikost je mensi nez m, protoze ‘OPZ‘ = }OPj‘. Vektor OR lezi
—_— —
uvnitt thlu P;OP;, a proto vektory OR a OS sviraji tihel mensi nez 5. Pokud dva vektory
dab sviraji ostry uhel o, je v trojuhelniku tvoreném vektory @, bad+bthel T —a proti

vektoru @ + b tupy, takze protilehld strana je ve zminéném trojuhelniku nejvétsi, tedy
|@ 4+ b| > max{]d|,|b|}. Odtud

(OPy + OP; + -+ + OPyy3| = |OR+ 0S| > |OR| > 1.

Tim je dikaz indukci hotov. O

Uloha 3.2.58: V libovolném konveznim ctyruhelniku ABCD oznaéme MN a PQ spojnice
stredu protilehlych stran. DokaZte, Ze pokud plati

1
[MN|+|PQ| = S(|AB|+|BC|+CD| + DA, (3.42)

pak ABCD je rovnobéinik.”°

D
N
e,
Qb :
i) -
A i B

RESEN{:
Jsou-li body M, N, P, Q po tadé stiedy stran AB, CD, BC, DA, plati pro né vyjadieni

1 1 1 1

90[kin-02], str. 1-2 a 4, pifklad 1 — Leningrad High School Math Olympiad 1980.
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odtud plynou vektorové rovnosti

1

2

(AD+5C). PO L(Fd+cD).

—_
MN =
Dosazenim za vektory do rovnosti (3.42) dostavdme po vynédsobeni dvéma
—_— — —_— —— — — — —
|AD + BC|+ |BA+ CD| =|BA| + |BC| + |CD| + |AD]. (3.43)
Podle trojihelnikové nerovnosti pro dvojice vektoru a jejich soucet viak plati
—_— — — — — — — —
|AD + BC| < |AD| + |BC|, |BA+ CD| < |BA|+|CD],

pricemz v prvni (resp. druhé) z nerovnosti nastane rovnost pravé tehdy, kdyz (podle zadani nenu-
—_— — —_— —

lové) vektory AD a BC' (resp. BA a C'D) jsou souhlasné rovnobézné. Jestlize plati rovnost (3.43),

pak musi nastat rovnost v obou uvedenych nerovnostech (jinak bychom jejich se¢tenim dostali

v (3.43) ostrou nerovnost), coz znamend, ze ABCD je rovnobéznik. O

Poznamka:
Z uvedeného postupu rovnéz plyne, ze v libovolném ¢étyiuhelniku ABC D pro vzdéalenost stiedu M
strany AB od stfedu N strany CD plati implikace

IMN| = =(|BC| + |DA|) = BC | DA.

1
2
Opaéna implikace je zndmym tvrzenim o délce stfedni pticky lichobézniku.
Uloha 3.2.59: Dokazte, Ze pro délky stran a, b, ¢, d a dhlopricek e, f libovolného rovinného
(konvezniho ¢i nekonverniho) nebo prostorového ctyrihelniku ABCD plati

(a+c)?+ (b+d)?>2(*+ f?), (3.44)

pFicems# rovnost nastane prdvé tehdy, kdyz ABCD je rovnobézinik.t

D

RESENI:
Pro vektory stran ¢tyiihelniku ABC'D

—

L I
@=AB, b=BC, é=CD, d=DE

91yysledek skolitele, zadany jako soutézni tloha na &esko-polsko-slovenském stietnuti MO v roce 2010.
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plati zfejmé rovnost
a+b+c+d=0o (3.45)
a trojuhelnikové nerovnosti

@l + ¢ >a—¢c|,  |pl+|d]>b—d]. (3.46)

Nerovnosti (3.46) umocnime na druhou a secteme:

— 9 — 9 L e — 9 - - — 9 — 9 9 9
= |AC|"+|CA|" —2(@+d,b+¢) = 2|AC|" —2(=b—C b+ ) = 2|AC|" +2|BD|" = 2(e* + [?),
a tim je nerovnost (3.44) dokdzdna. Rovnost v ni nastane pravé tehdy, kdyz nastane rovnost

v obou trojihelnikovych nerovnostech (3.46), neboli kdyz jsou jak vektory @ a ¢, tak vektory b
a d nesouhlasné rovnobézné. Pravé tehdy existuji kladna ¢isla p a q, pro ktera plati

c= —pd, d= —qg.
Dosazenim do (3.45) dostaneme podminku
(1—p)d+(1—qhb=37,

jez s ohledem na linedrni nezavislost vektoru @ a b znamena, ze p = q = 1. Posledni je vyjadfenim
toho, ze ABCD je rovnobéznik. O

Uloha 3.2.60: Nechf ABC je trojuhelnik, bod T je jeho tézisté a M, N, P jsou body zvolené
postupné na strandch AB, BC, CA tak, Ze
|[AM| _[BN| _|CP| _
MB| T INC|  [PA]

Ddle necht Ty, Ty, T5 jsou postupné tézisté trojuhelniki APM, BM N, CNP. Dokazte, Ze pro
kazdij bod D roviny trojihelniku ABC plati®?

k.

3|DT| < |DTy| + | DTy| + |DTs| < |DA| + |DB| + |DC|.
C

T,

T, T
A B

92bech-02], str. 31-32, druhd ¢dst tlohy 3. Jeji prvni ¢dst jsme uvedli difve jako tlohu 2.2.17.
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RESENT:

Podle vysledku Ulohy 2.2.17 je bod T tézistém nejen trojuhelniku ABC', ale také trojuhelniku

T115T5, a ma tedy vyjadieni
1
T = §(T1 +T2+T3),

odtud pak pro kazdy bod D plyne

—
3DT =T1+1T>,+1T5—-3D = D11+ DIy + DI3.

Protoze vektory DTy, D15, D13 nejsou kolinearni, je

3’DT| = 3|DT1 + DT5 + DTg‘ < ’DTﬂ + ‘DTQ‘ + ‘DTg‘ ,

coz je prvni ze dvou dokazovanych nerovnosti. Nyni odvodime druhou nerovnost. Pro velikost
—

vektoru D77 podle feseni Ulohy 2.2.17 plati

k 1
DT —( 24+ 2kA+ kB +C) — D’_‘fA B c-D|=
Pl =3 k: Fg AT 2RALRE + 33 ” T3k )
‘ Di+-—"_ DB+ #DHC‘ < 4D+ L\DB| +— L pe
3 3(k+1) 3(k+1) 3 3(k+1) 3(k+1) ’
—_— - —
protoze vektory DA, DB, DC nejsou kolinearni. Analogicky
‘DTQ‘ <2pBl+—F _pci+ L _|pa
3 3(k+1) 3(k+1) ’
D3| = 21pe) + o DAl + DB,
3 (k +1) 3(k+1)

Sectenim vsech ti{ nerovnosti jiz dostaneme pozadovanou nerovnost

|DTy| + |DTs| + |DT3| < |DA| + |DB| + |DC|.

O

Uloha 3.2.61: Necht v rovinném (konvexnim ¢ nekonvexnim) nebo prostorovém Sestitihelni-

ku ABCDEF jsou splnény rovnosti

|AD| = |BC| + |EF], |BE| = |AF|+|CD|, |CF| = |DE| + |AB]. (3.47)

Dokazte, ze pak plati®®
|AB| _|CD| |EF|
|DE| — |AF| |BC|’

93[kaz—06].
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RESEN{:
Nejprve dokdzeme pomocné tvrzeni.

Lemma: Pro libovolnych Sest bodu A, B, C, D, E, F' v roviné nebo prostoru plati

(|AB| + |DE|)*> + (|BC| + |EF|)* + (|CD| + |AF|)* > |AD|*> + |BE|? + |CF|?, (3.49)

—_— —

prlcemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz jsou vektory v kazdé ze tii dVOJlC AB a DFE, BC a
EF C’D aF A nesouhlasné rovnobézné a zaroven je soucet vektoru AB BC CD roven 0.

Dikaz:
Pro vektory

RN N —_— - —
i=AB, b=BC, é=CD, d=DE, é=EF, f=FA

plati zfejmé rovnost

a trojuhelnikové nerovnosti
@ +1d] > la—-d|, [pl+lel>b-¢, |el+I|fl>|é-fl. (3.50)
Ozna¢me velikosti vektoru |d| = a atd. Nerovnosti (3.50) umocnime na druhou a sec¢teme
(a+d)2+b+e)?+(c+f2>a?+02+E+d>+ e+ f2—2(@,d) —2(b,&) —2(G f), (3.51)

pravou stranu nerovnosti (3.51) ozna¢ime V. Nyni upravujme pravou stranu nerovnosti (3.49)
ze zadani Lemmatu:

|AD]? + |BEP + |CF = (@ +b+ & AD) + (¢ + [+ @ EB) + (¢ + d+ & CF) =

— (d@,AD + EB) + (b, AD) + (¢, AD + CF) + (d.CF) + (¢, EB + CF) + (f. EB) =
= (@,a 5+€—5—6—J}+<5,a+5+5>+<c*,6+5+8—5—5—f}+<J§E+J &)+

+ +
+a- f§+<f,e+f+a> < i J>+ 5,5—f3+ ag—z?>+<b,a+5+a+
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—
— —

+(bi+et+e)+{(da+e+e)+{fii+c+e) =V +{(b+d+fa+c+

Odtud dostavame, ze

®y

Y=V —(i+c+e)?.

V =|AD|* + |BE]* + |CF* + (@ + ¢+ &),
coz po dosazeni do (3.51) dava
(a+d)*+(b+e)?+(ct+f)? >V = |AD|* +|BE|* +|CF|* +(@+c+¢&)? > |AD|*+|BE|*+|CF|?,

a to je dokazovand nerovnost (3.49). Rovnost v ni nastane pravé tehdy, kdyz nastane rovnost
zéroven v obou nerovnostech z pfedchoziho fadku. V prvni nerovnosti (coz je nerovnost (3.51))
nastane rovnost, jen kdyz nastane rovnost ve vsech tfech trojuihelnikovych nerovnostech (3.50)
zaroven, to znamend pravé tehdy, kdyz vektory v kazdé z dvojic @ a J; b a e, Ca f budou
nesouhlasné rovnobézné. V druhé nerovnosti nastane rovnost pravé tehdy, kdyz @ + ¢+ € = 0.
To dohromady davé podminku ze zaddni Lemmatu, jehoz dikaz je tak hotov.

&

Vratme se nyni k puvodni tiloze. Z rovnosti (3.47) plyne, ze pro zadany Sestiihelnik nastane
v nerovnosti (3.49) z Lemmatu rovnost. To znamena, ze pro vektory zavedené v dukazu Lemmatu
existuji kladné ¢isla p, ¢, r s vlastnostmi

c_i:—pci, E':—qf, é’:—rg, pricemz d’—i—é’—i—é’:g—i-cf—i-f:é'.

Rovnost poméru (3.48) ze zaddni tlohy bude ovéfena, kdyz ukdzeme, ze plati p = ¢ = r. To
ihned plyne z rovnosti

G=d+c+&=—pd—qf —rb=—pd—qf —r(-d— f) = (r—p)d+ (r—o)f ,

nejsou-li ovsem vektory da f rovnobézné. Kdyby byly, z vektorové rovnosti @ = —pcf by vyply-
nulo, Ze rovnéz vektory @ a f jsou rovnobézné, coz je u vektoru sousednich stran Sestitthelniku
vylou¢eno. O

Uloha 3.2.62: Meéjme posloupnost pétithelniku M, My, Ms, ... sestrojengch tak, Ze wvrcholy
kazZdého nasledujictho pétivhelniku leZi ve stredech stran predchoziho pétivhelniku. DokaZte, Ze
soucet obvodii vsech téchto pétithelniki neprevysuje osmindsobek obvodu proniho z nich.%*

94[pra~86], str. 103, tloha 5.25.
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RESEN{:

Necht ABCDE je pocéatecni pétithelnik M s obvodem o, A; ... E; je pétithelnik ]\4_1> S Olﬂ(l;

dem o7 atd. Trojuhelnik BCD rozsifime na rovnobéznik BC K D, takze bude platit BC = DK
— —

a BD = CK. Vrcholy pétithelniku A; ... Fy maji vyjadieni

1 1 1 1 1
A1=§(A—i-B)7 B1=§(B+C)a Clz§(C+D)7 Dlzi(D"‘E)a El:i(E"'A)'

Odtud
R 1 — o
AlBl == 5(0 - A) neboli AC == 2AlBl 5

analogicky dostaneme
— — — — — — — oo
BD =2B,(Cy, CE =2C1Dy, DA =2DF,, EB=2FEA;.
—_—
Pro vektor A;C4 plati
E— 1 1 — — 1 — —_— 1—
coz znamend, ze diky trojihelnikové nerovnosti mame
— 1,— 1 — — 1 — —
MCi| = 5| AK]| < L(|AD| + |DK|) = 5(2|DiBr| + | B

Pro vektory stran dalsiho pétithelniku Ms podobné plati

— 1,—= 1
|[A2Bs| = S|4 < 5 (2|DiEr| + |BC)),
analogicky
|B202‘ < - 2’E1A1‘ + ’CD| ‘CZDQ < i(QlAlBl

|D2E2\ < - 2\3101

By ds| < - 2}011)1\ +|AB]).

Po secteni vSech 5 nerovnosti dostavame

1
—(2 +
09 ( 01 O)
a protoie je zfejmé 01 < o, plyne odtud
<
o o
2 >

Odtud indukci pro kazdé k > 1 ziskdame odhad
3 k
02k+1 < O2f < 1) ©
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Soucet 0+ 01 + ... vSech obvodu tedy nepfevysuje soucet fady

1+1+§+§+ 3 2+ 3 2+~--+ 3 k+ 3 k+ 0=
4 4 4 4 4 4 N
3 /3\2 3\ * 20

pricemz jsme vyuzili vzorec pro soucet geometrické fady s koeficientem %. Tvrzeni tlohy je
dokéazano. O

Uloha 3.2.63: Pro kazdy rovnobéinostén ABCDEFGH (AE | BF | CG || DH) dokazte

nerovnost®
|AF| + |AH| + |AC| < |AB| + |AD| + |AE| + |AG].

H G

g/ /]

C

o |

RESENT:
—_— L5 — —
Pro vektory @ = AB, b= AD, ¢ = AE mame dokazat, ze plati
@+ E|+ b+ +|a+b <l|al+|b|+|c|+|@+0b+¢],

a ze rovnost je vyloucena, jsou-li vektory @, b, ¢ linedrné nezévislé (jak je tomu v piipadé
nezdegenerovaného rovnobéznosténu). Jisté plati

(ol + €]+ 6+ (bl +|e] = o+ 1)

Podle trojuhelnikovych nerovnosti pro trojice vektoru T, y,Z + ¢ resp. £ + ¥, Z,Z + § + Z pro
libovolné vektory &, ¢/, Z plati nerovnosti

Z| + |9l — |£+ g = 0, (3.52)

95[dju-06], str. 213, tloha 4, navrzena Francii pro 28. MMO na Kubé r. 1987.
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IZ| + g+ 12+ 9 <@+ |y + 2]+ |2+ 7+ 2]. (3.53)
Jejich uzitim z odvozené rovnosti dostaneme
(|a@|+ 6] +|])% = |@+b+C) < (@ +[b]+|| +|@a+b+¢]) (2|a| +2[b| +2|¢| — |@+b| —|d+E| —|b+¢]) -
Po vydélenf kladnym &islem |@| + [b] + |&] + |@ + b+ &| obdrzime
|d@| + |b] + |¢] — |@+ b+ | < 2(|d@| + |b] + |2]) — (|@+ b + @+ | + b+ €)),
odkud jiz plyne dokazovand nerovnost
@+ + b+ | +|a+b| <|d|+ b+ 2| +|@+b+c].

Dokazme, ze pro libovolné linedrné nezavislé vektory d, 5, ¢ je dokazovand nerovnost ostra.
Aby nastala rovnost, musela by pro kazdé dva ze tii vektoru pfejit v rovnost alespon jedna
z uzitych nerovnosti (3.52) a (3.53). Rovnost v (3.52) nastane praveé tehdy, kdyz vektory 7 a ¢/
jsou souhlasné rovnobézné, tedy z rovnosti (3.52) plyne, ze vektory & a ¢ jsou linedrné zavislé.
Rovnost v (3.53) nastane pravé tehdy, kdyz vektory —Z a Z 4 ¢+ 2 jsou souhlasné rovnobézné,
odtud plyne, ze vektor 2" je ndsobkem vektoru Z + ¢. Splnéni jedné z rovnosti (3.52), (3.53) tedy
v obou piipadech znamend, ze vektory Z, ¥/, Z neboli &, 5, € jsou linedrné zavislé, coz odporuje
nasi situaci. O

Uloha 3.2.64: Nechf dva body P, Q lezi uvniti pravidelného ctyrsténu ABCD. Dokazte, Ze
plati |[<PAQ| < §.%

RESEN{:
Nejprve zformulujeme a dokazeme pomocné Lemma.

Lemma: Necht ve ¢tyfsténu ABCD neni zadny ze sténovych thla u vrcholu A tupy. Jestlize P,
Q jsou dva body uvniti nebo na hranici ¢tyrsténu ABC D, ne v8ak na jeho hranach, pak

|<PAQ| < max{|<BAC|,|<BAD|,|<CADI|}. (3.54)

96 [mur-88], str. 73-74, tloha G.I./7(1973/1).
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Dukaz: . L N .

Ozna¢me vektory b = AB, ¢ = AC,d = AD, = AP, § = AQ. Bez ijmy na obecnosti muzeme
predpokladat, ze zvolené body P, @ lezi ve sténé BCD protéjsi vrcholu A (vzdy je totiz mozné
body P, QQ zaménit pruseciky P’, Q' polopitimek AP, AQ se sténou BCD, aniz se velikost
uhlu |[<PAQ)| zméni, jak muzeme vidét na obrazku). Bez téze djmy muzeme predpokladat, ze
b = |&] = |d| = 1 (velikosti uvazovanych hlii nezavisi na poloze roviny BCD). Body P, Q
lezici ve sténé BC'D maji vyjadieni

P=xzB+yC+zD, Q=uB+vC+wD,
kde z+y+z=1, =z,y,2>0; u+v+w=1, wu,v,w>0.
Vektory p, ¢ pak maji vyjadieni
ﬁ:x5+y5+zj, §:u5+v5+wJ.
Pro velikost vektoru p podle trojuhelnikové nerovnosti plati
7] = |ab + yé+ 2d | < a|b| + y|¢| + 2|d| =z +y+2=1.

Vzhledem k linearni nezavislosti vektoru l_;, c, dv predchozi nerovnosti nastane rovnost, pouze
kdyz dvé z ¢isel x, y, z jsou nulovd, pak by ovsem bod P lezel na jedné z hran AB, AC, AD,
coz zadani dlohy vylucuje, a tedy plati [p'| < 1, podobné pak |§| < 1. Protoze funkce kosinus je
klesajici na intervalu (0, 7), nerovnost (3.54) je ekvivalentni s nerovnosti

cos |[<<PAQ| > min{cos |[<BAC|, cos |[<BAD|,cos |[<CAD|}. (3.55)

Ukazme nejprve, Ze tihel PAQ neni tupy, kdyz podle pfedpokladu neni tupy zadny ze sténovych
uhlu u vrcholu A. Vime tedy, ze éisla (b, &), (b,d), (¢,d) jsou nezdpornd, a chceme ovérit, ze
nezaporné je i ¢islo (p, 7). To ma vyjadreni

(7,q) = (xb + y& + 2d, ub + v + wd ) = zu + yv + 2w + (yu + 20)(b, &) + (zw + zu)(b,d )+
+(yw 4 20) (@, d) .
Odtud s ohledem na (&), (b,d), (¢,d) € (0,1) plyne
(7,7) > (zu+yv + 2w + (yu + 20) + (20 + yw) + (2w + zu)) - min{(b, &), (b, d), (&,d)} =

= @4y + )+ o+w) min{§,7), (6,d), (6, d)} = min{(5,7), B, ), (@ d)}
Protoze [p| <1, |¢| <1 a (p,q) >0, je

AV

0.

cos|[<PAQ| = 5o 2 (. @) 2 min{(,€), (5.d), (6.d)}
Dosazenim za skalarni souciny
(b, &) = cos |<BAC], (b,d) = cos|<BAD|, (& d) = cos|<CAD|,



dostavdme neostrou variantu nerovnosti (3.55), zbyvéa tedy vylouéit, ze v dokdzané nerov-
nosti nastane rovnost. V tomto pripadé by z naSeho postupu vyplynula nésledujici rovnost
cos |[<PAQ| = (p,¢) = 0, a tak by muselo platit zu + yv + zw = 0. V kazdé trojici (z,y,2) a
(u,v,w) jsou vSak aspon dvé kladn4 ¢isla, takze na nékterém ze tif mist maji obé dvojice klad-
nou slozku. Protoze vSechny slozky jsou nezaporné, vidime, ze obecné plati zu + yv + zw > 0,
¢imz je rovnost v (3.55) vyloucena. o

Tvrzeni dlohy okamzité plyne z pravé dokdzaného Lemmatu. O

Uziti vzorce pro ortocentrum

V tomto paragrafu budeme pfi feSeni jednotlivych iloh uzivat obecné znamého tvrzeni, dokaza-
ného v Piikladu 3.1.16: Vysky trojuhelniku ABC se protinaji v jediném bodé V, ktery nazyvame
ortocentrum a pro ktery plati vektorové rovnosti (3.4) a (3.5)

_— s — — —
OV =0A+O0B+0C,

—_— —  — s —_— = —
AV =0B+0C, BV=0A+0C, CV=0A+0B,

kde O je stted kruznice opsané. Vzorec (3.4) jsme jiz vyznamné vyuzili v Piikladu 3.1.19 o Feuer-
bachové kruznici.

Déle budeme vyuzivat tvrzeni dokdzané v Piikladu 3.1.17, Zze bod V roviny ABC je orto-
centrum trojihelniku ABC pravé tehdy, kdyz plati rovnosti (3.7)

— — —_— — —_— —
<AV,BV> = <AV,CV> = <BV, CV>.
Uloha 3.2.65: V roviné jsou dany ctyri body A, B, C, D, z nichZ Zddné tri nejsou kolinedrni.

Necht body Vi a Vy jsou ortocentra trojihelniki ABC a ABD. Dokazte, Ze body A, B, C, D lez{
na jedné kruznici prdvé tehdy, kdyz ViVoDC' je rovnobéznik.97

97[bech—-03], str. 15-16, tiloha 4.
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RESEN({:

Necht O je stfed kruznice opsané trojthelniku ABC a O stied kruznice opsané trojihelni-
ku ABD. Body A, B, C, D lezi na jedné kruznici pravé tehdy, kdyz trojihelniky ABC a ABD
maji spoleénou kruznici opsanou, to znamena spoleény stied kruznice opsané O1 = Oy = O
(polomeéry kruznic opsanych jiz pak musi byt pro oba trojihelniky rovny |OA]).

Pro ortocentra téchto trojuhelnika podle (3.4) plati:
V1:Ol+(A—Ol)+(B—Ol)+(C_Ol>7
V2:02+(A—02)+(B—02)+(D—02).

Obé obecné platné rovnosti ode¢teme a budeme aplikovat ekvivalentni tpravy:

‘/2—‘/1:(02—01)+3(01—02)+(D—0),

— — —_— _— — —_—
V1V2 =CD — 20102 neboli V1V2 —CD = 20201 .
Z posledni rovnosti jiz vidime, ze Oy = O; (tedy trojihelniky ABC a ABD maji spole¢nou
—

—

opsanou kruznici) pravé tehdy, kdyz V1V, = C'D neboli kdyz V1 Vo DC' je rovnobéznik. O

Uloha 3.2.66: Nechf ABC'D je étyrihelnik vepsany do kruznice a M je jeji libovolny bod rizng
od A, B, C, D. Necht Vi, V3, V3, V4 jsou postupné ortocentra trojihelniki MAB, MBC, MCD,
MDA. Dokazte, Ze

1. ViWoV3Vy je rovnobéznik,

2. |[ViVs| = 2|RS|, kde R a S jsou postupné stredy stran AB a CD.%

98[bech-02], str. 31, tloha 2.
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RESENT:

1. Kruznice se stiedem O opsand ¢tyfuhelniku ABCD je podle zadani kruznici opsanou
trojuhelnikim MAB, MBC, MCD, MDA. Pro jejich ortocentra Vq, Vo, V3, V4 tedy
podle (3.4) plati:

Vi=M+A+B-20, Vo=M+ B+ C-20,

Vi=M+C+D—-20, V,=M+A+D-20.

_
Pro vektory V1V5 a V4 V3 odtud dostaneme
Vo—-WV1=V3-V,=C-A4,

a tedy V1V V3V, je rovnobéznik.
2. Protoze stiedy R, S stran AB, C'D jsou uréeny rovnostmi

1 1
z vyjadfeni pro ortocentra Vi, V3 z predchozi ¢asti dostavame
Vs—Vi=C+D—-A-B=2(S—R),

—_— —
neboli V1V3 = 2RS, takze dokazovand rovnost |V1 V3| = 2|RS| plati. O

Uloha 3.2.67: Vichol A ostrouhlého trojihelniku ABC md stejnou vzddlenost od stredu O
kruznice opsané a od ortocentra V. Urcete viechny mozné hodnoty thlu o u vrcholy A.%°

RESENT:
— —
Necht r je polomer kruzmce opsane pak |OA| |OB| = |OC| = r. Pro ortocentrum V
—

podle (3.4) plati OV = OA + OB + OC. Podle zadani je vzdalenost bodu A od ortocentra
rovna r, tedy

9 =5 — = — =, — 5 — 9 — —
r2 = |AV|2 = |OV — OA[? = |0B + OC|? = |0B|? + |0C|? + 2(0B,0C) ,

99[dju-06], str. 248, tloha 32, navrzena USA pro 31. MMO v Némecku r. 1989, FeSeni pozménéno.
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a tedy

2 _ 52 OB OC) — 972 2 _ 1
r® =2r°4+2(0OB,0C) = 2r° 4 2r* cos |[<BOC/, odkud cos |[<<BOC| = 5

Nyni vyuzijeme toho, ze podle véty o obvodovém a stfedovém thlu plati |[<BOC| = 2«, tudiz
z nalezené podminky méame

1 2 s
cos 200 = —— neboli 200 = — nebot a< —.
2 3 2
Velikost ihlu o u vrcholu A je tedy 3. Z uvedeného postupu je rovnéz patrné obracené tvrzend,
ze rovnost |OA| = |OV| plati v kazdém trojihelniku ABC' s tthlem o = % O

3

Uloha 3.2.68: Méjme trogihelnik ABC, ktery neni pravoihly. Necht V je jeho ortocentrum a
body My, My, M3 po vadé stredy stran BC, AC, AB. Necht Ay, By, C1 jsou obrazy bodu V
ve stiedové soumérnosti podle stredi My, Mo, M3 a necht As, Ba, Oy jsou ortocentra trojihelniki
BAC, CB1A, AC1B. Dokazte, Ze

1. trojuhelniky ABC a AsBoCy maji spoleéné téziste,

2. téziste trojuhelniki AA, As, BB1 By, CC1C5 tvori trojihelndk podobnyj trojihelniku ABC 100

B, - O A

RESENT:

1. Ozna¢me O stied kruznice opsané trojuhelniku ABC. Pro body V', M, My a Mj3 uréené
zadanim ulohy dostavame

1 1 1

pritom vyjadfeni ortocentra V plati podle vzorce (3.4). Bod A; je obrazem bodu V
ve stiedové soumeérnosti podle stiedu My, takze z rovnosti My = %(Al + V) vyplyva

A =2M; -V =B+C—(A+B+C—20)=20- A,

1007and-05], str. 42-43, tloha 3, feseni pozménéno.
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— —_—
neboli AO = OA;. Bod A; tedy lezi na kruznici opsané trojuhelniku ABC, kterd je tedy
i kruznici opsanou trojuhelniku BA;C' se stfedem O. Bod Aj je ortocentrum trojuhelniku
BA,C, a tedy znovu muzeme uplatnit vzorec (3.4), podle kterého

A=B+C+ A4, -20=B+C+20-A-20=B+C—-A.
Analogicky najdeme ostatni body ze zadani tlohy
B1=20-1B, Ci1=20-C, By=A+C-1B, Co=A+B-C.

Oznacéme T a T’ tézisté trojuhelniku ABC a Ay BsCy, pak

1 1 1
T’:§(A2+BQ+CQ):§(B+C—A+A+C—B+A+B—C):g(A+B+C):T.
Tim je diukaz hotov.

. Ozna¢me T4, T, Tc postupné tézisté trojuhelniku AA,As, BBy By, CC1Cy. VyuZijeme
vyjadieni bodu Ay, By, C1, As, Bs, Cy z predchozi ¢asti, podle nichz

1 1 1
TA:g(A—FAl—I-Ag):g(A—i-QO—A—I-B—FC’—A):§(B+C—A+20),
analogicky
1 1
TB=§(A+C—B+2O), TC:§(A+B—C’+20).

-
Pro vektor T4Tr tak dostaneme
TATB:TB—TAZg(A—i-C—B—&—QO—(B-i-C—A—i—QO)):g(A—B)ngA’

analogicky
— 2 — 22—
TaTe — 50—1)4, TyTc = 5CB.

To znamend, ze trojuhelniky TaTpTc a ABC jsou nepiimo podobné s koeficientem po-

dobnosti % O

Pozndmka:

Jak jsme ukazali, odpovidajici si strany trojihelnika TATsTc a ABC maji nejen amérné délky,
ale jsou i nesouhlasné rovnobézné. Znamena to, ze tyto trojuhelniky jsou stejnolehlé a my pro
zajimavost ur¢ime stied H jejich stejnolehlosti z rovnic

TA—H:—g(A—H), TB—H:—g(B—H), TC—H:—g(C’—H).

Upravou prvni rovnice a dosazenim za T4 dostaneme

5 9
CH=T + 4=
3 Aty

1

2 1
g(B+C—A+20)+ A= (A+B+C+20),
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odtud pak

3 2 1 4 1 2
H:5T+50, neboh H:5V—|—50, nebof T:§V+§O
Ze symetrie vysledku plyne, Ze pro tento bod H jsou splnény i zbyvajici dvé rovnice. Nalezeny
stted H je tedy vnitinim bodem tsecky OV, lezi tedy na Eulerové piimce trojihelniku ABC
(v pfipadé rovnostranného trojihelniku ovsem plati O =V =T = H).

Uloha 3.2.69: Uvniti stran AB, BC, CA daného trojihelniku ABC jsou zvoleny po tTadé body
K, L, M tak, Ze plati

|AK| |BL| |CM|

|KB| |LC| |MA|’

Dokazte, Ze trojuhelniky ABC o KLM maji spoleéné ortocentrum, pravé kdyz je trojihelnik

ABC' rovnostranny.'t

C

RESENI:
Rovnosti podili v zadéni tlohy znamenaji, ze existuje ¢islo p z intervalu (0, 1) takové, Zze pro
odpovidajici vektory plati nasledujici rovnosti

— — — — — —
AK =pAB, BL=pBC, CM=pCA. (3.56)
Podle (3.7) je bod V ortocentrum trojuhelniku ABC' praveé tehdy, kdyz plati rovnost skaldrnich
soucinu
—_— — —_— — —_— —
(AV,BV) = (AV,CV) = (BV,CV), (3.57)

Nasim ukolem je zjistit, kdy pro tyz bod V plati soustava (3.57) zdroven s obdobnou soustavou
pro trojuhelnik K LM :

(KV,LV) = (KV,MV) = (LV, MV).. (3.58)

— —_— — — —_ —
Do prvni ze soustavy rovnosti (3.56) dosadime za vektory AK = AV — KV, AB= AV — BV :

— —— — — = — —
AV — KV =p (Av . Bv) neboli KV = (1—p)AV + pBV,

101cze-04], tiloha 5, autor P. Cernek.
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analogicky
— — — — — —
LV =(1—-p)BV 4+ pCV MV = (1—-p)CV +pAV .
Tato vyjadieni dosadime do skaldrnich soucintu ze soustavy (3.58). Pro prvni z nich dostaneme

= T Y —_— — _ —_— — B —_— — 2B A
(KV,LV) = (1 —p)*(AV,BV) + p(1 — p)(AV,CV) + p(1 — p)(BV,BV) + p*(BV,CV) =

.
=(1—p+p*)s+p(l—p)BV|?,
analogicky pak
_— —
(KV,MV) = (1—-p+p®)s+p(l —p)|AV]?,
—_— — —
(LV,MV) = (1—p+p*)s+p(l—p)|CV[.

Soustava (3.58) je tedy ekvivalentni se soustavou rovnosti
AV 12 2 2
p(1 = p)| AV = p(1 - p)|BV[? = p(1 ~ p)|CV,

kterd je v pripadé p(1 — p) # 0 (ktery je zarucen diky p € (0,1)) splnéna, pravé kdyz plati
rovnosti |AV| = |BV| = |CV|. To nastane pravé tehdy, kdyz ortocentrum V' trojihelniku ABC
splyva se stiedem jeho kruznice opsané, tedy v jediném piipadé, kdyz trojihelnik ABC je
rovnostranny. O

Uloha 3.2.70: Oznacme K kolmy prumeét ortocentra daného ostrouhlého trojuhelniku ABC

na teé¢nu ve vrcholu B ke kruznici tomuto trojuhelniku opsané. Dokazte, Ze trojuhelnik BKL,
102

kde L je stred strany AC, je rovnoramenny.

REéEl:II: L N
Zavedme vektory @ = OA, b = OB, ¢ = OC, kde O je stfed zminéné kruznice opsané. Pro or-
tocentrum V' trojihelniku ABC podle (3.4) plati

— —
OV=a+b+c.

ZVK | OB (nebot obé piimky VK i OB jsou kolmé na te¢nu v bodé B ke kruznici opsané)
plyne, ze VK = kb pro vhodné k € R, takze

OK =0V + VK =d+b+c+kb=a+ (k+1)b+¢.

102[kin-04], str.1-2,4; pifklad 1 — 2000 St. Petersburg City Math Olympiad, Problem Corner 188.
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Bod L je stied strany AC, plati tedy ai =1(@+7).

Abychom ovéftili, ze LK a LB j 3 jsou ramena 1o rovnoramenneho trojuhelniku se zékladnou BK,
sta¢i podle (3 1) ukazat, ze plati LK + LB € LK LB Druhy z poslednich dvou vektoru rovny
vektoru BK je kolmy na vektor OB proto Je nasun cilem ukazat, ze vektory LK + LB a OB
jsou rovnobézné. Vyjadieme proto vektory LK a LB

— = .1 1 L
— _— — - 1 1 - 1
LB=0B—-OL=0b—~(G+¢)=—~d+b— -
2 2 2
_ — o
odtud dostdvame LK + LB = (k + 2)b a dukaz vztahu LK + LB I OB je hotov. O

Uloha 3.2.71: Oznac¢me V ortocentrum daného ostrotihlého trojuhelniku ABC'. Kruznice se stie-
dem wve stredu strany BC' prochdzejici bodem V protind primku BC v bodech Ay, As. Podobné
kruznice se stredem ve stredu strany C'A prochdzejici bodem V protind primku C A v bodech B,
By a kruznice se stiedem ve stiedu strany AB prochdzejici bodem V' protind primku AB v bodech
C1, Co. Ukazte, Ze body Ay, As, Bi, By, C1, Co leZl na jedné kruznici.'%3

RESENI:

Oznatme O st_)fed kruZ_ni)ce opsga; trojihelniku ABC a r jeji polomér. Déale ozna¢me polohové

vektory @ = OA, b= OB, ¢= OC'. Pro polohovy vektor ortocentra V podle (3.4) plati
F=d+b+¢

a pro polohové vektory stiedu Ag, By, Co stran BC, C' A, AB dostavame

1 - - 1
50:§(b+5), b0:§(5+5), 50:*(@'-1-17).

103[hor-10], str. 151, dloha 1 z 49. MMO ve Spanélsku r. 2008.
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Ukézeme, ze body A1, As, By, By, C1, Cs lezi na jedné kruznici se sttedem O. Najdéme proto
vzdalenost bodu C7 od stfedu kruznice opsané. Z Pythagorovy véty pro trojihelnik CyC70
plyne

|C10[* = |CoO)* + |C1Co|* = |CoOf* + |CoV |2,

protoze podle zadani body C; a V lezi na jedné kruznici se stifedem v bodé Cj, plati tedy
|CoC1| = |CoV|. Pfevedenim predchozi rovnosti do Feéi vektoru a uzitim skaldrniho sou¢inu
dostavame:

1, -2 . -
(CLOP = faof? + 15— o] = |5(@+B)| +|(@+b+2) - 5(@+5)

= |G+ b2+Z|@+ b+ G+ (@+b,C) =

e e
N

=22 +(a@,0) + (@,@) + (b, ¢),

pFicem# v poslednf rovnosti jsme vyuzili vztahu |@| = [b| = |¢| = r. Ze symetrie poslednfho
vyjadieni je ziejmé, ze pro vzdalenosti zbyvajicich bodu A;, As, B, By, C5 od stiedu O dosta-
neme totéz vyjadreni, tyto body tedy skutecné lezi na jedné kruznici se stifedem O. 0

Uloha 3.2.72: Necht ostrotihly trojuhelnik ABC md ortocentrum V a necht P je libovolnyj
vnitind bod delsiho oblouku AB kruZnice opsané trojihelniku ABC. Necht E je pata vijsky z vr-
cholu B, PAQB a PARC necht jsou rovnobéiniky a necht primka AQ protind primku VR
v bodé X . Dokazte, ze EX || AP.104

RESEN{:
ku ABC oznaéme T' = §(A+B+C), tézisté trojihelniku PBC pak ozna¢me Ty = 3(P+B+C) a
V1 ozna¢me ortocenturm trojihelniku PBC. Trojihelniky ABC a PBC maji spole¢nou kruznici

1041dju-06], str. 288, tiloha 10, navrzena Velkou Britdnii pro 37. MMO v Indii r. 1996.
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opsanou a tedy i spole¢ny stfed kruznice opsané, ozna¢me jej O. Pro oba trojihelniky ABC a
PBC vyuzijeme vztah (3.6), podle kterého

— — —_— —
oV =30T, OVy = 30Ty,
odtud odeétenim prvni rovnosti od druhé dostavame
— —_— — —_— — — —
VVi =0V, -0V =301, —0T)=3TTy, =(P+B+C)—(A+B+C)=AP

— — —_—

Trojtihelnik AQR dostaneme posunutim trojihelniku PBC o vektor PA, nebot AP = QB
— —

(protoze PAQB je rovnobéznik) a AP = RC (protoze PARC' je rovnobéznik). Ortocentrum Vs

_— —  —

trojuhelniku AQR dostaneme tymz posunutim bodu V;. To znamend, ze VoV; = AP = V7,
odtud Vo = V. Trojuhelniky ABC a AQR maji skutetné spole¢né ortocentrum V.

7 dokazané vlastnosti bodu V plyne, ze zkoumané piimky RV a AQ jsou navzdjem kolmé,
takze pro jejich prisecik X plati [<AXV|= § = |<AEV]|, coz znamend, Ze ¢tyiihelnik AXEV
je vepséan do kruznice (body X a F lezi na Thaletové kruznici nad prumérem AV'). Pak s vyuzitim
toho, ze uhly EXQ a AXFE jsou dhly vedlejsi, |[<AXE| = |[<AVE| (obvodové dhly nad AE),
|<TAV E| = |<BCA]| (jde o thel mezi vyskami v,, vp a thel mezi stranami a, b, coz jsou ihly pro
ostrouhly trojuhelnik zfejmé shodné) a |[<BCA| = |<BPA| (obvodové ihly nad tétivou BA),
dostavame

|<EXQ| =7 —|<AXE| =7 — |[<AVE| =7 — |<BCA| = 7 — |[<BPA| = |[<PAQ]| .
Z této rovnosti jiz plyne, ze EX || AP, coz jsme méli dokazat. O

Uloha 3.2.73: Najdéte vsechny trojice ¢isel k,1,m € (0,1) s vlastnosti: Zvolime-li na strandch
BC, CA, AB libovolného trojuhelniku ABC' po tadé body D, E, F tak, aby platilo

|DC| = k|BC|, |[EA| =1|CA], |F'B| = m|AB], (3.59)

5

budou mit trojihelniky ABC a DEF spoleéné ortocentrum.'®
C

RESENI: .
Zavedme polohové vektory @ = OA,
trojihelnfku ABC a r = |d| = |b| =
thlu plati

— — — . A
b = OB, ¢ = OC, kde O je stfed kruznice opsané
¢| jeji polomér. Podle véty o obvodovém a stiedovém

<&',g>:r20082’y, (@,¢) =r?*cos 28, (5,E'>:r20082a,

105y/]agtn{ ndmét.

210



kde «, (3, v jsou obvykle znac¢ené vnitini uhly trOJuhelnlku ABC. Jeho ortocentrum V je
podle (3.4) uréené polohovym Vektorem OV = a +b + é. Ze vztahu (3.59) v zadani plynou
vektorové rovnosti C’D = kCB AE ZAC’ a BF mBA které znamenaji, ze

N . N — -
OD=kb+(1-k@e, OE=Ié+(1-0)d, OF=ma+(1-m)b.

Ortocentrum V trojihelniku ABC bude také ortocentrem trojiuhelniku DEF pravé tehdy, kdyz
bude platit VD 1L EF, VE 1 DF, VF 1L DFE neboli

—_ — — — — —
0=(VD,EF)=(VE,DF)=(VF,DE).
e —_— -
Vyjadiime vektory VD a EF jako linedrni kombinace vektoru a, b, ¢
— —_— — =
VD=0D -0V =—-d+ (k—1)b— k¢,

— —_— — =
EF=0F -0OE=(l+m-1)a+ (1—-m)b—I¢
a urcime skalarni soucin

_ — —

(VD,EF) = (—=d+ (k= 1)b— k& (Il +m—1)a@+ (1 —m)b—1&) = (1 — | — m)r’+

+(k—km—14m)r® +klr® + (=1 +m+km—+kl —k—m—1+1)(a@,b) + (I — km— kl+ k)(@, &)+
+(—kl+1— k4 km)(b,&) = (k — L+ kl — km)r? + (=k — L + kl + km)r? cos 2y+
+(k+1—kl — km)r?cos 26 + (—k + 1 — kl + km)r? cos 2a =
=72 ((k =1+ Kkl — km)(1 — cos2a) + (k + 1 — kl — km)(cos 23 — cos 2)) .
Podminka <1_/B, E—})7 > =0 je proto s ohledem na 72 # 0 ekvivalentni s rovnosti
(k=14 Kkl —Ekm)(1 —cos2a)+ (k+1—kl — km)(cos23 — cos2y) =0.

Tato rovnost ma podle zadani tlohy platit pro kazdy trojihelnik ABC. Vezmeme-li nejprve
takovy, kde 3 = v a pak takovy, kde 3 # ~, dostaneme postupné dvé rovnosti

k—Il+kli—km=0, k+l—kl—km=0.
Sectenim obdrzime 2k — 2km = 0, neboli k(1 —m) = 0, odkud s ohledem na m € (0, 1) vychézi
k = 0. Podobné bychom vyuzitim zbyvajicich dvou skaldrnich souc¢inu odvodili [ =0 a m = 0.

To znamena, 7e hledans trojice musi byt tvaru k = [ = m = 0. Ze skuteéné vyhovuje, je trividlni
poznatek, nebot pro ni trojihelniky ABC a DEF (a tedy i jejich ortocentra) splyvaji. O
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Uloha 3.2.74: Najdéte viechny trojice cisel k1, m € (0,1) s vlastnosti (i), resp. (ii): Zvolime-li
na strandch BC, CA, AB libovolného trojihelniku ABC' po tadé body D, E, F' tak, aby platilo

|DC| = k|BC|, |[EA| =1|CA], |F'B| = m|AB], (3.60)

(i) bude stred kruznice opsané trojiuhelniku ABC' ortocentrem trojiuhelniku DEF';

(ii) bude ortocentrum trojihelniku ABC stredem kruinice opsané trojihelniku DEF .10

C

RESENTI: ' ’ L e = '
Pro obé ¢ésti tlohy zavedme polohové vektory @ = OA, b = OB, ¢ = OC, kde O je stied
kruznice opsané trojihelniku ABC a r = |d@| = |b| = |¢]| jeji polomér. Podobné jako v feSeni
Ulohy 3.2.73 vyuzijeme rovnosti

<&',5>:r200827, (@,&) =1r2cos 2, (5,5)27“20052@

a ze vztahu (3.60) plynouci vyjadient
N . N — =
OD=kb+(1—k)&,  OE=Ic+(1-0)d, OF=mi+(1—mb.

(i) Stred kruznice opsané O trojihelniku ABC bude ortocentrem trojihelniku DEF prave
tehdy, kdyz bude zaroven platit OD | EF, OF 1 DF a OF 1 DFE, neboli

—_— — —_— — —_— —
0= (OD,EF) = (OE,DF) = (OF,DE).
_ —
Vyjadiime vektor E'F jako linedrni kombinaci vektoru @, b, ¢
— — — -
EF =0F -OE=(l+m-1)d+ (1 —-m)b—1¢
a ur¢ime prvni ze skaldrnich soucinu

_— — = —
(OD,EF) = (kb+ (1 — k)&, (l+m—1)a+ (1 —m)b—1c) = (k — km — L + kl)r*+

+(kl+km — k)@, b) + (I +m—1—kl—km+k)(@,&) + (—kl +1 —m — k + km)(b, &) =
=72k =1+ Kkl — km) +r*(—k + kl + km) cos 2y + r%(=1 + k + 1 +m — kl — km) cos 26+
+7r2(1 — k —m — kl 4 km) cos 2cx .

106y/]agtn{ ndmét.
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(i)

Ozna¢me vyrazy
A=1—-k—m—kl+ km, B=—-1+k+1l4+m—kl—FEkm,
C=—k+kl+km, D=k—-1+kl—Fkm.
Podminku <O—D),ﬁ’ > = 0 tak muzeme zapsat ve tvaru

Acos2a+ Beos23+Ccos2y+D =0. (3.61)

Tato rovnost méa podle zadani platit pro kazdy trojihelnik ABC. Vezmeme-li nejprve
takovy, v némz o = § a 8 = v = 7, dostaneme D — A = 0; podobné ziskdme D — B = 0
a D — C = 0. Dohromady proto plati A = B = C = D a podminka (3.61) ziskdva tvar

D(cos2a + cos2(3 + cos2y+1) =0.

Druhy ¢initel v posledni rovnosti je nenulovy napi. pro rovnostranny trojihelnik ABC,
a proto musi platit D = 0, odtud také A = B = C = 0. Dostavame tedy soustavu Ctyr
rovnic

1—-k—m—kl+km=0, —1+k4+1l4+m—kl—km=0,

—k+Ekl+km=0, k—=Il+kl—-—km=0.

Sec¢tenim tieti a étvrté rovnice dostavame podminku —I 4+ 2kl = 0 neboli [(2k — 1) = 0,
1

odkud [ = 0 nebo k = 5. Sectenim prvni a ¢tvrté rovnice dostdvame podminku [ +m = 1,
odkud v piipadé [ = 0 plyne m = 1, coz je v rozporu s m € (0, 1). Nutné proto plati k = %
Snadno se naopak ovéfi, ze pro k = % a l+m = 1 jsou vSechny Ctyfi rovnice splnény. Zjistili
jsme, ze podminka 0—15 L ﬁ je splnéna pro v8echny vychozi trojihelniky ABC praveé
tehdy, kdyz plati k = % a zaroven | + m = 1. Analogicky bychom odvodili z podminek
— — — —=

OE L DF aOF L DE, zel =3, k+m=1am =3, k+1= 1. VSem podminkdm
tedy vyhovuje jedind trojice ¢isel k =1 =m = % To znamena, ze stfed kruznice opsané
trojuhelniku ABC' je vzdy ortocentrem ptislusného trojihelniku DEF, pravé kdyz body
D, E, F jsou urceny ¢isly k, I, m jako stiedy stran BC, CA, AB.

Ortocentrum V trojihelniku ABC uréené podle znamého vzorce (3.4) polohovym vekto-

— N
rem OV = d + b+ ¢ bude stfedem kruznice opsané trojihelniku DEF pravé tehdy, kdyz
bude platit |V D| = |VE| = |VF|. Z prvni rovnosti podle (3.1) plyne
—_ — ——  —
(VD+VE,VD—-VE)=0. (3.62)
—_— —_— -

Vyjadiime vektory VD a V E jako linearni kombinace vektoru @, b, ¢:

— —_ — o

VD =0D -0V =—-d+ (k—1)b—ké,

— — — o
VE=0E -0V =—la—b+(l- 1)z,
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a dosadime do rovnosti (3.62)
(-1 =0D@+ (~2+K)b+ (=1 —k+1)& (-1 + 1)@+ kb+ (1 —k—1)&) =0.
Podobné jako v ¢asti (i) prejde tato rovnost po rozndsobeni do tvaru
Acos2a+ Bceos26+ Ccos2y+ D =0, (3.63)
kde A, B, C, D jsou konstanty, z nichz budeme déle potiebovat jen
B=—-(1+1)1-k-D)+(1-1)(-1-k+1), C=—-(+1)k+(k-2)(1-1)=2(1-Fk—-1).

Stejné jako v predchozi ¢asti zduvodnime, Ze zkoumand podminka (3.63) je splnéna pro
kazdy trojihelnik ABC pravé tehdy, kdyz A = B =C = D = 0. Z C = 0 ovSem plyne

1—k —1=0, coz po dosazeni do vztahu pro B vede k rovnosti
B=(1l-1)(-1-k+1)=0.
Protoze | # 1, znamend to —1 — [ + k = 0. Nalezené dveé rovnice pro [ a k, totiz
1—-k—-1=0 a —-1-1l+k=0,
maji jediné feseni [ = 0 a k = 1, coz je ve sporu se zaddnim k < 1. Zadna trojice &isel k,

I, m pozadované vlastnosti (ii) tedy neexistuje. O

Eulerova primka a Feuerbachova kruznice

trojuhelniku ABC| ktery neni rovnostranny) lezi na jedné piimce (tzv. Fulerové primce), pficemz
bod T déli tsecku OV v poméru |OT)| : |[TV| = 1 : 2, takze plati vektorova rovnost (3.6) 107

— —
oV =30T.

Déle podle Pozndmky 1 za Pfikladem 3.1.19 stfedy stran, paty vysek a stfedy tisecek AV,
BV, CV lezi vidy na jediné (tzv. Feuerbachové) kruznici k1 = (F, 5 ), kde r je polomér kruznice
opsané, pricemz stied F' lezi na Eulerové piimce (piimce OV') a puli usecku OV. Pro polohovy
vektor OF tedy plati vektorové rovnosti (3.8)

— 1— 1— 1— 1—
OF = -0V =-0A+ -OB+ -0C'.
2 2 2 2
Uloha 3.2.75: Necht O je stred kruznice opsané trojuhelniku ABC o K, L, M jsou postupné

obrazy bodu O v osovyjch soumérnostech s osami BC, AC' a AB. Dokazte, Ze primky AK, BL
a CM se protinaji v jednom bodé a urcete jeho roli v trojuhelniku ABC 108

1077 dfiraznéme, ze (3.6) plati jako rovnost nulovych vektort i v pifpadé rovnostranného trojihelniku, takze uzit
(3.6) je univerzélni, stejné jako uziti rovnosti (3.8).
108[gar-05], str. 220, tloha 4.
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RESEN(:

Stred O kruznice opsané trojuhelniku ABC' zvolime za pocatek a polohovy vektor O—)f kazdého
bodu budeme znacit jednoduse jako Z. Polohové vektory a a b maji stejnou velikost, trojihelnik
ABO je tedy rovnoramenny a obraz M bodu O v osové soumérnosti podle osy AB je ¢tvrtym
vrcholem kosoctverce AOBM (aplikace ekvivalence (3.1)). Analogicky to plati i pro body L a
K, odtud

-

m=a+b, Il=d+¢c  k=b+e.
Nyni najdeme polohové vektory stfedu tsecek AK, BL a CL:
1 - 1 - 1 1 - = 1. 1
1 1 - 1

kde ¥ = @+b+¢ je podle rovnosti (3.4) polohovy vektor ortocentra V' trojihelniku ABC'. Vidime,
ze vSechny tii isecky se protinaji v jednom bodé, ktery je stfedem kazdé z nich, pficemz tento
bod je navic i stfedem F' Feuerbachovy kruznice trojihelniku ABC, pro ktery totiz podle (3.8)
platf F'=1(0+ V). O

Uloha 3.2.76: Necht ABCD je tétivovy ctyiihelndk. Uvazujme étyii trojihelniky BCD, ACD,
ABD, ABC'. Ukazte, Ze:
1. Tézisté téchto trojuhelniku tvori étyrihelnik podobny étyrihelniku ABCD.

2. Stredy Feuerbachovych kruznic téchto trojihelniki tvori ctyriuhelnik podobny ctyriuhelniku
ABCD.

3. Ortocentra téchto trojuhelniku tvori étyrihelnik shodny s ctyrihelnikem ABCD, pritom
tyto ctyrihelniky jsou soumérné sdruzené podle nékterého stredu.'?”

1091gar-05], str. 220, tloha 6.
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RESENI:
1. Oznacme T4, 15, T3, Ty postupné tézisté trojuhelniku BCD, ACD, ABD, ABC':
1 1 1 1

Pro vektory stran ¢tyithelniku 1775737, pak dostdvame

— 1 1— N 1 1—s
NTy=3(A-B)=-3AB, Th= (B-0)=-3BC,

e— 1 1— N 1 1—s
Ty =3(C-D)=—-30D, Tl =3(D-A)=-3DA.

Ctyfihelniky T T5T3Ty a ABCD jsou tedy podobné s koeficientem podobnosti %

2. Vsechny ¢tyfi trojihelniky maji spoleénou kruznici opsanou, a to kruznici opsanou celému
¢tyfahelniku. Ozna¢me O jeji stted a Fy, Fy, F3, Fy postupné stiedy Feuerbachovych
kruznic trojihelniki BCD, ACD, ABD, ABC'. S vyuzitim vztahu (3.8) pro tyto stiedy
dostavame vyjadreni

1— 1— 1— 1— 1— 1—
FF=0+-0B+ -0C+ -0D, F,=0+-0A+ -0C+ =0OD,
2 2 2 2 2 2
1— 1— 1— 1— 1— 1—
F;=0+-0A+=-0B+ =-0D, F,=0+-0A+ -0B+ -0C'.
2 2 2 2 2 2
Pro vektory stran ¢tyithelniku £y Fo F3F, proto plati
— 1— —_— 1— —_— 1— — 1—
FiF = —§AB, FyFs5 = —§BC’, F3F, = —§C’D, F B = _iDA'

Ctyithelniky Fy FoF3Fy a ABCD jsou tedy podobné s koeficientem podobnosti %
3. Pro ortocentra Vi, Vo, Vi, V4 trojuhelnika BCD, ACD, ABD, ABC vyuZzijeme vzta-
hu (3.4):
Vi=B+C+ D -20, Vo=A4+C+D-20,

Vsa=A+B+D-20, Vi=A+B+C-20.
Nyni najdeme stiedy usecek AVi, BVs, C'Vs, DVy:

1

1 1
SA+V) = S(A+B+C+D-20), 3

1
(B+V2) = 5(B+A+C+D~20),
1 1 1 1

5(C+Va) = (C+A+B+D-20), (D+Vi)=3(D+A+B+C-20).

Vidime, ze usecky AVy, BV, C'V3, DVy maji spolecny stied, coz znamend, ze Ctyiihelniky
ABCD a V1V, V3V, jsou podle ného soumérné sdruzené. O
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Uloha 3.2.77: Je ddn riznostranny trojihelnik ABC. Necht T, I a 'V jsou postupné téziste,

stred kruinice vepsané a ortocentrum tohoto trojihelniku. Dokazte, Ze |<TIV| > F.110

RESEN{:

V uvazovaném trojihelniku ABC oznatme O stied kruznice opsané, r jeji polomér, o polomér
kruznice vepsané a F' stted Feuerbachovy kruznice. Pro body V' a F' podle vztahu (3.6), resp.(3.8)
plati

— — — —
oV = 30T, OV =20F.

— —
Nyni vyjadiime vektory IT a IV, abychom mohli najit velikost dhlu TIV pomoci skaldrniho
souc¢inu téchto vektoru:

— —_— — — — — —  — —  —

IV =104 0V =10 +20F =10 +2(—10 + IF) = 2IF — IO,
— — — — 1— — 22— — 2 — — 2— 1—
IT=10+0T =10+ 30V =10+ 0F =10+ Z(-10+ IF) = 2IF + 21V .

Pro dotyény skalarni soucin tak dostavame

— — — — 22— 1— 1 — 5 — 5

(IVIT) = (2IF 10, 51F + <IV) = (4\IF| — |10 ) .
7 elementarni geometrie zname Fuleriv vzorec pro vzdalenost stiedu I a O i vzorec pro vzdalenost
stiedu I a F' (plynouci z vnitiniho dotyku pfislusnych kruznic):

r
10P =1 ~2r0, |IF|=F 0.

Dosazenim do vyjadieného skalarniho sou¢inu obdrzime

—_— — 1 2
(IV,IT) = 3 (7"2—41"9—1—4@2—7"2—1—27"9) = —gg(r—QQ) <0,

nebot v ruznostranném trojihelniku ABC plati [IO| > 0, a tedy r > 2p opét diky Eulerovu
vzorci. Zaroven pro skalarni sou¢in obecné plati

— —
(IV,IT) = [IV| - |IT)| cos |<TIV|

proto z odvozené nerovnosti plyne cos |[<TIV| < 0 neboli |[<T'IV| > 7. O

1014ju-06], str. 250, tloha 5, navrzena Francif pro 31. MMO v Ciné r. 1989.
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Uziti kolmych praméta
7 obecné teorie vime, ze pro kazdy vektor ¥ a kazdou pfimku p se smérovym vektorem w0 existuji
vektory v, a ¥| tak, ze vektor v, lezi v pfimce p, vektor ¥'| je k ni kolmy a plati rovnost

U= ’L_fp +v 1,
kterou jsme v obecnéjsim podéani uvedli v Kapitole 1 pod ¢islem (1.8). Vektor 7),, ktery nazyvame
kolmym prumétem vektoru ¥ na piimku p, je dan vzorcem (1.10)

)
" e

Pokud je smérovy vektor w piimky p jednotkovy a vektor ¥ neni nulovy, pak podle geome-
trického vyznamu skaldarniho sou¢inu dvou vektoru dostdvame
|Tp| = (¥, @) = |0] - cos g,

kde ¢ je odchylka danych vektoru @, @w. Absolutni hodnota skaldrniho soucinu (v, W) tedy vy-
jadfuje velikost kolmého prumétu @, vektoru ' do sméru jednotkového vektoru w (jak je ndzorné
ukazano na obréazku).

Na zavér této uvodni ¢asti dodejme, ze v roviné je vzdalenost kazdého bodu X od pitmky p
—
rovna velikosti kolmého prumétu vektoru AX, kde A je libovolny bod na piimce p, do sméru
norméalového vektoru 7 piimky p.

Uloha 3.2.78: Dokazte, zZe kdyz se vsechny vnitini uhly konverniho n-ihelniku rovnaji a délky
po sobé jdoucich stran ai,as,...,a, spliuji podminku a1 > as > ... > ay, pak Zadnd z téchto

nerovnosti nent ostrd, tj. plati a1 = ag = - -+ = an.' !

B;

111dju-06], str. 32, tloha 3.
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RESEN{:
Umistéme vsechny vektory stran daného n-ihelniku (orientovanych v jednom sméru obchézeni

hranice) do bodu O. Strandm ay, ..., a, tak budou odpovidat po fadé vektory OAq,...,OA,.
Protoze jde o n-ihelnik, jeho strany tvoii uzavienou lomenou ¢aru, takze musi platit

— — —_—
OA1 +0OAs+---+0OA, =0.

Protoze vnitini thly n-thelniku se podle predpokladu tlohy vSechny rovnaji (";Q)ﬂ a uhly
A;O0A;41 je dopliuji do 7, plati
2
|<A1OAs| = |<A20A3| = - -+ = | <A O A | = % a  |OAy| > |0As] > ... > |0A,.

—_—

Necht p je pifmka prochézejici bodem O a kolm4 na vektor OA,,. Necht By, Bs, ..., B,_1 jsou

kolmé prumety bodu A, Ag, ..., Ap_1 na piimku p (prumét bodu A, je roven bodu O). Podle
—

rovnosti OA1 + OA2 + -4+ OA, = 0 je taky

e e

e
OBy +0By+---+0B,_; =0.

, —_— —

Protoze pro kazdé i < § je |OB;| > |OB, ;| (nebot vektory OA; a OA,_; sviraji s piimkou p
—_— —

stejny thel a zdroven |OA;| > |OA,,—;|), lezi vsechny soucty OB; + OB,,_; na piimce p na stejné

strane od bodu O Proto musi byt vSechny tyto soucty nulové (aby byla splnéna podminka

OBl +- +OB _i = 0). To ovéem znamena, ze |OB;| = |OB,_;|, a tedy také |OA;| = |OA,_,

pro kazdé i < 5. Z rovnosti a1 = a,—1 plyne, Ze v Fetézci a; > az > ... > a, plati az po clen
ay,—1 rovnosti, takze diky shodnym vnitinim dhlim a shodnym n — 1 strandm je dany n-tihelnik
pravidelny, a proto plati i a,_1 = a,. O

Uloha 3.2.79: Je ddn konvexni k-thelnik. Dokaste, Ze kazdy jeho vnitini bod md tyzZ soucet
vzddlenosti od k primek, na kterych leZi strany daného k-uhelniku, pravé kdyz je soucet vsSech k jed-
notkovyjch vektord vnéjsich normdl k témto strandm roven nulovému vektoru.''?

RESENI:

Necht My, My ... My, je dany k-ihelnik a 7i; jednotkovy vektor vnéjsi normaly ke strané M; M, 1,
—

kdei=1,...,k a Mgy, = M. Protoze pro libovolny bod X uvnitf k-thelniku vektory X M; a

12[pra—86], str. 102, tloha 5.18.
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11; sviraji ziejmé ostry 1hel ¢;, pro vzdalenost z; bodu X od piimky M; M, rovnou velikosti
— —
kolmého prumétu X P vektoru X M; do sméru vektoru 71; plati
— — —_—
zi = ‘PX‘ = ‘XMi}coscpi = <XM,-,ni>.
Necht A, B jsou libovolné vnitini body k-tihelniku. Zapisme rovnost souctii jejich vzdélenosti

od piimek stran uvazovaného k-thelniku podle odvozeného vyjadieni:

—_—

k k
(AM;, 1) = 7 (BM,,it:).
= =1

=1

—_— — R
Po dosazeni BM; = BA + AM; odtud dostaneme

(AM, 7)) = S (BA,ii)y + S (AM, ) .

1 i=1 i=1

k k k
1=

Vidime, ze body A, B maji stejné soucty vzdélenosti od piimek stran k-tthelniku, pravé kdyz
plati rovnost
k
—
<BA, 3 ﬁ> —0.
i=1

—
Protoze vnitini body A, B k-uhelniku lze zvolit tak, aby vektor BA mél libovolné zvoleny smeér,
posledni rovnost bude obecné splnéna jediné v piipadé, kdyz Zle 7; = 0. O

Uloha 3.2.80: Uvniti* rovnostranného trojuhelniku ABC' je ddan bod M. Oznaéme My, My, M,
paty kolmic z bodu M po Tadé na strany BC, AC, AB. Dokazte rovnost '3

|AMy| + |BM.| + |CM,| = |AM.| + |BM,| + |CM,| . (3.64)

C

RESENT: ) . L.
Oznacme vektory @ = MA, b = MB, ¢ = MC. Pak b—d, ¢ — b a @ — ¢ jsou vektory stran
rovnostranného trojihelniku ABC, takze maji tutéz velikost, kterou oznacime

d=|b—al=|c—bl=|a—¢|. (3.65)

13[pra-86], str. 103, tloha 5.23, kde je fedena trojim uzitfm Pythagorovy véty.
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Protoze soucet obou stran dokazované rovnosti (3.64) je roven obvodu 3d trojihelniku ABC
(na obrazku jsou ¢ervené, resp. zelené vyznaceny délky z levé, resp. pravé strany rovnosti (3.64)),
staci se zabyvat jen levou stranou a dokézat rovnost

3d
|AMb’ + |BMC| + |CMa‘ = 9

Pro séitané hodnoty jakozto velikosti kolmych primeéta plati

-

s = (@ 5=5) maae = (B2T), e = (2D,

a proto
1 - -
AM| + [BM.| +CM,| = = (@6 = &) + (B.5— @) + (@.0=1)) .

takze je nasim tkolem dokazat rovnost

(@.@ =€)+ (b.b—a) + (¢ c-b) = =~

To je vsak snadné, nebot jeji leva strana je zfejmé rovna

L. li—g lle—1
. Lels p . P p 3 9
coz s vyuzitim rovnosti (3.65) vede k pozadovanému vysledku 5d-.

Dodejme, ze tlohu lze vytesit i bez ivahy o obvodu trojihelniku na zdkladé ziejmé rovnosti

jejiz strany jsou d-néasobky piislusnych stran dokazované rovnosti (3.64). O

Uloha 3.2.81: Dokaste, e konvexzni ctyrihelnik, jehoZ wvsechny wvrcholy maji stejny soucet
vzddlenosti od ¢ty primek, na kterjch lezi jeho strany, je rovnobéznik.™

14pra—86], str. 101, tloha 5.11.
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RESENI:
Oznatme postupné i, 7ie, i3, 14 jednotkové vektory vnéjsich normal ke strandam AB, BC, CD,
DA a o4 (0B, 0c, 0p) soucet vzdédlenosti bodu A (B, C, D) od étyf piimek, na kterych lezi
strany uvazovaného ¢tyithelnika ABC'D. Podle zadani plati

QA = 0B = 0C = @D -

Vzdélenost bodu A od piimek AB a AD je rovna nule, vzdalenost od piimky CD je rovna
— —

skaldrnimu soucinu <AD,ﬁ3> a vzdalenost od pfimky BC' je rovna <AB,ﬁ2>. (Vektory stran

volime tady i dale vzdy tak, aby byl skalarni souc¢in nezédporny.) Odtud

oA = <A—D>,ﬁ3> + <A_B),ﬁg> .
Analogicky . . . .
o = (BA,iis) + (BD, i), op = (DA, 7iy) + (DB, i) .
7 predpoklddané rovnosti o4 = op proto vyplyva
S — — —-—
0=p04—0B= <AD,n3> + <AB,n2> — <BA, n4> - <BD,n3> =
— —_— — — —
= (AB, iy +iia) + (AD — BD,fi3) = (AB, iy + iia) + (AB, fi3)+
— —
+<AB,ﬁ1> = <AB, i1 + 7l + 73 + ﬁ4> .

L — SN
(Clen <AB ) ﬁ1> jsme mohli pficist, protoze vektor 771 je kolmy k vektoru AB, takze jsme pricetli
nulu.) Podobné

0= 04— op = (AD,7i3) + (AB,7iz) — (DA, i11) — (DB, fiz) =
= <A—D>,ﬁ1 + ﬁ3> + <A—B) — B§7ﬁ2> = <A—D),ﬁ1 + 773)> + <A—D),ﬁ2>+
— —
—|—<AD, T_i4> = <AD, ﬁl =+ ﬁg + 7_”[3 + ﬁ4> .
Protoze zadny nenulovy vektor roviny ABD nemuze byt kolmy k obéma vektorum E i B,
musi platit
n + 7o +1g+14 =0.

Odtud postupnymi tpravami dostavame

N1 + Mg = —13 — 1ig,
|71y + | = |ii3 + 74|?,

71| + |7i2|? + 2(f1, o) = || + 74| + 2(F1, A2)
iy, fia) = 2(its, 7ia) .

To znamend, ze |71, 2| = |<73,74|. Podobné muzeme ze stejné rovnosti odvodit také vztah
|<tiiy, M| = |<tiig, 7i3|. Posledni dvé rovnosti znamenaji, ze pro vnitini thly étyitihelniku ABCD
plati 3 =6 a a = v, takze ABCD je rovnobéznik. O
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Uloha 3.2.82: V prostoru je ddno 10 vektoru tak, Ze soucet libovolngch deviti z nich md velikost
mensi, nez je velikost souctu vsech 10 vektoru. Dokazte, Ze existuje osa, na kterou md kazdy
z dangjch 10 vektori kladny kolmyj primet. 'S

RESENI:
Pro danych 10 vektoru #, ..., #¥19 a jejich soucet

10
=20
i=1

podle zadéni plati
Vi=1,...,10: |Z] > |Z — 7] .

Podle kazdé z téchto ostrych nerovnosti je & # 0. Ukazeme, ze hledand osa je napiiklad osa
urcend smérovym vektorem Z. Kolmy prumét o; do této osy je roven realnému ¢&islu

I L.

<Uia ﬁ> = F<U¢,ZL‘> ’

takze tento prumét je kladny préavé tehdy, kdyz (v;, ) > 0.
Z rovnosti |7 — @2 = |7|? + |5|? — 2(Z, T;) vyjadifme

Lo 1 1 . 1., 1 1, . L
(#1,8) = S5 + 51 — 517 — Gl = S|l + 5 (7 — 17— 5l) |

Protoze pro kazdé ¢ = 1,...,10 podle predpokladu plati ¥ — U], je podle odvozeného
vyjadreni také (U;,Z) > 0, coz jsme chtéli ukédzat. O

Uloha 3.2.83: Zdk mél prekreslit konvexni mnohouhelnik leZici v kruhu o poloméru 1 z jednoho
listu papiru na druhy. Prenesl pruni stranu, pak uhel, ktery svird tato strana s druhou stranou,
kterou prenesl poté atd. Uhly zZak prendsel presné, aviak délky prendsel s relativni chybou p, coZ
znamend, Ze usecku délky a zakreslil jako dsecku délky b, kde \g — 1| < p. Po preneseni posledni
strany zjistil, Ze jeji koncovy bod md od pocdteéniho bodu pruni strany nenulovou vzddlenost d.
Dokazte, Ze d < 4p (nezdvisle na poctu stran mnohothelniku). 16

RESENI:

Vektory stran ptivodniho n-thelniku ozna¢ime po fadé di, ds, ..., dy, takze plati

G+t iy =3,

Podobné oznacime Vektory odpov1da3101ch stran preneseného n-thelniku (ktery ovSem neni
uzavieny) po radé jako bl, bg, .. b Podle zadani méa vektor

—

=bi+by+ -+ by

15[pra-86], str. 101, tloha 5.13.
16[pra—86], str. 101, tloha 5.14.
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velikost d > 0 a pro kazdé i = 1,2,...,n plati (pfi zfejmém oznaceni délek stran)

b.
Z—1‘§p neboli b; = (14 p;)a;, kde |pi]<p<1.
a;

Protoze 1hly, a tedy i sméry stran, se pii prendsSeni zachovaly, muZzeme od skaldarnich rovnosti
b ) )
prejit k vektorovym rovnostem

—

by =d;(p; +1),

ze kterych dostavame

n n n n n
=) bi=) (p+lai=) pidit+y d=) pi.
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
Vektory dji, ..., d, rozdélme na dvé skupiny: vektory dai,...,d, které maji nezdporny kolmy
prumét do sméru &, a vektory g1, ..., ay, které maji tento prumét zaporny (pocatek a smér

prirozeného ¢islovani stran mnohoihelniku muzeme zvolit pravé takto). Pro zkoumanou vzda-
lenost d plati

k n
@ =3P = (@,8) = (2.3 pis) + (2, Y pidy).
i=1 j=k+1

S vyuzitim toho, zZe ’Z§:1<f’piﬁi>’ < pZ§:1<f, d;) (protoze skaldrni souciny jsou nezapor-
né) a podobné | Y1 ;.\ (¥, pjd;)| < —pd 7 ;. (T, d;) (protoze skaldrni souciny jsou zaporné),

dostavame
k n k
@ <p(a > a) (7, Y @) =w(3Y @),
i= j=k+1 i=
nebot Zle @i = = §_ 41 0. Vektor § = @ + -+ + dy je vektorem thlopficky pivodniho
mnohotihelniku lezictho dle zadani v kruhu o poloméru 1, tedy pro jeho velikost plati
k
i=1

7 odvozené nerovnosti pro hodnotu d proto plyne
d? < 2p|Z| |§f] cos ¢ < 4pd,

kde ¢ je thel, ktery sviraji vektory & a i a ktery spliiuje nerovnosti 0 < ¢ < 7 diky zvolenému
¢islovani stran. Z nerovnosti d? < 4pd a predpokladu d > 0 uz plyne d < 4p. ]

Na zavér celé kapitoly odvodime podle [pra—86] uzitim integrélniho poc¢tu zajimavy vysledek
ve formé nasledujici ulohy. VSechny zbylé dlohy pak vyfesime uzitim pravé tohoto vysledku, bez
néhoz bychom se jinak v jejich feSeni patrné stézi obesli.
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Uloha 3.2.84: Dokaste, e pro libovolny koneény soubor vektoru di,ds,...,d, lezicich v ro-
vin€ s kartézskou soustavou souradnic Oy a jednotkové vektory e, svirajici ihel ¢ s kladnou

poloosou x plati
/Zraz Nag= [ Z|aue¢ \dso—22\az| (3.66)

kde d;(¢) znaci kolmy prumét vektoru d; do smeéru vektoru esé,.l17

RESENT:

Ze souboru vektori muzZeme vypustit vSechny vektory, které jsou nulové, nebot ty neovlivni
ani soucet délek vektori, ani soucet délek jejich kolmych pruméti na libovolnou piimku. Necht
pro kazdé ¢ = 1,...,n svird nenulovy vektor @; s kladnou poloosou thel «;. Velikost kolmého
prumétu vektoru a@; na osu svirajici s kladnou poloosou z 1ihel ¢, ma pak vyjadieni

@i ()| = (@i, €p)| = |d@i| | cos(p — )],

Nyni secteme kolmé pruméty vSech vektori souboru a soucet prointegrujeme v proménné
od ¢ =0 do ¢ = 7. Dostaneme

/ i)l de = /Zr%e@ dp = /Zaz-ucos(so—ai)wso:
=1
=Z@|/ | cos(ip — az)|dip.
i=1 0

Protoze funkce f(p) = |cos(p — ;)| ma periodu 7, plati

U o+ s
/0 | cos(p — ay)|de = / | cos(p — ay)|dp = /0 | cos pldp = 2.

i

Odtud

/Zraz )ldp = /Z!au% \dso—zzxaz\ .
Pozndmka:
Dokézand rovnost (3.66) znamend, Ze stfedni hodnota integrované funkee je 2 3%, |d@,|. Pro li-
bovolny soubor vektoru di, ds, . .., d, proto existuje uhel ¢ € (0,7) takovy, ze

> laiy |—Z|az||005 —a)| <= ZW (3.67)
=1

a soucasné existuje thel ¥ € (0, 7) takovy, ze

n . n . 2 n .
> laip)l = lail | cos(v — )| = = 3 Jail. (3.68)
i=1 i=1 i=1

17 [pra-86], poznamka a diisledek ze strany 113.
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Vyjédiime (3.68) jesté jednou bez zavedené symboliky: Pro kaZdy systém vektori di,...,dy,
v roviné existuje takovd primka, Ze soucet velikosti kolmych pruméti vektoru dq, . .., d, na tuto
pitmku je alespori 231 |a@,|.

Uloha 3.2.85: Dva konecéné soubory vektori di,do, ..., 04y a 51, 52, cee by lezici v jedné roviné
maji tu vlastnost, Ze soucet velikosti kolmych pruméti vektoru pruniho souboru na libovolnou
primku je nejuyse roven souctu velikosti kolmych prumétu vektoriu druhého souboru na tutéz
primku. Dokazte, Ze soucet velikosti vektoriu pruniho souboru je mejvyse roven souctu velikosti
vektori druhého souboru.''8

y D

S
SH

RESENT:

V roviné danych vektorii zavedeme kartézsky soufadnicovy systém Oy,. Z obou souboru vektoru
muZzeme vypustit vSechny vektory, které jsou nulové, nebot ty neovlivni ani souéet velikosti
vektortl ani soucet velikost{ jejich kolmych priméti na libovolnou pifmku. Necht tedy vektory
a;, gj jsou nenulové a sviraji s kladnou poloosou x thel o, resp. 3, kdei =1,...,n,7=1,...,m
Velikosti kolmych prumétu vektora a;, Ej na piimku p svirajici s kladnou poloosou z tihel ¢ (které
oznacime jako v Uloze 3.2.84) pak maji vyjadieni

@(p)| = @il [cos(p — i), [b;()| = |Bj] | cos(p — 3))]
Podle predpokladu nerovnost

> lail | cos(p — ai)| <> [l cos(e — B5)].
i=1 j=1

plati pro vSechny piimky, tedy pro vSechny thly ¢ € (0, 7). Prointegrujeme-li tuto nerovnost
v proménné ¢ od ¢ = 0 do ¢ = 7, dostaneme

/Zrazucos< —w \d¢</ zybucw 8;)ldg.

S vyuzitim rovnosti (3.66) lze tuto nerovnost prepsat jako

n m n m
23 Jai| <2 |bj| meboli > fai| <> by,
i=1 Jj=l1 i=1 j=1

a dukaz porovnani souctu velikosti vektort z jednotlivych souboru je hotov. O

18[pra-86], str. 103, tloha 5.26.
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Uloha 3.2.86: Lezi-li jeden konvexni mnohothelnik uvnitr druhého, pak obvod pruniho z nich
119

neprevysuje obvod druhého z nich. DokaZte.

RESEN({:

Lezi-li mnohouhelnik M; uvnitf mnohotdhelniku My, pak délka kolmého pruimétu M; na libo-
volnou piimku nepfevysuje délku kolmého prumétu My na tutéz piimku (kolmy prumét M
je totiz podmnozinou kolmého prumétu Ms). Délka takového kolmého prumétu kazdého kon-
vexniho mnohouhelniku je vsak polovinou sou¢tu délek kolmych prumétu vsech jeho stran. Proto
soucet délek kolmych prumétu stran M; nepfevysSuje soucet délek kolmych prumétu stran Ms.
Protoze to plati pro kazdou piimku, podle vysledku fﬂohy 3.2.85 uplatnéného k souborum vek-
toru stran M a vektoru stran My dostdvame, ze obvod M; nepievySuje obvod M. O

Uloha 3.2.87: Soucet velikosti nekolika komplandrnich vektori je roven L. Dokazte, Ze z téchto
vektoriu lze vybrat nékolik (pripadné i jeden) tak, aby jejich soucet byl vektor o velikosti ale-
spom %.120

RESEN{:

Dané vektory oznacme @i, . . ., d,. Podle zadani je Y " | |@;| = L. Stejné jako v feseni Ulohy 3.2.85
zavedeme v roviné danych vektoru kartézsky soufadnicovy systém Og,. Ze souboru vektoru
muZeme vypustit vSechny vektory, které jsou nulové, nebot ty neovlivni ani soucet velikosti
vektoru, ani velikost sou¢tu vybranych vektoru. Podle tvrzeni o nerovnosti (3.68) existuje jed-
notkovy vektor €, s vlastnosti

= 2
dr, €, > —L.
Sl e > 21
k=1
Vektory @y, . .., dy, rozdélme do dvou skupin: jako K; ozna¢ime mnozinu indexu k € {1,...,n},
pro které (dy,e,) > 0, a jako Ko oznac¢ime mnozinu téch indext k& € {1,...,n}, pro které

<dk,€@> < 0. Pak

n

D Waw @)l = Y (k€)= > (ko) = | Y (i, €|+ Y (G, €0

k=1 keK, keKo ke K, keKso

19pra-86], str. 103, tloha 5.27.
1201pra—86], str. 103, tloha 5.28.
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tudiz alespon jeden z obou poslednich s¢itancu je nejméné % . % - L, tj. % Proto pro ¢ = 1 nebo

pro i = 2 plati
L L. S
;S‘Z@ka@k”f > il O
keK; keK;

Uloha 3.2.88: Md-li néktery konvexni mnohouhelnik vsechny strany i whlopricky kratsi nez d,

pak jeho obvod je kratsi nez wd. Dokazte. !
/
RESENI:
Jsou-li dy,...,d, vektory stran daného mnohoiihelniku, pak soucet velikosti jejich kolmych

pruméti na libovolnou pifmku (uréenou jednotkovym vektorem €) rovny >, (@, €)| je dvoj-
nésobek velikosti kolmého prumeétu celého mnohouhelniku, tedy dvojnasobek velikosti kolmého
prumétu nékteré jeho strany nebo tihlopticky, tedy nejvyse 2d. Proto z tvrzeni o nerovnosti (3.68)
pro néktery jednotkovy vektor € plati

2 n n n D
2N @l < dp, &) < 2d, odtud Ty < md.
7T;Iakl_;m el < odtu ;Iakl_7r

Uloha 3.2.89: Je-li soucet komplandrnich vektoru a, 5, c, d roven nulovému vektoru, pak plati
@ + b + €|+ |d| > |@d+d| + |b+ d| + |c+ d|. Dokazte.'*

RESENI:

Podle vysledku Ulohy 3.2.85 stac¢i dokazat, ze za predpokladu @ + b + ¢+ d = & pro vSechny
jednotkové vektory € roviny vektoru d, b, €, d plati nerovnosti

(@, &) + (b, &) + (@ &) + (. &) = (@ +d.&)| + (b + d.&)| + |(¢+ d. &)l

ze tedy pro redlna cisla a = (@, €), b = <5, é), c=(ce),d= (d_; €), jejichz soucet je diky nasemu
predpokladu zfejmé roven nule, plati

lal + 6] + le[ + [d] > |a +d[ + [b+d| + | + d].

Protoze a4+ b+ ¢+ d = 0, muzeme do nerovnosti dosadit d = —a —b— ¢ a dostat tak ekvivalentni

nerovnost
la| +[b] +[e] +la+b+c| = b+ |+ |atc|+ |a+b],

121[pra-86], str. 103, tloha 5.29.
122[pra-86], str. 103, tloha 5.30.
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o niz ukazeme, ze skutecné plati pro libovolné a,b,c € R.

Pti pevnych a,b jsou obé strany nerovnosti po ¢astech linedarni v proménné c, proto staci

nerovnost L > P dokazat v bodech zlomu odpovidajicich funkci, tj. pro ¢ = 0, ¢ = —a — b,
c= —a, c= —b arovnéz pro ¢ — 0o a pro ¢ — —oo. Hodnoty L a P zapiSeme do tabulky:
c=0 L = |a| + |b] + |a + b] P = |a| +|b] + |a+b]
c=—-a—b L =|a| + |b| + |a + b] P =a|+ |b] + |a + b]
c=—a L = 2|a| + 2[0| P =1|b—al+|a+b| <|b] + |a| + |a| + |b]
c=—b L = 2|a| + 2[0| P =la—0b[+|a+b] <[b] + |a| + |a] + [b]
¢ — 00 L=2c+a+b+ |a|] +2|b| P=2c+a+b+|a|l+ 2[b|
¢ — —00 L=—-2c—a—>b+|a|l+2[b] P=—-2c—a—0b+|a| + 2/b|
Vidime, ze pro kazdé ¢ € R skutecné plati L > P. O

Uloha 3.2.90: Uwniti libovolného konvezniho n-thelniku AiAs ... A, je vybrdn bod O tak,

—_— —_—
Ze OA1 + OAs + --- + OA,, = 0. Dokazte, Ze obvod tohoto n-ihelniku neni mensi nez é&islo
% (|JOA1| + |OAs| + - -+ |OA,]) .12

RESENI:
Podle vysledku Ulohy 3.2.85 staci ukézat, ze pro libovolny jednotkovy vektor € roviny daného
n-uhelniku plati

(A, )+ (A 1A, &)+ (A An, )] > ([(OAT, &)+ -+ |04, )]) - (3:69)

« —
Cisla a = <OAk,é’>, pro k = 1,...,n rozdélime na dvé skupiny 1 > 22 > ... >z > 0 a
y? <ys < ... <yl < 0. Oznacme jesté y; = —y? > 0 pro kazdé ¢ = 1,...,n — k. Nyni

—_— — —
vyuzijeme podminky ze zadani, ze OAy + OAs + --- + OA, = 0, a tedy
— — — o
<OA1,6> + <OA2,€> + ot <OAn,e> =(0,6) =0
pro libovolny jednotkovy vektor €. Muzeme proto psat

i+t — (it Yaok) =0,

123[pra~86], str. 103, tloha 5.31. Dotyény bod O = %(Al + Az + -+ + Ay) se nékdy nazyva tézistém daného
n-thelniku.
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takze lze definovat nezaporné ¢islo a = x1+---+xp = y1+ - - - +yn_i. Pak pro zavedena ¢isla ay,
plati |a1| + |ag| + - - - + |an| = 2a. Dokazovanou nerovnost tak muzeme prepsat do tvaru

[(A142,8)| + -+ |[(An-14n,8)| + [(AnAr,€)| > %-2@.

€

<
<

Podle druhého obrézku vysvétlime, proc leva strana této nerovnosti je rovna 2(x1 + y1). Soucet

- o ~ o o -

vSech nezdpornych &isel (A;A;41,€), tedy soucet velikosti kolmych prumétu vektoru A;A;4q

(vyznacenych na obrdzku ¢ervené), je totiz roven x; + y;. Na druhou stranu soucet zdpornych
—_—

¢isel (A;A;11,€), (odpovidajicich zelené vyznacenym vektorum) je roven —(z1 + y1). Tim je

—_—
tvrzeni o hodnoté souctu vsech éisel [(A; 4,11, €)| dokazano, a ndm tak zbyva dokdzat nerovnost

4a

2(x1+vy1) > — - 2a, neboli Tty > —.
n

S|

Z nerovnosti kx1 > x1+---+axpy=aa (n—k)y1 >y1 + -+ Yn—r = a plyne

x >g a > a
l_k yl_n_k7
tudiz
T S _aln—k+k)  4dan >4an_4£
LT = T Tk T T ktn—k) dk(n—k) - 02 n’
kde jsme vyuzili odhad 4k(n — k) = n? — (n — 2k)% < n?. O
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Kapitola 4

Aplikace vektorového a smiseného
soucinu

4.1 Priklady teoretického vyznamu

Piiklad 4.1.1: Mé&jme ddny libovolné tri vektory a, 5, ¢ v prostoru. Dokazte vzorec?

-

(@xb,&)=(bxcd) =(E@xab)=—(@xeb)=—(bxa,é)=—(Exba).

X
DL

RESENT:
Necht dané vektory @, b, ¢ maji ve zvolené pravotocivé ortonorméln{ bazi (€1, €2, €3) soufadnice

a = (a1,az,a3), b= (b1, ba, b3), ¢=(c1,c2,¢c3),

pak pro smiSeny soucin (@ x g, ¢) podle (1.25) plati

ay ag as
<C? X b, E> = det b1 b2 b3
c1 C2 C3

Je-li determinant matice A roven &islu t € R, pak determinat matice B, kterd vznikne z matice A
zdaménou dvou radku, je podle pravidel pro vypocet determinantu roven —t. Zémeénou prvniho
a druhého fadku v naem determinantu dostévame (@ x b, @) = —(b x @, &) a dalsfmi zdménami
radku bychom dostali dalsi dokazované rovnosti. O

Piiklad 4.1.2: Méjme ddny libovolné tri vektory a, bacu prostoru. Dokazte vzorec?

ax (bx @)= (ac)hb—(ab)é.

QL

RESEN{:
Zvolme pravotocivou ortonormdlni bézi (€1, €, €3) tak, aby platilo

—

a=a€r, b= bi€; + ba€2, ¢ = 161 + 262 + 363,

'bud-71], str. 118.
2[gel-07], str. 202.
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kde aq, b1, bo, c1, c2, c3 € R, a upravme pravou i levou stranu dokazované rovnosti, jez oznac¢ime
P, resp. L. Vyuzijeme piitom toho, ze & x Z = & pro libovolny vektor Z. Protoze (&1, 6s,€3) je
pravotoCiva ortonormélni baze, je € X € = €3 a €] X €5 = —65, takze

P = alé'l X (b263€1 — b163§2 + (blcg — b261)€3) = —alblcgé'g — (a1b162 — a1b261)€2,

L= CL101(b161 + bgég) — a1b1 (Clgl + 0252 + 6363) = (albgcl — a16102)§2 — a1b163€3 .
Rovnost L = P je tak dokéazana. O

Piiklad 4.1.3: Méjme dany libovolné étyri vektory d, I;, c, d v prostoru. Dokazte vzorec®

(@xb)x (E@xd)=(abxd)é—(dbxc)d.
RESEN{:
Levou stranu dokazované rovnosti upravime uzitim nejprve rovnosti dokdzané v predchozim
Prikladu 4.1.2 a poté rovnosti (¥ x ¢, 2) = (¥, y x Z) z Prikladu 4.1.1:

(@xb)x (Exd)=(@xbd)é—(@xbe)d=(dbxd)—(dbxc)d,

coz je prava strana dokazované rovnosti. O

Pozndmka:
7 antisymetrie vektorového souc¢inu a z pravé dokazané rovnosti plyne dalsi rovnost

(@xb)x (@xd)=—@xd)x (@xb)=—(C.dxb)a+ (¢,dx a)b.

Porovndnim s ptivodni rovnosti z Pitkladu 4.1.3 tak dostdavame vysledek, ktery jsme v literatufe
nenagli: Pro libovolné ctyri vektory a, b, €, d v prostoru plati rovnost

Sl

(@,bx d\é— (@,bx&)d=—(Gdxb)a+ (¢,dxab.

Tento vztah, ktery je obecnym potvrzenim linedrni zévislosti vektoru a, l_;, c, d jesté muzeme
diky vysledku Prikladu 4.1.1 pfepsat v cyklicky symetrickém tvaru

(b,@x dVd — (¢, d x @b+ (d,@x b)é— (@,bx &)d=0. (4.1)

Vsimneéme si jesté, ze néktery koeficient (tj. smiSeny sou¢in) v této linedrni kombinaci Ctyf
vektortl je roven nule, pravé kdyz t¥i vektory v ném zastoupené jsou komplandrni, nebot se jedna
o jejich smiSeny souc¢in. Potvrzeni této komplandrnosti dostaneme, kdyz na levé strané (4.1)
vektor s nulovym koeficientem vynechdme. Jsou-li napiiklad komplanarni vektory @, 5, c, pak
pro kazdy vektor d z (4.1) po zFejmé upravé obdrzime

-,

(b,cx dVd+ (¢,@ x dYb+ (@,bx d)e=0.

3[gel-07], str. 202.
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Piiklad 4.1.4: Méjme ddny libovolné étyri vektory d, b, c, d v prostoru. Dokazte vzorec?
{@xb,exd)y=(ac)-(b,d)y—(ad)-(bec).
RESEN{:
Zvolme pravotocivou ortonormdlni bézi (€1, &, €3) tak, aby platilo
i=a18, b=0b8 +bs, F=c18 + 2+ 33, d=di& + dafs + dsés,

kde a1, b1, bs, c1, o, c3, di, do, d3g € R, a upravme pravou i levou stranu dokazované rovnosti,
jez oznacime P, resp. L. Podle zndmych pravidel plati

L = (a1ba83, (cads — c3d)@ + (c3dy — c1d3)@ + (c1d — c2d1)@3) = arbacrda — arbacady

P = alcl(bldl + bng) — aldl(blcl + bQCQ) = a1bocidy — a1bocads .
Rovnost L = P je tak dokéazana. O

Piiklad 4.1.5: Pro kazdy trojuhelnik ABC v prostoru ukaZte, Ze ti vektory

—_— = —

— —_—  — — —_— —

i =AB x (BC x CA), U= BC x (CAx AB), w=CAx (AB x BC)
jsou vektory stran nékterého trojuhelniku, ktery je s pivodnim trojihelnikem podobny.’
RESEN{:

—_— — —
Vektory @ = AB, b = BC, ¢ = C'A jsou ziejmé nenulové, zadné dva z nich nejsou rovnobézné
(protoze tvoii trojihelnik). Trojim uzitim rovnosti dokdzané v Piikladu 4.1.2 dostavame
i=adx (bx?¢)=(ac)b—(ab)e,

v=1>

X
—~
oL
X
S
~
Il
—~
=
SN
~=
!
[
—
<
Oy
~
QL

(4.2)

Neékteré tfi vektory tvoii trojuhelnik, pravé kdyz jsou vSechny tii nenulové, zadné dva nejsou
rovnobézné a jejich soucet je roven nulovému vektoru. Jsou takové vektory i, ¥, w?

Piedné je jasné, ze seCtenim vSech ti{ rovnosti (4.2) dostaneme @ + ¥ 4+ @ = 4.

V druhém kroku z odvozenych vyjadreni (4. 2) odvodime, ze vSechny tii vektory w, ¥, i jsou
nenulové. Kdyby nap. platilo 4 = (@, c>b — (a, b>c = 0, znamenalo by to s ohledem na linedrn{
nezévislost vektori b a ¢, ze by platily obé rovnosti (@,¢) =0 a (a, b) = 0, takze by v trojthel-
niku ABC platilo @ L bialé ¢, coz je spor. Podobné bychom ukazali, ze také vektory v, w jsou
nenulové.

Vektor b x & je kolmy na rovinu trojihelniku ABC, vektor & = @ x (5 x &) je kolmy na vektor
bx cina vektor d@, lezi tedy ve stejné roviné jako trojihelnik ABC' a zéroven je kolmy na vektor a.
Podobné vektor ¢ = b x (¢ x @) lezi v roviné trojihelniku ABC' a zdroven je kolmy na vektor b.

4[bud-71], str. 120121, Fedeni pozménéno.
5[gel-07], str. 203, tiloha 574, Romanian Mathematical Olympiad, 1976.
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Protoze vektory @ a b nejsou rovnobézné, nejsou rovnobézné ani k nim kolmé vektory u a v.
Podobné bychom to ukézali pro zbylé dvojice vektori @ a w, ¥ a W, nebot vektor @ rovnéz lezi
v roviné ABC, a to tak, ze @ L C.

Vektory u, ¥, W tedy tvoii trojihelnik. Jeho strany jsou navic kolmé na strany trojihelni-
ku ABC, nebot (jak jsme uvedli jiz v predchozim odstavci) plati @ L @, ¥ L b a @ L ¢ Oba
trojuihelniky tedy maji shodné vnitini dhly, jsou proto podobné, jak jsme méli ukazat. O

4.2 Dalsi reSené tlohy
Ovérovani kolinearity

V literatuie jsme nasli vice 1loh, ve kterych byla potfebna kolinearita dvou vektoru , v proka-
zovéana pomoci vektorového soucinu, tj. ovéfenim rovnosti 4 x ¥ = 0. Pokud v8ak bylo mozné
stejné efektivné prokazat potifebnou kolinearitu afinnim vypoctem, prepracovali jsme postup
feSeni a zafadili dany namét do Kapitoly 2. Nespornou vyhodu vektorového soucinu jsme ocenili
pouze u dvou nalezenych tloh, které proto uvedeme v tomto kratkém paragrafu.

Uloha 4.2.1: Nechf ABCDE je konvexni petiuhelnik. Oznacéme M, N, P, QQ, R po Tadé stredy
stran AB, BC, CD, DE, EA. Dokazle, Ze pokud se usecky AP, BQ, CR a DM protinaji
v jednom bodé, pak tento bod lezi také na isecce EN.5

RESEN{:
Necht bod O je spoleénym bodem tsecek AP BQ, CR aDM. Zvolme ho za pocatek a oznacme
polohove vektory Jednotllvych bodu a= OA b= OB c= OC’ d= OD €= OE m = OM
n= ON p= OP q= OQ, ¥ = OR Body M, N, P, Q, R jsou po tadé stiedy stran AB, BC,
CD, DE, EA, plati tedy

L

mzi(a+

ixp=-ax(@+d)=0d, odtud axc=dxa

5[kin-02], str. 1-2 a 4, tloha 7 — 1984 Annual Greek High School Competition.
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Analogicky ziskame z kolinearity bodu B, Q, O, resp. C, R, O, resp. D, M, O rovnosti

xd,

S

bxd=¢€xb, CxXe€=axc, dxa=

X

V8echny ¢étyti rovnosti muzeme spojit do jednoho fetézce

™y

Exb=bxd=dxda=axc=2cxé.
Rovnost krajnich sou¢inu znamen4, ze

ex(b+)=6 meboli ExA=a,
body E, N, O jsou tedy kolinearni. To znamena, ze prusecik O lezi také na tseéce EN. O
Uloha 4.2.2: Jestlize tii kosmické sondy leti stalymi rychlostmi po trech primiych drdhdch, pak

nejuyse ve dvou okamzicich mohou jejich pozice lezet v jedné primce, pokud neleZely v primce
ve vijchozim ¢ase t = 0. Dokazte.”

RESENI:

Necht proménné body A, B, C v prostoru zna¢i polohy pohybujicich se sond. Tyto body
ve vychozim ¢ase t = 0 oznac¢ime Ay, By, Cp a rychlosti sond oznaime po fadé ¥, U, Ue.
Pak body A, B, C' maji v kazdém ¢ase t > 0 vyjadieni

A(t) = Ag + t, , B(t) = By + ti, C(t) = Cy + 17,

Body A, E}, C budou v nékterém case t lezet v jedné piimce pravé tehdy, kdyz bude platit
—
AB(t) || AC(t). Vyjadieme tyto vektory

— o —
AB(t) ZBO—AO—Ft(Ub—ﬁQ) = b+t AC(t) =y —A0+t(?7¢—17a) =C+ tvs,

kde jsme oznagili b= By — Ay, ¢=Cy— Ag, U1 = Up — Uy & Uy = U, — Uy. Jak vime, zkoumané
— —

vektory budou rovnobézné (AB(t) || AC(t)) pravé tehdy, kdyz jejich vektorovy soucin bude

roven nulovému vektoru:

e —_— - g
AB(t) x AC(t) =&, meboli t*(t X U) + (T x E+bx h) + (bx &) =4.
Podle zadani vychozi body Ag, By, Cp nejsou kolinearni, plati tedy

bx = (By— Ay) x (Co— Ag) # 5.

"[pra-86], str. 104, tloha 5.36, zad4n{ upraveno.
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Vynéasobime-li skalarné posledni vektorovou rovnici (nenulovym) vektorem b x ¢, dostaneme jako
jeji dusledek rovnici

ﬂwﬁuaéxa+t0mxagxawwéx@jxa)+anP:0

Takovato rovnice — je-li kvadratickd nebo linedrni — méa v oboru ¢t > 0 nejvySe dva kofeny,
ve zbylém pifpadé nem4 zadny kofen, nebot piechdzi v rovnost |b x &|? = 0, kterd — jak vime —
neplati. Uvazovana rovnice méa tedy nejvyse dva kofeny, tim je tvrzeni tlohy dokézano. O

Vyjadiovani obsahu

Jak vime z Kapitoly 1, pro obsah kazdého rovnobézniku ABCD a obsah kazdého trojuhelni-
ku ABC plati vzorce (1.23)

— —

SABCD:‘A_B)XE‘, SABC’: ‘ABXA |

N |

Uloha 4.2.3: Dokazte, Ze trojuhelnik, jehoz délky stran se rovnaji délkam tézZnic trojuhelni-
ku ABC, ezistuje a md obsah roung % obsahu trojihelniku ABC3

RESENT:
Ozna¢me postupné Ag, By, Cy stiedy stran BC, AC, AB trojihelniku ABC. Existenci troj-
uhelniku, jehoz strany maji délky |AAg|, |BBo| a |CCy| dokazeme, kdyz ukdzeme, ze takovy

trojuhelnik lze sestrojit z AAy, BBy, CCy v roli vektoru jeho stran. (To ndm pak umozni
vyjadiit jeho obsah pomoci vektorového soucinu.)

—_— 5 — — -

Pro vektory stran trojflhim;ku a=BC,b=CA,¢= AB plati d+ b+ ¢ = 0. Vektory téZnic
ty = AAy, &y, = BBy, t. = CCy tvoif trojuhelnik, pokud jsou vSechny tii nenulové, zadné dva
z nich nejsou rovnobézné a jejich soucet je roven nulovému vektoru. Prvni dvé vlastnosti jsou
ziejmé, z vyjadieni
L=t

i

ga c:g+ 57

~

ty=a+

—
9

1
2

[\]
N | =

plyne i treti potfebna vlastnost:

Sy

I D
ta+tb+tC:§(a+b+0)=

7 vektoru t_;“ t_E,, t. lze tedy skutec¢né sestrojit trojihelnik.

8[and-03], str. 87, tiloha 2.

236



Nyni ozna¢me S obsah trojihelniku ABC a S’ obsah trojihelniku tvofeného téznicemi. Oba

tyto obsahy vyjadiime pomoci vektorovych soucint, do druhého vyjadieni dosadime @ = —b—¢
a upravime:
1 -
=—|c¢xb
2 ’C | Y
S = Q‘t“ X tp| = 2‘<c+ 2a> X <a+2b> =3 (b+2)x(b—2¢)| =
1 - -3 -3
=—-|(-2b)xC+cxbl==|cxb=-5,
8 ’( )xete sléx b=
coz jsme méli dokazat. O

Uloha 4.2.4: Uvnity stran AC, AB daného trojuhelniku ABC' jsou ddny po Tadé body D, E.
Oznacme M a N po tadé stiedy usecek BD a CE. Dokazte, Ze obsah ctyrihelniku BCDE je
roven ¢tyrndsobku obsahu trojihelniku AM N .9

RESEN{:
Obsahy trojihelniku AM N a étyiihelniku BCDE porovname pomoci vektorovych sou¢int

1 — — 1. — — 1,— —
SAMNzi-‘AMXAN s SDCBE:SABc—SAEpzi‘ABXAC‘—§‘AE><AD‘.

Rozdil velikosti vektorovych soué¢int v druhém vyjadfeni je zde roven velikosti jejich vektorového
rozdilu, nebot nisobené vektory lez{ v jedné roviné, tedy vektorové souciny jsou oba kolmé
na tuto rovinu a maji dokonce stejny smér, nebot nasobime vidy dva vektory v poradi daném
kladnym smérem (proti sméru hodinovych ruéicek). Proto

1,— — — —
SDCBE = i‘AB x AC — AFE x AD’ .
K upravé vyrazu pro Sayn vyjadiime potiebné vektory
— 1 /— — — 1 /— —
AM:§<AB+AD>, AN:§<AC’+AE).
—_— — —  ——
Po dosazeni a nédsledném vyuziti toho, ze AB || AE a AC || AD, dostaneme
1 — — — — 1 — — — — 1
Sasy = 5 - | (AB+AD) x (AC + AE) | = 3 |AB x AC — AE x AD| = 2Spcge.

coz jsme méli ukazat. O

9[gel-07], str. 206, tloha 588.

237



Uloha 4.2.5: V konveznim étyiihelniku ABCD, v némz neplati AB Il CD, zvolme body M, N
na strané AD a body P, () na strané BC' tak, aby platilo

[AM| = |[MN|=|ND| a [BP|=|PQ|=1QC|.

Dokaste, e trojihelniky MOP a NOQ, kde O je prisecik primek AB a CD, maji stejnij obsah.'?

RESENI:
Abychom obsahy obou trojihelnikti mohli porovnat pomoci vektorovych soucinu

11— — 1= —
Swor = 5 ‘OM x OP) . Swog=3 ]ozv x OQ‘ :

vhodné vyjadiime nejprve potiebné vektory

— — — — 1— — 1 /— — —
OM:OA+AM:OA+§AD:OA+§( D-0A)=Z0A+-0D,
— — — — 1— — 1 /— — 2 1
OP:OB+BP:OB+§BC:OB+§(OC—OB):§OB+3OC,
— — — — 2— — 2 /1— — 1 2
ON:0A+AN:0A+§AD:0A+§(OD—OA):§0A+§OD,
— — — — 2—> — 2 /— — 1 2
OQ:OB+BQ:OB+§BC:OB+§(OC—OB):fOB—kgOC

. —_— — —  —
Pro obsahy trojihelniku pak po dosazeni a vyuziti OA || OB a OC' || OD dostavédme

)

1{/2— 1=——= 2— 11— 112 — @ — 2 — —
Swop =5 || 0A+30D ) x (30B+50C)| =3 |5-04x0C+ 50D x OB

2 219
Svoq =+ | (204 + 20D x (+0B + 20C )| = £ |2.0Ax OC + 2 -0D x OB
voo = 3|(304+30P) < (308 + 30¢) | = 3|§-04 <06 + 305 » 0B|.
Z poslednich dvou rovnosti je uz ziejmé, ze Syrop = Snoq- O

19[gel-07], str. 206, tloha 587, zménéno chybné zadéni.
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Uloha 4.2.6: Oznacme P, Q, R, S, T, U po fadé stredy uhlopricek AC, BD, CE, DF, EA, F'B
konvexniho Sestiihelniku ABCDEF. Dokazte, Ze obsah Sestithelniku ABCDEF je ctyrikrdt
vétsi nez obsah Sestivhelniku PQRSTU .M

E

RESEN{:
Pro stiedy P, Q, R, S, T, U uhlopticek AC, BD, CE, DF, EA, FB plati

1 1 1
P=5(A+C) Q=5(B+D) R=5(C+E)
S=iDiF 7= Eia U=t(F+B
f§(+ ) =5E+4) =+ ).

Obsah Sy Sestithelniku ABCDFEF muzeme vyjadiit jako soucet obsahu trojuhelniki ABC,
ACD, ADE a AEF:

1 — — — — — — — —
So = 5(IAB x AC| + |AC x AD| + |AD x AE| + |AE x AFY).

Podobné jako v Uloze 4.2.4 je zde soucet velikosti vektorovych sou¢int roven velikosti jejich
vektorového souctu (nebot ndsobené vektory lezi v jedné roving, tedy vektorové souciny jsou
vSechny kolmé na tuto rovinu a maji dokonce stejny smér, nebot nasobime vzdy dva vektory
v pofadi daném kladnym smérem). Proto

1,— — — — — — — —
Sy = §|AB><AC+AC’><AD+AD><AE+AE><AF\.
Analogicky pro obsah S Sestitihelniku PQRSTU plati

1,— — — — — — — —
S:§WQxPR+PRxPS+PSxPT+PTme.

" hor-06].
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—_— — —

— — —_— —— —— —
N)gvyjédﬁme potiebné vektory PQ, PR, PS, PT a PU pomoci vektora AB, AC, AD, AE
a AF:

— 1 1 — — 1 — — —
PQ=Q-P=_(B+D-A-C)=(AB+CD)= (AB - AC + AD),
— 1 1—
PR=R-P=_(C+E-A-C)= AL,

— 1 1 — — 1 — — —
PS=S—P= (D+F~A-C)=3(AF +CD) = (AF - AC + AD),
— 1 1— 1 — —

— 1 1 — — 1 — — —
PU:U—P:§(F—|—B—A—C’):§(AB+CF):§(AB—AC+AF),
Pro obsah Sestitihelniku PQRSTU po dosazeni a roznasobeni dostdvame

1 — — — — — — — — — — — —
S:§’<AB><AE—AC><AE+AD><AE>+<AE><AF—AE><AC+AE><AD>+
—_— — — — — — — — — — —— ——
(—AFXAC’+AF><AE+AC><AC—AC’><AE—AD><AC’+AD><AE>+
—_— — — — —— —— — — — — — —
+<7AC><AB+AC><AC—AC’><AF+AExAB—AExAC+AE><AF)‘:

1. — — — — — — — — 1
:g\AB><AC’+AC><AD+AD><AE+AE><AF\:ZSO. 0

Uloha 4.2.7: Necht ABCDEF je konvexnt Sestitihelnik, jehoZ protilehlé strany jsou rovnobézné.
Dokazte, Ze trojihelniky ACE a BDF maji stejnij obsah.'?

E D

RESENI:

—
Libovolny bod O zvolme jako poééatek a oznaé¢me polohové vektory jednotlivych bodu a = OA,
o PN — N PN —_ - e o e,
b=0B,c=0C,d=0D,ée&=0F, f =OF. Pro obsahy zkoumanych trojuhelnikt uzitim
vektorového souc¢inu dostavame rovnosti

1,— — 1, . o 1, o o o . N
SACEzi‘ACxAE‘zi}(C—a)X(e—a)’zi‘cxe—cxa—axe,

12[kin-02], str. 1-2 a 4, tloha 6 — 1984 Annual Greek High School Competition.
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Sppr = L|BD x BF| = S|(d—8) x (F—8)| = S|dx F—dx5—Fx f]
BDF—2 X —2 — X — —2 X JT —aX0—0X .

Protoze podle zadani jsou protilehlé strany zkoumaného Sestitthelniku rovnobézné, vektorové
souc¢iny odpovidajicich vektoru jsou nulové:

G=ABXxED=(b-a)x (d—&) =bxd—bxé—adxd+axé,
— — — R — — — — R R . -
0=CBXFE=(b-¢)x(—f)=bxé—bx f—¢xé+cxf,
. —_ — o . o - o .
0=CDXxAF=(d-¢)x(f—d)=dx f—dxa—-¢x f+cxa
Sectenim vsech ti{ rovnosti po tpravé dostdavame
Exé—Ex&—deZcfxf—ng—gxf,
odtud jiz podle vyse odvozenych vyjadieni plyne, ze Sacrg = Sppr- O

Uloha 4.2.8: T¥i bezci bézi stalgmi rychlostmi po trech rovnobéznich cestdch leZicich v jedné
roviné. Pozice bézcu v ni urcuji pohyblivé body A, B, C. V pocdteénim case t = 0 md trojuhel-
nik ABC' obsah 2 jednotky, v ¢ase t = 5 obsah 3 jednotky. Jaky obsah miize mit v ase t = 10213

RESENT:

Body A, B, C v ¢ase t = 0 ozna¢me Ag, By, Cy. Déle ozna¢me rychlosti bézct po tadé v, Up, U.
Protoze bézci bézi po rovnobéznych cestéch, jsou tyto tfi vektory rovnobézné (v, || oy || 7).
Necht tedy @, = @, pak existuji n&jaka ¢isla b, ¢ € R pro kterd o), = bil, ¥. = cii. Body A, B, C
v libovolném c¢ase t > 0 tedy maji vyjadieni

Alt)=Ao+ti, B(t)=Bo+tbi, C(t)=Cp+tci.

Pro obsah S(t) trojihelniku ABC' v ¢ase t tak dostavame

S(t) = % [4B(t) x AC()| = % |(Bo + thil — A — tii) x (Co + teii — Ag — )| =

1] — —_—
-2 ‘(AOBO +t(b— 1)@) x (AgCo + t(c — 1)d)| =

13 [pra-86], str. 104, dloha 5.35.
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11— — —_ —_—
:i A()BO><Aooo—l-t((b—l)-ﬁXAoco—i—(C—l)'A()BOX’J)‘ .

—_— —_— L —_— 3 .
Pfi oznaceni p'= AgBy x AgCp a ¢ = (b — 1)d x AgCp + (¢ — 1)AgBy X 4 muzeme vyjadieni
proménného obsahu zapsat ve tvaru

|
S(t)=§-\p+tQI-

—_— —_—
Protoze podle zadani lezi vektory AgBy a AgCy s vektorem rychlosti ¥ v jedné roviné, oba
vektory P, ¢ jsou nasobky jednotkového normalového vektoru 7 zminéné roviny. Pro vhodnd
p,q € R tedy plati = pii a § = qn, takze

1
'!(p+qt)n!=§-lp+qt|-

N |

1 .
S(t):§'|P+tQ|=

Nyni muzeme do nalezeného vztahu dosadit hodnoty obsahti pro tg = 0, ¢ = 5 a pomoci toho
pak urcit obsah pro ¢t = 10.

1
225(0)=§-lp+q-0\ = |p| =4,
1
3=5(5):§-1p+q-5\ = [p+5ql=6,

Vypoctéme odtud hodnoty p, g a nasledné S(10) pro ruznd znaménka vyrazu v absolutnich
hodnotach

1

2 2
(p.p+5¢) =(4,6) = (qu)=<4,5> = 5(10)22"4+5-10’=4,

(p,p+50) =4, —6) = (pq)=(4,-2) = 5(10):%~’4—2~10‘:8.

Pro (p,p + 5q) = (—4,—6), resp. (p,p + 5q) = (—4,6) dostavame uz stejné vysledky, tiloha ma
tedy dvé feSeni: Obsah trojihelniku ABC v ¢ase t = 10 je 4 nebo 8 jednotek. O

Uloha 4.2.9: T¥ kosmické sondy leti stdlymi rychlostmi po trech primych navzdjem rovnobéz-
ngch drahdch. Pozice sond v prostoru uréuji pohyblivé body A, B, C. V poédteénim ¢éaset =0 md
trojuhelnik ABC obsah 2 jednotky, v ¢aset = 1 obsah 3 jednotky a v ¢aset = 2 obsah 4 jednotky.
Dokaste, Ze drdhy vsech tii sond lezl v jedné roviné. 4

RESENI:

Stejné jako v predchozi Uloze 4.2.8 body A, B, C' v case t = 0 ozna¢me Ag, By, Cy a rychlosti
sond po fadé ¥,, Up, U.. Protoze sondy leti po rovnobéznych drahéch, jsou tyto t¥i vektory
rovnobézné, maji tedy vyjadreni ¥, = i, Up = bl a U, = cu, kde 4 # 0 a b, ¢ € R. Stejné jako
v Uloze 4.2.8 pro obsah trojihelnitku ABC v ¢ase t dostdvame

1,— — 11— _ L, Ee— .,
S(t) = 5|4B(t) x AC(t)] = §(A030 x AgCo + ((b “ 1) it x AgCo + (¢ —1) - Ao By X u) ( ,

14¥lastnf tloha, inspirovans tlohou 4.2.8 jako jeji prostorové varianta.
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—_— — —_— —_—
coz pii oznaceni p= AgBy x AgCh a ¢= (b—1)u x AgCy + (¢ — 1)AgBy X U znamena, ze

T 1 _ I
S(t)=§-|p+tq|=§v<p+tq,p+tQ>25\/t2|<JI2+2t<p,Q>+!p|2-

Nyni muzeme do nalezeného vztahu dosadit zadané hodnoty obsahtu prot =0,t=1,t =2 a
ze t¥{ obdrzenych rovnosti vypocitat hodnoty |7|, |7, (P, ).

1 = o,
2=50)=3VFP = [5l=4,

1 = — 5
3=25(1) = VIaP +2(0.0) + F P,

1 — —
4=5(2) = 5\/4yq!2+4<p761>+!17!2-

Umocnénim druhé a tfeti rovnosti a naslednym dosazenim |p’| = 4 obdrzime néasledujici soustavu
dvou rovnic o dvou neznémych |7| a (7, q)

36 = |7)? +2(p,¢) +16  neboli 20 = |7]? + 2(p,q),
64 = 4|7)? + 4(p,7) + 16 neboli 12 = |7|* + (7, ),

kterd m4 feseni |2 = 4 a (p,§) = 8. Odtud dostavame, ze plati || = 4, |7| =2 a (§,7) =8 =

— —
= |p| - |¢|. Vektory p, ¢ tedy lezi v piimce, kterd je podle definice vektoru p'= AygBy x A¢Co
kolma k roviné AgByCy. Protoze jsme vektor ¢ (kolmy k roviné AgByCp) zavedli jako soucet
dvou vektoru kolmych k vektoru @, plati rovnéz ¢ L o, takze vektor « lezi v roviné Ay ByCjy. To

uz znamend, ze v této roviné lezi i drahy vsech ti{ sond, jak jsme méli ukazat. O

Uloha 4.2.10: Uvnitr dhlu s vrcholem O a rameny tvorenymi poloprimkami o, oy je ddn bod G.
Uvazujme viechny primky prochdzejici bodem G, které protinaji poloprimky o, o, v bodech A, B.
Pri jakém umisténd této primky bude obsah trojihelniku OAB minimdlni?'®

RESENI:

. -
Dany vektor OG (nezéavisly na uvazovanych piimkéch p) rozlozme na soucet dvou vektoru @, b
ve smérech danych polopfimek o, resp. oy, jak je patrné z obrazku:

N .
OG=a+hb.

15Klasick tloha s vlastnim vektorovym feSenfm, inspirovanym feSenim prostorové analogie z Ulohy 4.2.13.
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K libovolné uvazované prlmce p a J@Jlm prusecikuim A, B popsanym v zaddni existuji redlnd

¢isla a, B > 0 takova, ze OA =ad a OB ﬁb Zaroven bod G lezi na usecce AB, takze existuji
redlnd ¢isla A\, u > 0 takova, ze A+ p=1a

— — —
G=)A+uB, neboli OG = M\OA+ uOB.
— —
Po dosazeni za vektory OA, OB dostaneme
- —_— -
a+b=0G = lad+ upb.

Porovnanim koeficientu u linedrné nezavislych vektoru a, b dostdvame Ao = uB =1, coz po do-
sazeni do A + p = 1 vede ke vztahu

1 1 _
a ﬂ ’
z néhoz podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym priumérem hodnot Vyplyvé
1 1 1
— <= neboli af >4,
e 6 -2’ fz

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz o« = 8 = 2. Pro obsah trojihelniku OAB tak
dostavame odhad

Soan = 5|04 x OB| = L x B > [ x|,

pritom rovnost nastane, jak vime, v piipadé a = § = 2, neboli A = u = % Minimalni obsah
tedy bude mit zkoumany trojthelnfk v situaci, kdy G = 1(A + B). Tehdy bude dany bod G
stifedem tsecky AB. O

Uloha 4.2.11: V konveznim ctyriuhelniku ABCD zvolme body M, N na strané AB a body P, Q
na strané CD tak, aby platilo |AM| = |[NB| a |CP| = |QD|. Dokazte, Ze pokud ctyrihelniky
AMQ@QD a BCPN maji stejngj obsah, pak strana AB je rovnobéind se stranou C'D.16

C

RESEN{:
Predpokladejme tedy, ze se obsahy ¢tyiuhelnika AMQD a BC PN rovnaji, a vyjadfeme jejich
rovnost pomoci obsahti odpovidajicich trojuhelniku:

Sagp + Samq = Specp + SBpN -

16[gel-07], str. 204-205.
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Kdyz tyto obsahy vyjadifme vektorovymi souéiny pifslusnych vektort, obdrzime 17

1 — — 1 — — 1 — — 1 — —
5 (DA X DQ) + 5 (AM x AQ) = £ (CP x OB) + 5(BP x BN),

neboli _— - —— —_— — —_— — —_—  — —
DA Xx DQ+ AM x (AD + DQ) =CP x CB+ (BC +CP) x BN .

Z rovnosti |[AM| = |[NB|, |CP| = |QD| ze zadani plynou vektorové rovnosti
— — — —
BN =—-AM, CP=-DQ,
po dosazeni tedy dostavame
—_— = — —— —  —— _—  — = — = —
DAXx DQ+ AM x AD+ AM x DQ = —D@Q x CB — BC x AM + D@ x AM .
Podle pravidel pro pocitani s vektorovym souc¢inem dale upravujeme:
—_— = —— — —— — — —_—  —
DA X DQ+ DA x AM + BC x DQ + BC x AM =2DQ x AM ,
— — — — — — — —
(DA+ BC) x DQ+ (DA+ BC) x AM =2DQ x AM ,
—_— — _— — _— —
(DA+ BC) x (DQ+ AM) =2DQ x AM .

— — — —
Protoze AB + BC + CD + DA = plat1 DA + BC’ BA —|— DC Po dosazeni, nasledném
roznasobeni a s prihlédnutim k rovnostem BA X AM DC X DQ = 0 postupné dostaneme

—_— — _— — _— —
(BA+ DC) x (DQ + AM) = 2DQ x AM ,
_— - - —— _— —
BAXx DQ+ DC x AM =2DQ x AM ,
—_— — —_— — —
BA x DQ = (2DQ — DC) x AM ,

_— — — — —_— —
(BM + MA) x DQ =MA x (DQ —QC),
(BM + MA) x DQ — MA x (DQ — QC) = 3,

_— = —  —
BM x DQ+ MAxQC =0.

P — . . . g - s .
Protoze vektory BM a M A jsou stejné jako vektory D@ a QC souhlasné rovnobézné, jsou dva
vektorové souciny v posledni rovnosti rovnéz souhlasné rovnobézné vektory, musi se tedy oba

rovnat nulovému vektoru. Vektory BM a DQ jsou tudiz kolinedrni, a proto AB || CD. O

TPofadi Einiteld v soucinech volime tak, aby véechny vektorové souiny (tj. vektory kolmé k roviné ¢tyttuhelniku)
byly souhlasné rovnobé&zné a bylo je tak mozno scitat jako (skaldrni) obsahy.
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Uloha 4.2.12: Pismenem s oznacime obsah libovolného konvexniho pétithelniku ABCDE a
pismeny a, b, ¢, d, e po Fadé obsahy trojiuhelniki ABC, BCD, CDE, DEA, EAB. DokaZte tzv.
Mébity vztah!'®

s> —s(a+b+c+d+e)+ (ab+be+ cd+ de+ae) = 0.
D

RESEN{:
Jsou-li €7, €5 dva linedrné nezavislé vektory roviny pétithelniku ABCDFE, ma kazdy jeji vektor
Z vyjadieni ¥ = x1€} + x2€5. Z implikaci

o . o o €1 X
€1 X T'=m9(€1 X &) = T3=_——,
el Xe
S o " _ Z X €
T X 2:1'1(€1><€2) - 1 = = —
e1 X éa
dostdvame pro vektor & rovnost
L IXxéy €1 XT
T=——&+-——=6. (4.3)
e1 X e e1 X eég

Uvedené podily vektorovych sou¢inu maji nasledujici vyznam. VSechny vektorové souciny jsou
souciny vektoru z roviny pétiuhelniku, vysledkem je tedy vzdy vektor kolmy na rovinu pétiu-
helniku. V bézi prostoru tvorené vektory €1, € a ngjakym tietim vektorem €3 maji zkoumané
vektorové souciny prvni dvé soufadnice nulové. Muzeme tedy Citatele i jmenovatele zlomku
v (4.3) chapat jako redlnd (tj. kladnd i zdpornd) ¢isla, udavajici tieti souradnici piislusného
vektorového soucinu. Po vektorovém vynédsobeni rovnosti (4.3) libovolnym vektorem ¥ z roviny
pétithelniku dostavame po dpravé

(fX 52) (51 X 37) + (51 X f) (éé X ﬂ) + (52 X 51) (fX 37) =0. (44)

— — — —
Volime-li €1 = AB, &, = AC, ¥ = AD, i = AFE, pak pro obsah pétidhelniku ABCDFE méame
troji vyjadieni (podle zpiisobu triangulace z obrazku) !?

L. . Lo "
s:a+§(xx 2)+d=c+=(xéa)+a=d+ =(¥xeé1)+b,
'8 [pra-86], str. 104, tloha 5.37.
¥Pofadi éiniteld ve vektorovych souéinech, které opét povazujeme za &isla, volime tak, aby to byly vesmés
kladné hodnoty (pfi vhodné volbé bazového vektoru €3).
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odkud plynou rovnosti

—

TxéE=2(s—a—d), yxéy=2(s—a—rc), Ixeéer=2s—b—d).
1

Posledni tii vztahy spolu se vztahem e = 5(€1 x ) dosadime do vyse odvozené rovnosti (4.4) a
tu pak snadno upravime do Mobiova vztahu, ktery jsme méli dokézat:

—2(s—a—d)-2¢+2(s—b—d)-2(s—a—c)—2a-2d =0,
s> —s(a+b+c+d+e)+ (ab+bc+cd+de+ea) =0. O

Vyjadiovani objemi
Jak bylo uvedeno v Podkapitole 1.3, pro objem rovnobéznosténu uréeného tiemi nekomplanarnimi
vektory 1, ¥, W plati vzorec (1.27)
V = [(d x v,d)],
Odtud pfimo plyne vyjadieni (1.28) pro objem trojbokého hranolu ABC' Ay B;C}
1 — —
V= 5\(AB x AC, AA;)]|
a vztah (1.29) pro objem étyfsténu ABC D
1 — —_— —
V= 6|<AB x AC, AD)|.

Daéle budeme vyuzivat v tomto paragrafu vztah mezi dvéma smiSenymi souciny (@ x b, ) a

<—» — =

U x U, W) vyjadieny pravidlem (1.26)

ad = a1U-+ as¥+ asw ay ag as
b = b1t + boU + bgw — <Ei X b, 5> = <17: X U, U7> - det by by b3
¢ = Clﬁ + 6217+ 63117 cCl C2 C3

Uloha 4.2.13: Uvnitr trojhranu s vrcholem O a rameny tvorenymi poloprimkami oy, oy, 0, je
ddn bod G. UvaZugme véechny roviny prochdzejici bodem G, které protinaji poloprimky oz, oy, o,
v bodech A, B, C. Pri jakém umisténi této roviny bude objem ctyrsténu OABC minimdlng??°

O

20[dju-06], str. 92, tloha 9, IMO 1973.
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RESEN{:
Dany vektor OG (nezavisly na uvazovanych rovindch g) rozlozme na soucet tif vektoru @, b, ¢
ve smérech danych polopiimek o, oy, 0., jak je patrné z obrazku:

—

OG=d+b+é
K libovolné uvazované rovme oa JeJIIn prusec1kum A, B, C popsanym v zadéani existuji redlna
¢isla a, 8,7 > 0 takova, ze OA = ad, OB ﬁb OC ~E. Zaroven bod G lezi v trojuhelniku ABC,
takze existuji redlna ¢isla A, u, v > 0 takova, ze \+pu+v=1a
— — — —
G=MA+uB+vC, neboli OG = NOA + OB +vOC'.
—_— —— —
Po dosazeni za vektory OA, OB, OC dostaneme
- —_— —
a+b+c7=0G = A ad+ ppb+ vyce.

Porovnanim koeficienti u linedrné nezavislych vektora a, g, ¢ dostavame Aa = uf = vy = 1,
coz po dosazeni do A + p + v = 1 vede ke vztahu

z néhoz podle nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym prameérem hodnot L = ﬂ, L yyplyvé

< neboli afy > 27,

Q\r—‘
oo\»—l

1 1

a B
pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz o = 8 = v = 3. Pro objem ¢tyfsténu OABC tak
dostdvame (uzitim smiSeného soucinu) odhad

Voanc = ¢ -|(04 x 0B,00)| = - |@x 5.0 = 27 - |(ax 5.,

| =

pritom rovnost nastane, jak vime, v piipadé « = =y =3, neboli A = pu=v = % Minimalni
objem tedy bude mit ¢tyrstén v situaci, kdy G = %(A—I—B +C). Tehdy bude dany bod G tézistém
stény ABC vytaté rovinou ¢ na daném trojhranu. O

Uloha 4.2.14: Je ddn ¢étyistén ABCD. Necht Dy je libovolny bod wvniti trojihelniku ABC a
necht Ay, By, C1 jsou priseciky primek rovnobéZnijch s DDy a prochdzejicich vrcholy A, B,
C vzZdy se sténou étyrsténu protilehlou tomuto vrcholu. Dokazte, Ze objem cétyrsténu ABCD je
roven jedné tietiné objemu ctyrsténu A1 B1CyDy.?!

21[dju-06], str. 33, Gloha 6 z MMO v Moskvé roku 1964.
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RESENI:
Podle zadani bod D; lezi uvniti trojihelniku ABC, existuji tedy kladna ¢isla a, b, ¢ pro kterd
platia+b+c=1a

e

— — —
DDy =aDA+bDB + cDC'.

Ze zaddni vime, ze DD1 H AAl, a tedy existuje realne cislo k takové, ze AA1 = k:DDl Dosadime-
li do zfejmé rovnosti DA1 DA + AA1 nejprve za AA1 a pak za DDl, dostaneme

—_— — — — — — — — — —
DA, = DA+ kDD; = DA + k (aDA +bDB + ch) = (ka+ 1)DA + kbDB + keDC .
—_ —
Protoze bod A; lezi vr roviné DBC a vektory DA DB, DC jsou linedrné nezavislé, musi byt
koeficient u vektoru DA v predchozim vyjadieni nulovy, tedy

1
ka+1=0 neboli k=——.
a

— —_— ——
Odtud pro vektor DA; a analogickym postupem pro vektory DB;j, DC; dostavame

— b—— — a— c— — a— b—
DA, = —fDB — fDC DB, = _ZDA — BDC’ DCy=—-—-DA—--DB.
C C

Nyni najdeme vektory D1 A1, D1B1, D1C1:

— — — b—— c—>
DiAy = —DD; + DA; = — (aDA +bDB + cDC> _’DB-SDC =
a a

— b — c —
=—aDA—-—(a+1)DB— —(a+1)DC,
a

a
analogicky pak

— — — a— CcC—
DBy = —DD; + DBy = — (aDA +bDB + ch) — 2DA-2DC =
a — — —
~2(b+1)DA—bDB — £(b+1)DC,
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b

— — — a— —
D.C, = —DD; + DC; = — (aDA L bDB + ch) _*pA-’DB=
C C

a — b — —
= —=(¢c+1)DA—=(c+1)DB —¢DC.
C Cc

Pro objem étytsténu ABC D uzitim smiSeného soucinu dostavame rovnost
1), — —_— —
Vasop = 6‘<DA x DB, DC)|

a pro objem Ctyisténu Ay B1C1 D1

_1’

Va,Bcyp, = 5 (D1 Ay x DlBlaDICI>’-

Vyuzijeme-li odvozend vyjadieni vektoru Dy Ay, D1 By, D1C a vzpomeneme-li na pravidlo (1.26)
dostavame vyjadient

a bla+1) ¢
b+1) b £b+1)
(c+1) 2c+1)

(D11 x DiBr, DiCh)| = [(DA x DB, DCY| - |det

olace

Ukéazeme-li, Zze posledni determinant mé hodnotu D = 3, bude tloha s ohledem na vypsana
vyjadieni objemt Vapcp a Va, .o, p, Vylesena. Pocitejme

a bla+1) £(a+1) 1 a? bla+1) cla+1)
D =det | %(b+1) b fb+1) | = T-det a(b+1) b? cb+1) | =
Ce+1) be+1) c ane alc+1) ble+1) 2

= ﬁ . (a2b2c2 +abc(a+1)(b+1)(c+ 1) +abe(a+1)(b+1)(c+ 1)) _

—ﬁ (abe(b+1)(c+ 1) + ab’c(a+ 1) (c+ 1) + abP(a + 1)(b+ 1)) =

= (abc+2(a+1)(b+1)(c+1)) = (a(b+1)(c+1)+bla+1)(c+1)+cla+1)(b+ 1)) =
= (abc + 2abc + 2ab + 2ac + 2bc + 2a + 2b + 2¢ + 2)—

—((abc + ab+ ac + a) + (abc 4+ ab + bc +b) + (abc+ac+bc+c¢)) =a+b+c+ 2,

takze diky rovnosti a + b+ ¢ = 1 je potiebnd rovnost D = 3 dokazana. O
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Uloha 4.2.15: Nechf K, L jsou po Tadé stiedy hran AB, CD daného étyrsténu ABCD. Dokazte,
e kazdd rovina obsahujici primku K L rozdéluje étyrstén ABCD na dvé édsti stejného objemu.??

RESEN{:

Necht « je libovolné rovina obsahujici piimku KL a necht tato rovina protne hrany AC, BD
po fadé v bodech X, Y. (Analogicky se posoud{ prlpad kdy rovma « protne hrany AD a BC. )

Pak ex1stuJ1 redlnd ¢isla A\, u € (0, 1) takovd, ze AX = MC a BY = MBD Pro vektory KX

KY, KL plati

R —_— — — 1— — — — — 1—
KX =KA+AX =)C~ AB, KY=KB+BY =uBD+ jAB,

=7 1 1 1— 1—
KL:L*K:§(C+D)*§(A+B):§AC+§BD,

pricemz tyto vektory lezi vSechny tfi v roviné a.. Proto existuji redlnd ¢isla a, b, ¢ (z nichz alespon
jedno je nenulové) tak, ze

— — —
aKX +bKY +cKL=0.
_— — —
Po dosazeni za vektory KX, KY, KL do predchozi rovnosti dostaneme

b;AB+(Aa+ )AC+<ub+ )7T)=6.

Protoze vektory A—B>, A—(f, BB jsou linedrné nezavislé, mﬂ byt koeficienty u téchto vektoru
v predchozim vyjadfeni nulové, a tedy podle koeficientu u AB plati a = b; proto_i)e vSak _I>1em1°126
byt a = b = 0 (pak by totiz platilo i ¢ = 0), ze srovnani koeficientu u AC' a BD plyne
A = u. Mame dokézat, ze rovina a déli cely ctyfstén na dvé ¢asti stejného objemu, ze tedy
v naSem piipadé objem mnohosténu KX LY BC je roven poloviné objemu V ¢tyisténu ABCD.
Objem KXLY BC je ziejmé roven sou¢tu objemu ¢tytsténu K X LC a jehlanu KLCBY s pod-
stavou LCBY, pficemz objem jehlanu K LCBY je roven rozdilu objemu ¢tyisténu K BDC' a
KYDL:

Vkxryse = Vkxrec + VkreBy = Vkxre + Vksep — VkypL - (4.5)

22[dju-06], str. 226, tiloha navrzena Ceskoslovenskem na MMO v Australii roku 1988.

251



K urceni objemt jednotlivych ¢tyfsténu uzijeme smiSeny soucin:

1), — N 11, — —_—
V= <[(ABx AC.AD)|,  Viexso = ¢[(KX x KC,KL)|

11, — _ —
Vicsen = 5|(KB x KC,KD)

17, — _— —
, VKYDL:6‘<KY><KD,KL>’.

e s
Potiebné vektory zapiSeme jako linedrni kombinace vektora AB, AC, AD a zkoumané objemy
vyjadiime v zavislosti na objemu celého ¢tyisténu V. Z obrazku vidime, ze

= 1— = 1— — e- 1— —
KB:§AB, KC':—iAB—i—AC’, KD:—§AB+AD.
Nyni vyuzijeme jiz diive odvozené vektorové rovnosti a rovnost A = u:

—

1— — — — 1— 1— — —
KX =-JAB+MC,  KY =uBD + 5AB = JAB ~ MADB + MAD,

— 1— 1— 1— 1— 1—

Pro hledané objemy tak uzitim pravidla (1.26) dostaneme

3 A0 11 1
VKXLC:V' det —% 1 0 — . 5(_§+§)\) :7(1_)\)‘/7
1° 1 1
2 2 2
00
Vkpecp =V - |det —% 1 0 =-V,
-3 01
1
1% =V - |det : lA 8 ? =V 1(1 A+1A)—1(1 NV
KYDL = e 12 01 = 55 5 = )
2 2 2

(Vyuzili jsme toho, ze A < 1.) Diky zjisténé rovnosti Vg xrc = Vkypr tak z (4.5) jiz dostdvame
dokazovanou rovnost Vg xryee = %V. ]
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Uloha 4.2.16: Na boénich hrandch AAy, BBy, CCy trojbokého hranolu ABCA1B1C: jsou
vybrdny po Tadé body M, N, K tak, Ze soucet délek usecek AM, BN, CK je roven délce bocni
hrany tohoto hranolu. Najdéte pomér objemi daného hranolu a étyrsténu MNKT, kde T je
tezisté podstavy ABC %

A C,

RESENI:
Oznacime vektory @ = AB b= AC = AA1 BBy = CCl Pro body M, N, K existuji readlna

¢isla a, 3,y € (0, 1) takova, ze AM = ac, BN = g¢, CK = ~¢. Podle zadani je

neboli a+fB+vy=1.

K vyjadieni objemu V hranolu ABCA;B1C1 a objemu V; ¢tyisténu M N KT uzijeme smiSeny
soucin:

= 1|<ch b, Vi = é‘(MN X MK,MT>‘.

Nyni VyJadreme Vektory MN, M K, MT Jako linearni kombinace vektoru d, b ¢, pritom vyuzi-
jeme rovnosti AT = (AA + AB + AC) @+ b):

— — — —

MN = —AM + AB+ BN = —ac+ad+ 3c=ada+ (3 — a)c,
—_ —_— — — - —

MK = —AM + AC +CK = —aé+ b+ @=b+ (y — )¢,

— _— — 1-
MT:—AM—l-AT:fEi—i-gb—ozé“.

W =

Pro objem V; tak uzitim pravidla (1.26) dostdvame

1 L 0 f-a - 1 1 1
Vi=—ldet| 0 1 77—« N@axbé)=<V-|—a-z(B-a)—-(v—a)|=
6 11 3 3 3
3 3 @
1 1
oV Il—a=6B-1l=7
pricemz v poslednim kroku jsme vyuzili vySe odvozenou rovnost ao+ 3+ v = 1. O

23[jur-96], str. 97-98, tloha 11.3.
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v exs

z predchozich paragrafii, nebot v nich zajimavym zpisobem vyuzivame vektorovy, resp. skaldrni
souc¢in dvou vektoru k vyjadieni sinu, resp. kosinu jejich odchylky.

Uloha 4.2.17: V daném ctyrsténu maji kaZdé dvé mimobézné hrany stejnou délku. Ukazte, Ze
viechny stény takového Gtyrsténu jsou ostrowhlé trojiuhelniky.?*

RESENI:

Stény daného c¢tyfsténu jsou ziejmé Ctyfi navzdjem shodné trojihelniky a tii sténové thly
u kazdého jeho vrcholu jsou trojici vnitfnich dhla trojihelniku tvotictho kazdou sténu. Soucet
sténovych thla u kazdého vrcholu je tedy w. Nejprve dokazme pomocné Lemma.

Lemma: V libovolném ¢tytsténu plati: Soucet kazdych dvou sténovych thlia u kteréhokoliv vr-
cholu je vétsi nez tieti sténovy thel u téhoz vrcholu.

Dikaz:
Bez ijmy na obecnosti muzeme tvrzeni Lemmatu pro obecny ¢tyistén ABC D vyjadfit jedinou
nerovnosti

|<DAC| < |[<DAB| + |<BAC]|.

Ta je splnéna triviadlné, je-li soucet na pravé strané vétsi nez w. V opacném piipadé vyuzijeme
toho, ze funkce kosinus je klesajici na intervalu (0, 7), a proto je predchozi nerovnost mezi dvéma
hodnotami z tohoto intervalu ekvivalentni s nerovnosti

cos |[<DAC| > cos (|<DAB| + |<BAC|) ,
kterou lze zapsat diky vzorci pro kosinus souctu takto:
cos [<DAC| > cos |<DAB| cos |[<BAC| — sin |[<DAB]|sin |[<BAC|. (4.6)

5 — —_— L, —
Uvazujme nekomplanarni vektory b = AB, ¢ = AC, d = AD. Uzitim skaldrniho a vektorového
sou¢inu muzeme nerovnost (4.6) prepsat do tvaru

-,

@d) _ (bd) (52 |pxd bxe
@1 1d] " Bl Id] (el 1@ el 1[5 -l

24 mur-88], str. 56-57, tloha 2, S.G./2.(1972/2).
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ktery po vyndsobeni kladnou hodnotou |b|2 - || - |d| piejde v ekvivalentni nerovnost

—»

(b,b) (&, d) > (b,d) - (b,) — |bxd|-|bxel.
Staci tedy dokézat posledni nerovnost mezi tfemi souciny dvojic redlnych ¢isel, kterou alge-
braicky pfepiseme do podoby

(b,d) - (5,6) = (b,5) - (@d) < [bxd] - b x . (4.7)

Podle vysledku Piikladu 4.1.4 muzeme zapsat levou stranu nerovnosti (4.7) nasledujicim zpuso-
bem

— —\

K dukazu (4.7) tedy sta¢i zduvodnit nerovnost

<5xaf,6’x5><‘5xﬂ~ o

neboli vysvétlit, pro¢ nenulové vektory bxdaéxb nejsou souhlasné rovnobézné. To je snadné:
Kdyby to byly dva smérové vektory téze primky, v roviné kolmé k této primce by lezely vsechny

t¥i nekomplandrni vektory b c, d coz je spor. Dikaz Lemmatu je tak ukoncen. o
Tvrzeni tlohy nyni okamzité plyne z pravé dokdzaného Lemmatu. O
Poznamka:

Lemma z predchoziho feSeni je znamym vysledkem z geometrie trojhranu, uvedenym mezi
ukdzkami na str. 125-133 publikace [vy$—66], v niz je také vysvétleno, ze tato geometrie je
vlastné geometrii sférického trojuhelniku. Nebudeme se témito geometriemi zde zabyvat a i je-
jich dalsi vysledek (v nasi praci posledni) vyjadiime pomoci sténovych tihlu obecného ¢tytsténu.

Uloha 4.2.18: Dokazte, Ze soucet vsech tri sténovych uhlu u kteréhokoliv vrcholu kaZdého
ctyrsténu je mensi nez 2m.?

2 [vys-66], str. 132, véta 8,6.
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RESEN{:
Dukaz provedeme sporem. Pfipustime existenci ¢tyisténu ABCD, ve kterém pro sténové uhly
u vrcholu A, jejichz velikosti oznac¢ime
a = |[<BAC], B =|<CAD], v = |<DAB],
plati & + 8 + v > 2x. To vzhledem k «a, 8,7 € (0, 7) zfejmé znamend, ze
T<2r—y<a+0<2m.
Protoze funkce kosinus je na intervalu (7, 27) rostouci, dostavdme nerovnost

cos(2m — ) < cos(a + ) neboli cosy < cosacos 3 —sinasin 3.

7 7 7 7 . o o ' % — % 7 %
To lze pomoci skalarnich a vektorovych sou¢inu vektori b = AB, ¢ = AC, d = AD zapsat
ve tvaru

(d,b) _ (b,¢) (@) |bxé |dxe
jdl - (6] = (6] -1&] |d]-|e| 1Bl -|e| lal-1e

Upravenou nerovnost
|d'x |- bx & < (d.€)- (5,¢) —(d.b) - (22)

muzeme diky vysledku Piikladu 4.1.4 pfepsat do tvaru

coz je Cauchyova-Schwarzova nerovnost s obracenym znakem nerovnosti, takze v ni musi nastat
rovnost. Vektory d x ¢ a ¢ x b proto musi lezet v jedné piimce, a tedy vektory b, ¢, d v roviné
k ni kolmé, a to je spor, nebot jde o vektory ti{ nekomplandrnich hran DA, DB, DC. O
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Béhem piipravy disertacni prace, ktera vyzadovala zpracovani velkého mnozstvi dloh ziska-
nych z ruznych tuzemskych i zahraniénich zdroju — sbirek, u¢ebnic a ro¢enek matematickych
olympidd — jsem si rozsitila védomosti v oblasti vektorové algebry ziskané studiem na vysoké
skole a naucila jsem se vektorovou metodu uc¢inné vyuzivat pii feSeni mnoha geometrickych
problému.

Pod vlivem zminéné préace s literaturou i ¢etnych diskuzi o geometrii a jeji vyuce se svym
skolitelem jsem dospéla k pohledu na problematiku vektoru, ktery jsem vylozila v prvni, teo-
reticky pojaté kapitole prace. Tento vyklad, ktery lze povazovat za jisty ,,spojovaci most“ mezi
koncepcemi vektorového uéiva na stiedni Skole a ve vysokoskolskych kurzech, muze byt hodnocen
jako prvni pfinos této prace.

V dalsich kapitolach prace jsem se snazila ukézat, ze mnoho zikladnich a znamych geo-
metrickych poznatku lze snadno dokédzat pomoci vektorové metody. V zadani naprosté vétsiny
uvedenych geometrickych piikladu a tloh pfitom neni o vektorech ani zminka, v jejich feSenich
pak témér nikdy nepocitdme v soutradnicich. Praveé tento aspekt ¢ini z aparatu vektorové algebry
efektivni metodicky prostiedek geometrického vyzkumu, ktery tak i v o¢ich ucitela a jejich zdku
miuze ztratit punc pouhé konstrukce pro tcely analytické geometrie, jenz sviij skuteény vyznam
prokazuje spiSe az pii aplikacich vné samotné matematiky, predev§im ve fyzice.

U tady prevzatych ptiklada a tloh bylo nutné upfesnit zadani a doplnit ¢i zcela piepracovat
zdrojova feSeni. Takto sestaveny kompilacni text jsem doplnila na nékterych mistech puvodnimi
piiklady a tlohami, nebo pivodnimi vektorovymi dukazy klasickych vysledki. Na tyto pfinosné
prvky predlozené prace upozornuji v poznamkach pod ¢arou k jednotlivym namétum. Jsem si
védoma, ze jsem nemohla projit veskeré zdroje k zadanému tématu.

Véiim, Ze ¢tendfi prace, at uz soucasni ucitelé matematiky nebo jejich budouci kolegové,
ktefi se na své povolani teprve pripravuji, oceni jak specificky vyklad teorie, tak cetné ukazky
jejtho vyuziti, a ze prace s textem jim pfinese hlubsi porozumeéni vektorové metodé. Doufam, ze
z ndmétu tohoto dila budou nékteii i ¢erpat inspiraci pii obsahové piipravé vlastniho vyucovani
geometrie.
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