Priklady z disertace Jarmily Elbelové
., Vektorové metody v eukleidovské geometrii*

2 Vypocty afinnich vztahu

V této kapitole nejsou priklady roztiidény do mensich skupin, nybrz jsou sefazeny ve dvou

celcich (podkapitolach 2.1 a 2.2) podle slozitosti ndméti a s ohledem na hloubku uplatnéni

vektorové metody potfebné k jejich feseni. Presto je mozné i zde najit nékolik skupin

tématicky pribuznych tloh, které nyni prehledné vymezime vyctem jejich poradovych ¢isel.
e Dikazy rovnobéznosti: 2.1.1, 2.1.4, 2.1.5, 2.2.1, 2.2.2, 2.2.7, 2.2.8, 2.2.15, 2.2.24,

2.2.25,2.2.29, 2.2.30, 2.2.37, 2.2.40.

Diikazy kolinearity nebo komplanarnosti: 2.1.9 c¢ast 1, 2.2.18, 2.2.35, 2.2.38.

Diikazy incidence piimek!: 2.1.2, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.9 &ast 2, 2.2.6, 2.2.23.

Vypocty délicich pomeéria: 2.1.2, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.9, 2.1.10, 2.2.15, 2.2.20, 2.2.21,

2.2.22,2.2.26, 2.2.27, 2.2.28, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.33.

e Srovnani délek rovnobéznych usecek: 2.1.1, 2.2.2, 2.2.15, 2.2.32.
e Stfedova soumérnost a stejnolehlost: 2.2.3, 2.2.6, 2.2.7, 2.2.9, 2.2.19, 2.2.36.
e O téznicich a tézisti trojuhelniku: 2.1.2, 2.1.3, 2.1.8, 2.2.12, 2.2.38, 2.2.41.
e O splynuti tézist dvou trojuhelniku: 2.2.14, 2.2.16, 2.2.17, 2.2.28, 2.2.29.
e O tézistich mnoha trojuhelnik: 2.2.8, 2.2.9, 2.2.36.
2.1 Priklady teoretického vyznamu
2.1.1

Stfedni pricka trojihelniku je rovnobéznd se stranou trojuhelniku, jejimz stfedem nepro-
chazi, a ma ve srovnéani s ni polovi¢ni délku. Dokazte. (Stfedni pfickou rozumime kazdou
ze t¥1 tiseCek spojujicich vzdy stfedy dvou stran trojahelniku.)

2.1.2

Vv

obé tvrzeni. (TéZnici rozumime kazdou ze tii tsecek spojujicich vzdy vrchol trojuhelniku
se stfedem protéjsi strany.)

2.1.3

Dokazte, ze pro téznice AAy, BBy, CCy obecného trojuhelniku ABC plati vektorova rov-
nost AAO + BB() + CCO = 0.

2.14

Stfedy stran kazdého (af uz rovinného ¢&i prostorového) étyfuhelniku jsou vrcholy rovno-
bézniku. Dokazte. (Jde o tzv. Varignoniv rovnobéznik daného ¢tyiuhelniku.)

2.1.5

V libovolném c¢tyithelniku ABCD oznac¢me M stied strany BC a N stied strany AD.
Dokazte, ze tii nasledujici podminky

MN | AB, MN|CD a AB|CD

jsou navzajem ekvivalentni.

ITimto terminem zde oznacujeme situaci, kdy t¥i nebo vice danych piimek prochézi jednim bodem.



Z uvedeného tvrzeni plyne zndmy poznatek o stfedni pricce lichobézniku: Spojnice stredi
ramen libovolného lichobézniku je rovnobéznd s jeho zdakladnami a jeji délka je rovna arit-
metickému prumeéru délek obou zdkladen. Staci si totiz uvédomit, ze v lichobézniku ABC D

. . H % v Vv ’ % .
se zakladnami AB, C'D jsou vektory BA a C'D souhlasné rovnobézné a vektor M N je
podle vysledku prikladu jejich ,aritmetickym primérem®.

2.1.6

Toto tézisté déli kazdou téZnici v poméru 1 : 3 (pocitano od stény ctyfsténu). Dokazte
obé tvrzeni. (TéZnici rozumime kazdou ze ¢tyt tisecek spojujicich vzdy vrchol ¢tyfsténu
2.1.7

Dokazte, ze tézisté ctyrsténu je stfedem tsecky, kterd spojuje stfedy libovolnych dvou jeho
protilehlych hran.

2.1.8

Uvnitt stran BC, CA a AB libovolného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body Aj,
By a (7 tak, ze ptimky AA;, BB; a C'Cy prochazeji jednim bodem, ktery oznac¢ime O.

trojuhelniku ABC, je ekvivalentni s kazdou z vektorovych rovnosti
(1) OA+ OB +OC = 4,
(2) OA; +OB; +0C, =0,
(3) AA; + BB, +CC; =0.

Dokazte.

2.1.9

Je dan trojihelnik ABC. Ozna¢me K, L, M libovolné body, které lezi po fadé na pfimkach
AB, BC, C'A a které jsou ruzné od vrcholu A, B, C. Dokazte

(1) Menelaovu vétu: Body K, L, M leZi v jedné primce pravé tehdy, kdyz plati rovnost

—_— = —
AK BL CM
— = =
KB LC MA

(1)

Y

(2) Cévovu vétu: Primky AL, BM, CK prochdzeji jednim bodem prdvé tehdy, kdyz
plati rovnost

—_— = =
AK BL CM
KB LC MA

pritom levou stranu (1) i (2) chdpeme jako souéin tfi nenulovych redlnych éisel k, A, u
z rovnosti

—_— e —_— = —

AK = kKB, BL=\LC, CM = uMA.

2.1.10
Dokazte tzv. druhou Van Aubelovu vétu: Uvnitr trojuhelniku ABC' zvolime libovolny bod P
a oznacime K, L, M pruseciky poloprimek CP, AP, BP po tadé se stranami AB, BC),
CA. Pak plati rovnost

|AP| |AK| |AM]|

|PL|  |KB| |MC|’
(Podobné rovnosti plati i pro poméry |BP|: |PM| a |CP|:|PK]|.)
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2.2 Dalsi resené priklady
2.2.1

Ve ctytuhelniku ABCD, jehoz strany AB a C'D nejsou rovnobézné, oznac¢ime E stied
strany AB a K stfed strany C'D. Dokazte, ze stfedy tsecek AK, CE, BK, DFE jsou
vrcholy rovnobézniku.

2.2.2
V roviné je dano pét riznych bodu A, B, C, D, E. Spojime dvéma tseckami stiedy tsecek
AB, CD a stredy tsecek BC, DE. Pak stredy téchto dvou tsecek spojime tieti tiseckou.

Dokazte, ze posledni tsecka je rovnobézna s iseckou AE a ma ve srovnani s ni ¢tvrtinovou
délku.

2.2.3

Na tabuli jsou nakresleny ¢tyfi body A, B, C, D. Sestrojme body A’, B/, C’, D’ nésle-
dujicim zpiisobem: A’ je obrazem bodu A ve stiedové soumérnosti se sttedem B, B’ je
obrazem bodu B ve stfedové soumérnosti se stiedem C, C’ je obrazem bodu C' ve stiedové
soumérnosti se stfedem D, D’ je obrazem bodu D ve stfedové soumérnosti se stfedem A.
Nyni smazeme body A, B, C, D. Miuzeme zpétné najit polohu bodia A, B, C, D, kdyz
znéme polohu bodu A’, B’, C’, D'?

2.24

Rekneme, ze mnozina A nenulovych vektorti v roviné mé vlastnost S, jestlize obsahuje
nejméneé tii prvky a pro kazdy vektor u € A existuji vektory o, w € A takové, ze v # W a
U = U + w. Zjistéte nejmensi mozny pocet prvkd koneéné mnoziny vektort s vlastnosti S.

2.2.5

(1) Mame déany stiedy stran obecného n-tuhelniku v potadi, v jakém lezi na jeho hranici.
Je mozné tento n-tthelnik rekonstruovat?

(2) Sestrojte pétithelnik podle pétice stfedi jeho stran zadanych v potadi, v jakém
lezi na jeho hranici.

2.2.6

Je dan trojihelnik ABC. Oznac¢me postupné X,, X, X. obrazy libovolného bodu X
v soumérnostech podle stfedt stran BC, AC, AB. Dokazte, ze primky AX,, BX;, CX,
maji spolecny bod.

2.2.7

vvev

niki BCD, ACD, ABD, ABC. Necht body Ay, By, C1, D1 jsou body soumérné sdruzené
s body A, B, C, D po radé podle stredu 17, T, T3, T4. Dokazte, ze ABCD je rovnobéznik
pravé tehdy, kdyz Ay B1C1D; je rovnobéznik.

2.2.8

Méjme libovolny Sestitthelnik ABCDFEF a necht Ay, By, C1, D1, FE1, F; jsou po fadé té-
7isté trojuhelnika ABC, BCD, CDE, DEF, FFA, FAB. Dokazte, Zze vznikly Sestitihel-
nik Ay B1C1 D1 E1F; méa rovnobézné a stejné dlouhé protilehlé strany.

2.2.9

K danému ¢tytuhelniku ABCD sestrojme ¢tyttuhelnik A; B1C1 Dy s vrcholy tvofenymi po
radé tézisti trojuhelnika BCD, CDA, DAB, ABC. Ukazte, ze ¢tyruhelnik ABC D muzeme
zobrazit na ¢tyfuhelnik A; B1C1 Dy ve vhodné stejnolehlosti. Najdéte jeji stfed a koeficient.



2.2.10

V trojtahelniku ABC' ozna¢me P stied stfedni pricky rovnobézné se stranou BC'. Dokazte,
ze pro libovolny bod X plati vektorova rovnost 2XA + XB + XC =4XP.

2.2.11

Reste vektorovou rovnici XA + XB + XC = XD + XF, kde A, B, C, D, E jsou dané
body v roviné a X je jeji neznamy bod. Popiste konstrukci vsech feSeni a jejich pocet.

2.2.12

Dokazte, ze je mozné sestrojit trojuhelnik, jehoz kazda strana je shodnd a rovnobézna
s jednou téznici téhoz predem daného trojihelniku.

2.2.13

Necht My, Ms, ... Mg jsou v pFirozeném poradi stiedy stran libovolného konvexniho Sesti-
thelniku A; A, ... Ag. Dokazte, ze existuje trojuhelnik, jehoz strany jsou shodné a rovno-
bézné s tseckami MlMQ, M3M4, M5M6.

2.2.14

V trojihelniku ABC rozdéluji body D, E, F' po fadé strany BC, C'A, AB na tfetiny tak,
ze |BC| = 3|BD|, |CA| = 3|CE]|, |AB| = 3|AF|. Dokazte, ze trojuhelniky ABC a DEF

Yveyv

2.2.15

Body D, E, F rozdéluji strany trojuhelniku ABC tak, ze plati |BC| = 3|BD|, |CA| =
= 3|CE| a |AB| = 3|AF|, podobné body G, H, I rozdéluji strany trojuhelniku DEF tak,
ze |EF| = 3|EG|, |FD| = 3|FH| a |DE| = 3|DI|. Dokazte, Ze strany trojuhelniku GHI
jsou rovnobézné se stranami trojuhelniku ABC' a ze kazda strana trojihelniku GHI ma
tfetinovou délku v porovnani s odpovidajici rovnobéznou stranou trojuhelniku ABC'.

2.2.16
Necht D, E, F jsou body zvolené po fadé uvniti stran BC, AC, AB trojihelniku ABC.

Vvev

nosti

|BD| |CE| |AF)|
|\DC| — |EA|  |FB|’

2.2.17

Necht ABC je trojihelnik, bod T je jeho tézisté a M, N, P jsou body zvolené postupné
na stranach AB, BC, C' A tak, ze

|AM| |BN| |CP| _
IMB|  |[NC| |PA|

k.

Daéle necht Ty, Ts, T3 jsou postupné tézisté trojuhelniki AM P, BN M, C PN. Dokazte, Ze

Vv

2.2.18

Uvnitf stran BC, CA, AB trojihelniku ABC jsou zvoleny po fadé body Aq, By, C;. Necht
T,T,, Ty, T. jsou po fadé tézisté trojuhelnikit ABC, AB,Cy, BC1 A1, CA; B, koneéné Ty
a Ty jsou po fadé tézisté trojuhelniku A, B;C1, T,TyT.. Dokazte, ze body T, T1 a Tb lezi
v jedné primce.



2.2.19

Je dan trojuhelnik ABC, body M, N, P postupné na stranach AB, BC, CA a body R,
S, T na useckach M N, NP, PM tak, ze plati

|AM| B |BN| B |CP| B
IMB|  |[NC| |PA|

|MR)| B |INS| B |PT| B
|[RN| — |SP| |TM|

A,

1-A, kde Xe(0,1).

Dokazte, ze trojuhelniky ST R a ABC jsou stejnolehlé a ze stied jejich stejnolehlosti ne-
zéavisi na hodnoté parametru A. Jakou roli hraje tento stfed v trojuhelniku ABC?

2.2.20

Je dan trojuhelnik ABC. Necht D a FE jsou body, které rozdéluji stranu BC' na tfetiny,
pricemz bod D lezi mezi body B a E. Necht F' je stfed strany AC, G stfed strany AB a
H prusecik useéek EG a DF. Najdéte pomér |FH|: |HG)|.

2.2.21

V trojihelniku ABC jsou strany BC' a AC' rozdéleny body D a E tak, ze plati rovnosti
|BD|: |DC|=3:1al|AE|: |EC|=3:2. Najdéte pomér |BP| : |PE|, kde P je prusecik
AD a BE.

2.2.22

V trojihelniku ABC' jsou strany AC a AB rozdéleny body F a F' tak, ze plati rovnosti
|AE|: |[EC| =4:1a |AF|: |FB| =1:1. Necht D je bod na strané BC a G je prusecik
AD a EF. Predpokladejme, ze bod D je umistén tak, ze |AG| : |GD| = 3 : 2. Najdéte
pomeér |BD|: |DC.

2.2.23

Uvnitt stran AB a AC daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body K, L tak, ze
|AB| : |AK| = |CL|: |AL| = p: 1. Dokazte, ze pfimka K L prochazi jednim a tymz bodem
bez ohledu na konkrétni hodnotu parametru p.

2.2.24

Body E, F, G, H lezi po fadé uvnitt stran AB, BC, CD, DA daného ¢tyithelniku ABC'D
tak, ze plati

|AE|: |EB| = |BF| : |FC| = |CG| : |GD| = |DH| : |HA|.

Zjistéte, kdy je EFGH rovnobéznik.

2.2.25

Strany AD, AB, CB, C'D c¢tyithelniku ABCD jsou rozdéleny body E, F, G, H tak,
ze |AE| : |ED| = |AF| : |FB| = |CG| : |GB| = |CH| : |HD|. Dokazte, ze EFGH je
rovnobéznik.

2.2.26

Oznacme F' stied strany C'D daného rovnobézniku ABCD. V jakém poméru tsecka AF
rozdéli uhlopricku BD?

2.2.27

Mé¢jme trojuhelnik ABC. Tti rovnobézné piimky jdouci body A, B, C protinaji stranu
BC a ptimky C'A, AB postupné v bodech D, E a F. Body P, @ a R jsou kolinearni a
rozdéluji tsecky AD, BE a C'F ve stejném poméru. Najdéte tento pomer.
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2.2.28

Na stranach AB, AC, BC daného trojuhelniku ABC jsou dany dvojice riiznych bodi
oznacenych po fadé C; a Cy, By a Bs, Ay a As. Dokazte, ze trojuhelniky A;B1Cy a

Vv

|C1Ca| _ [B1iBs| _ |A1 A
|AB| |AC| |BC|

a zaroven dané body lezi na hranici trojihelniku v jednom z potradi A, C, Cy, B, A1, Ao,
C, Bl, BQ, resp. A, 02, 01, B, AQ, Al, C, BQ, Bl.
2.2.29

V konvexnim c¢tyfuheniku ABCD ozna¢me I prusecik thlopticek AC, BD a piedpokla-
dejme, ze primky AD a BC' se protinaji v bodé E. Dokazte, ze trojuhelniky EDC a [AB
maji spoletné t&zisteé prave tehdy, kdyz AB || CD a zaroven |IC|* = |IA] - |AC)|.

2.2.30
V konvexnim pétithelniku ABCDE plati BC || AD, CD || BE, DE || AC a AE || BD.
Dokazte, ze rovnéz AB || CE.

2.2.31

Necht ABCDEF je konvexni Sestitthelnik. P¥imky AB a EF, EF a CD, CD a AB se
protinaji postupné v bodech P, @, R. Piimky BC a DE, DE a FA, FA a BC se protinaji
postupné v bodech S, T', U. Dokazte ekvivalenci

|AB| _|CD| _|EF| |BC| _|DE| _ |FA]
|PR| |RQ| |QP| jus| ST |TUl

2.2.32

Na thloptickach AB; a C' A; bocénich stén trojbokého hranolu ABC Ay B1Cy jsou vybrany
po fadé body FE a F' tak, ze pfimky EF a BC; jsou rovnobézné. Vypoctéte pomér délek
usecek FF a B(CY.

2.2.33

Na hranach DA, DB c¢tytsténu ABCD jsou zvoleny po fadé body A;, B, na tseckach
BA;, CB; pak po radé body M, N, pticemz usecka M N je rovnobézna s rovinou ACD.
Z rovnosti

|DB1| = m|DB], |CN| = p|CB,], |BM| = q|BA;|
vyjadiete ¢islo ¢ pomoci cisel m a p.

2.2.34

Necht A, B, C, D jsou ¢tyfi nekomplanarni body v prostoru. Najdéte mnozinu stiedt
vSech rovnobézniki, jejichz vrcholy lezi postupné na useckach AB, BC, CD, DA.

2.2.35

Je dan nerovinny Sestitthelnik, jehoz protéjsi strany jsou rovnobézné. Dokazte, ze stiedy
vSech Sesti jeho stran lezi v jedné roviné.



2.2.36

V roviné nebo prostoru je dano Sest bodia Ay, Az, A3z, Ay, As, Ag takovych, Ze existuje
Sest tI‘OJfthlIlikfl A1A2A3, A2A3A4, A3A4A5, A4A5A6, A5A6A1, A6A1A2. Vime navic, ze

Vvev

je stfedové soumérny, a pak rozhodnéte, zda je nutné rovinny (nebo mtize byt i prostorovy).

(Rovinny je pouze tehdy, kdyz jsou vektory A; Ay, AsAs, A3Ag komplanéarni.)

2.2.37

V prostoru jsou dany dva pravidelné pétithelniky A1 B1C1 D1 E a As BoCy Dy E se spolec-
nym vrcholem F, které nelezi v téze roviné. Dokazte, ze primky A Ay, B1 By, C1C5y, D1 D>
jsou rovnobézné s nékterou rovinou.

2.2.38

Necht ABCD je koso¢tverec a M, N, P jsou vnitini body stran AB, BC, CD. Ukazte, ze
tézisté trojuhelniku M N P lezi na ptimce AC, pravé kdyz |AM|+ |DP| = |BN]|.

2.2.39

Je dan trojihelnik ABC' s obsahem S. Uvniti trojuhelniku, jehoz vrcholy jsou ve stiedech
stran trojihelniku ABC, je libovolné zvolen bod U. Ozna¢me A’, B’, C' po fadé obrazy
bodti A, B, C' v soumérnosti se stfedem U. Dokazte, ze Sestitthelnik AC'BA'C'B’ méa
obsah 2S.

2.2.40

Necht D a E jsou body zvolené po fadé na stranach AC a AB trojuhelniku ABC' tak,
7e Usecka DE neni rovnobézné se stranou BC. Necht F' a G jsou body zvolené po fadé
na useckdch BC' a ED tak, ze

|BF| _|EG| _|BE|
|FC|  |GD| |CD|"

Dokazte, ze pfimka G'F' je rovnobézna s osou thlu BAC.

2.2.41

Necht T je tézisté trojuhelniku ABC a necht d je pfimka protinajici strany AB a AC
v bodech B; a C; tak, ze body A a T nejsou touto ptimkou oddéleny. Dokazte, ze pro
obsahy ¢tyrthelniktt BB TC:, CC{T By a obsah trojihelniku ABC' plati

4
SeB,TCc, +SccyTB, > §SABC-

Dale urcete, kdy v dané nerovnosti nastane rovnost.

2.2.42
Necht M je vnitini bod ¢étyfsténu ABCD. Dokazte vektorovou rovnost

— — — — R
Vveep - MA+Viyacp - MB + Vyapp - MC + Virape - MD =0,

kde Vxy zw oznacuje objem ctyisténu XY ZW.

2.2.43
Necht dané rovina protind bo¢ni hrany VA, VB, VC, V D pravidelného ¢tyfbokého jehlanu
ABCDYV ve vnitinich bodech, které oznac¢ime postupné M, N, P, (). Dokazte rovnost
1 n 1 n 1
VM| |VP| |VN|  [VQ[




3 Aplikace skalarniho soucinu

3.1 Priklady teoretického vyznamu
Obecna tvrzeni o vektorech
3.1.1
Pro libovolné vektory @, b plati |@| = |b| pravé tehdy, kdyz @+ b L @ — b. Dokaite.
3.1.2
Pro libovolné vektory @, b plati |@| = |b| pravé tehdy, kdyz @+ b L @ — b. Dokaite.

3.1.3
Dokazte, ze pro libovolné ¢tyti body A, B, C', D v roviné ¢i prostoru vzdy plati

|AB|? +|CDJ? — |BC|? — |AD|* = 2(AC, DB).

Dokazané tvrzeni mé nasledujici dtsledky.
(1) V libovolném ¢&tyftahelniku ABCD, jakoz i ve ¢tyisténu ABC D plati:

AC 1 BD & |AB|*+|CD|? = |BC|* +|AD|*.

(2) Pro délky stran a thlopfi¢ek libovolného lichobézniku ABCD se zdkladnami AB
a CD plati rovnost e? + f2 = b? + d? + 2ac, kterou dostaneme z odvozené rovnosti
zémeénou bodt B a C':

¢® + f* —® — d*> = |AC|*> + |BD|? — |CB|* — |AD|? = 2(AB, DC') = 2ac,

nebot vektory AB a DC jsou souhlasné rovnobézné.

(3) ,,Rovnobé&znikova“ rovnost €? + f2 = 2(a? +b?) (viz téz 3.1.5 niZe), ktera se odvodi
stejné jako predchozi ,lichobéznikova“ rovnost, kdyz se polozi d = b a ¢ = a.

(4) Vyjadieni délky téznice trojuhelniku pomoci délek jeho stran. K tomu tcelu do-
plnime trojuhelnik ABC' na rovnobéznik ABCD s thloptickami a a 2t,. Podle
rovnobéznikové rovnosti plati

1
a® +4t2 = 20 +2¢*, odtud 2 = Z(sz +2¢% —a?).

3.1.4
Dokazte, ze pro libovolné ¢tyti body A, B, C, X v roviné nebo prostoru plati

(AB,CX) + (CA, BX) + (BC, AX) = 0.

Rovnobéznost a kolmost ve ¢tyirahelniku

3.1.5

Dokaizte ,rovnobéznikovou® rovnost 2(a? + b?) = €2 + f2, kde a, b jsou délky sousednich
stran libovolného rovnobézniku a e, f jsou délky jeho tihlopticek.
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3.1.6

Necht P, (Q jsou stfedy uhlopficek libovolného étyfthelniku ABCD. Dokazte Eulerovu
rovnost
a2+b2+02+d2:62+f2+4|PQ|2,

kde a, b, ¢, d jsou délky stran doty¢ného ¢tyruhelniku a e, f jsou délky jeho thlopricek.
Protoze néktery ctyruhelnik je rovnobéznik, pravé kdyz stredy jeho thlopricek splyvaji,
ma Eulerova rovnost tento disledek: Délky stran a thlopficek ¢tyithelniku ABC'D spliiuji
vztah a? + b% + ¢ + d? = €% + f2, pouze tehdy, jde-li o rovnobéznik.

3.1.7

Uhlopiicky ¢tyithelniku ABCD jsou navzéjem kolmé, pravé kdy#z pro délky jeho stran
plati rovnost a? + ¢ = b? + d?. Dokaizte.

3.1.8

Uhlop#icky ¢tyfahelniku jsou navzajem kolmé, pravé kdyz spojnice st¥edt jeho protilehlych
stran maji shodné délky. Dokazte.

3.1.9

Dokazte Eulerovu vétu: V libovolném ctyruhelniku ABCD plati

[AC|? + |BD|* = 2(|MNJ* + |PQJ) ,

kde MN a PQ jsou spojnice stredu jeho protilehlych stran.

3.1.10

O libovolném ¢tyfthelniku ABCD dokazte: Rovnost |AX|? + |CX|* = |BX|? + |DX|?

plati pro libovolny bod X pravé tehdy, kdyz ABCD je pravouhelnik.

3.1.11

Dokazte, ze ¢tyriuhelnik ABCD je rovnobéznik pravé tehdy, kdyz pro libovolny bod X se
—_— — — —

skalarni souc¢in (X A, XC') 1isi od skalarniho soucinu (X B, X D) o stejnou hodnotu, ktera

na volbé bodu X nezavisi. Dale ukazte, ze v pfipadé rovnobézniku ABCD je tato hodnota

rozdilu skalarnich soucinti rovna nule, pravé kdyz je ABCD pravotuhelnik.

3.1.12

Pro libovolny tétivovy ¢tyfthelnik (tj. ¢tyithelnik, kterému lze opsat kruznici) dokazte:
Sest piimek vedenych vzdy stiedem jedné strany kolmo k protilehlé strané prochézi jednim
bodem M. Uhlopticky jsou zde rovnéz povazovany za dvé protilehlé strany. (Bod M se
nazyva Mongeovym bodem daného tétivového ¢tyituhelniku.)

Vlastnosti obecného trojuhelniku

3.1.13

Dokazte Thaletovu vétu: Je-li bod O stred usecky AB o délce 2r, pak pro kaZdy bod X
rizny od bodi A, B je ihel AX B pravy pravé tehdy, kdyz |OX| = r.

3.1.14

Jako doplné€k k Thaletové vété z Prikladu 3.1.13 dokazte nasledujici tvrzeni: VSechny
body X dané roviny ABC, které vyhovuji podmince rovnosti dvou skalarnich soucinii

(AX,CX) = (CB, AX),

tvori Thaletovu kruznici sestrojenou nad prumérem AB.



3.1.15

Dokazte, ze vysky obecného trojuhelniku lezi na tfech primkach, které prochazeji jednim
bodem (zvanym ortocentrum daného trojihelniku). (Vyskou trojihelniku rozumime kaz-
dou ze tii isecek spojujicich vzdy vrchol trojihelniku s jeho kolmym priamétem na primku
protéjsi strany.)

3.1.16

Tvrzeni z Piikladu 3.1.15 o existenci ortocentra V' obecného trojihelniku ABC' dokazte
znovu spolecné s vektorovymi rovnostmi

— —_— = —
OV =0A+0B+0C,

— —_— = — —_— - — —_— =

AV =0B+0C, BV=0A+0C, CV=0A+O0B.

kde O je stfed kruznice opsané doty¢nému trojihelniku. Ze vzorce pro polohovy vektor ov
—

ortocentra V' spolu se vzorcem pro polohovy vektor OT' tézisté T trojuhelniku ABC, tedy
z rovnosti

_— = = — — 1 /— @ — —

OV =0A+0B+0C a OT=(0A+0B+0C)

< payad > z L

okamzité plyne vztah OV = 30T, ktery znamend, ze bud plati O = T = V (trojihel-
nik ABC' je pak rovnostranny), nebo O, T, V jsou tii rizné body, které lezi v uvedeném
potadi na jedné piimce, a to tak, ze |OT| : [TV| =1 : 2. Rik4 se ji Eulerova primka daného
trojuhelniku ABC (libovolného trojuhelniku, ktery neni rovnostranny).

3.1.17

Po prikladech 3.1.15 a 3.1.16 podejte treti dikaz existence ortocentra V' obecného troju-
helniku ABC', tentokrat spole¢né s poznatkem, ze bod V je jediny bod roviny trojuhel-
niku ABC, ktery splnuje rovnost tii skalarnich soucini

(AV,BV) = (AV,CV) = (BV,CV).

3.1.18

Dokazte, ze pro vzdalenost ortocentra V od stfedu O kruznice opsané trojihelniku ABC
plati vzorec

OV| =92 —a2 — b2 — 2,
kde a, b, c jsou délky jeho stran a r je polomér zminéné kruznice.

3.1.19

Necht k& = (O, r) je kruznice opsana trojuhelniku ABC a V jeho ortocentrum. St¥edy stran,
paty vysek a stfedy tsecek AV, BV, CV lezi vzdy na jediné (tzv. Feuerbachové) kruznici
k1 = (F,5), pficemz stfed F' lezi na Eulerové pfimce (pfimce OV') a pili Gsecku OV.
Dokazte. Feuerbachové kruznici se také bézné fikd kruznice deviti bodi (bodu, o kterych
je Te¢ pravé v zadéani prikladu).

3.1.20

Dokazte, ze na kruznici opsané obecnému trojihelniku ABC' lezi body soumérné sdruzené
s jeho ortocentrem V'

(1) podle stfedt stran AB, BC, AC,
(2) podle os, kterymi jsou pfimky AB, BC, AC.
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3.1.21

(1) Dokazte vektorovou rovnost Spxc - XA + Saxc - XB + Saxnp - XC = 0, kde
X je libovolny vnitini bod trojuhelniku ABC' a kde Sk znaci obsah trojuhel-
niku K LM. R . .

(2) Dokazte vektorovou rovnost alA + bIB + c¢IC = 0, kde I znadi stfed kruznice
vepsané trojuhelniku ABC' o stranach délek a = |BC|, b = |AC|, ¢ = |AB].

(3) Dokazte vektorovou rovnost d,, - XA +dy - XB +d, - XC = 0, kde d,, dp, d. znaci
vzdalenosti libovolného bodu X rovnostranného trojihelniku ABC od piimek jeho
stran v poradi BC, AC, AB.

Zakladni vlastnosti ¢tyrsténu

3.1.22

Jestlize v daném ctyrsténu jsou dveé dvojice protilehlych hran navzajem kolmé, pak je i treti
dvojice protilehlych hran navzajem kolma. Dokazte.

3.1.23

V rovnostranném trojuhelniku stfed O kruznice opsané, stied I kruznice vepsané a té-
zisté T jak znamo splyvaji. Pokud naopak néjaké dva z bodt O, I, T splyvaji, je ptislusny
trojuhelnik rovnostranny. Podobné v pravidelném c¢tyrsténu body O, I, T' s analogickym
vyznamem ziejmeé splyvaji, plati i v této situaci obracené tvrzeni?

3.1.24

Stfedem kazdé hrany libovolného ¢tyfsténu vedme rovinu kolmou k protéjsi (mimobézné)
hrané. Dostaneme tak Sest navzajem rtiznobéznych rovin prochéazejicich jednim bodem,
dokazte. (Zminény bod se nazyva Mongetv bod daného ¢tyisténu.)

3.1.25
Dokazte, ze pro libovolny ¢tyistén ABC'D jsou nasledujici podminky ekvivalentni:

(1) Telesové vysky ctyfsténu ABCD lezi na ¢tyfech primkach, které prochézeji jed-
nim bodem. (Takovy ¢tyfstén se nazyva ortocentricky a zminénému spoleénému
bodu vsech étyf primek télesovych vysek (ktery nékteré ¢tyfstény nemaji) se Fika
ortocentrum prislusného étyfsténu.)

(2) Plati souc¢asné AB 1 CD, AC L. BD a AD | BC.

(3) Plati |AB|?> + |CD|?* = |AC|* + |BD|? = |AD|? + |BC|?.

(4) Spojnice stfedu protilehlych hran ¢tyfsténu ABCD jsou tii usecky téze délky.

3.1.26

Vv

kolmé, prochézeji jednim bodem pravé tehdy, kdyz prochazeji jednim bodem ¢tyti primky,
na kterych lezi télesové vysky ctyisténu.

3.1.27

Dokazte, ze v kazdém ctyisténu, ve kterém protilehlé hrany sviraji tfi uhly téze velikosti,
jsou tyto uhly pravé. Jsou-li navic kazdé dvé jeho protilehlé hrany stejné dlouhé, je takovy
¢tytstén pravidelny, zdtivodnéte.
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3.2 Dalsi resené priklady
Kolmost souc¢tu a rozdilu dvou vektoru
Podle Piikladu 3.1.1 plati @ + b L @ — b, prave kdyz |a@| = |b].
3.2.1

Na kruznici je ddno pét riznych bodta. Kazdé tti z nich jsou vrcholy trojuhelniku, jehoz

Vvoev

celkem 10 primek; dokazte, ze vSechny prochazeji jednim bodem.

3.2.2

Necht O je stied jednotkové kruznice prochazejici body A;, A a As, dale necht P; je
stfed druhé z obou jednotkovych kruznic, které prochéazeji body As, As. Stiedy P, a Pj
jsou definovany podobné. Dokazte, ze body P;, P> a Ps lezi na jednotkové kruznici, jejiz
stfed oznacime Q4. Nyni pridejme ¢tvrty bod A4 na puvodni kruznici a zopakujme cely
vyse uvedeny postup s kazdou skupinou t¥i boda z A1, Ay, A3, Ay. Tak dostaneme ¢tyfti
kruznice se stredy @1, @2, @3, Q4. Dokazte, ze body (1, Q2, @3, Q4 lezi na jednotkové
kruznici a najdéte jeji stfed v zavislosti na bodech Ay, Ay, Az, Ay.

3.2.3

Uvnitf stran BC', C' A, AB libovolného trojuhelniku ABC' jsou zvoleny po fadé body D, E,
F'. Dokazte, ze kruznice opsané trojuhelnikim ABC' a DFEF jsou soustifedné praveé tehdy,
kdyz plati rovnost

|DB|-|DC|=|EC|-|EA|=|FA|-|FB.
Dikazy incidence pFrimek

3.24

Vné nad stranami trojuhelniku ABC' jsou sestrojeny libovolné (tfeba i navzajem ne po-
dobné) pravothelniky ABDE, BCFG, CAHI. Ukazte, ze osy usetek HE, DG a FI
prochéazeji jednim bodem.

3.2.5

V roviné jsou dany dva trojuhelniky ABC a A’B’C’ takové, ze kolmice z bodi A, B, C
po fadé na ptimky B'C’, A’'C’, A’B’ se protinaji v jednom bodé. Ukazte, Ze rovnéz kolmice
vedené z bodu A’, B’, C' po fadé na piimky BC, AC, AB se protinaji v jednom bodé.

3.2.6

Ke kruznici opsané danému trojuhelniku sestrojme te¢ny v jeho vrcholech. Ke kazdé z nich
vedme kolmici stfedem strany protilehlé k vrcholu, kterym te¢na prochéazi. Dokazte, Ze tyto
t¥i kolmice se protinaji v jednom bodé.

3.2.7
Necht O je stfed kulové plochy opsané étyisténu ABCD. Uvazujme jeji pruméry AAq,
BB, CCy, DD;. Necht Ay, By, Co, Dy jsou postupné tézisté trojuhelniki BCD, ACD,

ABD, ABC. Ukazte, ze ptimky AgA1, BoB1, CoC1, DyD1 se protinaji v jednom bodé.
Ovérovani kolmosti

3.2.8

V rovnoramenném trojuhelniku ABC' oznac¢me D stied zékladny BC, F patu kolmice
vedené z bodu D na stranu AC' a F' stied usecky DFE. Dokazte, ze usecky AF a BE jsou
navzajem kolmé.
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3.2.9

Pro tézisté T libovolného trojuhelniku ABC plati: AT 1 BT < a? 4+ b? = 5¢2, kde a, b, c
jsou obvykle znacené délky jeho stran. Dokazte.

3.2.10

Necht O je stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC, D stfed strany AB a FE tézisté

trojahelniku ADC'. Dokazte ekvivalenci

CD L OE < |AB|=|AC|.

3.2.11

V Sestitthelniku ABCDEF ozna¢me M, N, P, Q, R, S po tadé stredy stran AB, BC,
CD, DE, EF, FA. Dokazte, Ze rovnost

[RN|* = |[MQP* + |PS|?

nastane, prave kdyz M@ L PS.

3.2.12

Oznacme FE, F', G, H po radé stiedy stran daného ¢tyiihelniku ABC D. Dokazte, ze primky
AB a CD jsou navzajem kolmé pravé tehdy, kdyz plati rovnost

|AD|? + |BC|* = 2(|[EG|* + |FH|?) .

3.2.13

Necht KLMN a K'L’M’'N’ jsou dva ¢tyftahelniky, pro jejichz strany plati vztahy KL L
L K'L',)LM 1L L'M', MN 1 M'N’, NK | N'K'. Plati-li navic KM 1 L'N’, pak také
plati LN 1 K’'M’. Dokazte.

3.2.14

Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik. Predpokladejme, Ze pfimky rovnobéznés AD a C'D
prochazejici ortocentrem V trojuhelniku ABC' protnou strany AB a BC' v bodech, které
ozna¢ime po fadé P a (). Dokazte, ze kolmice vedend z bodu V' na ptimku P(@) prochazi
ortocentrem V' trojuhelniku ACD.

3.2.15

Dokazte, ze kazdé dvé protilehlé strany nerovinného ¢tytithelniku jsou shodné pravé tehdy,
kdyz primka spojujici stredy obou jeho thlopticek je na tyto tihlopricky kolma.

3.2.16

Uvazujme vSechny ctytstény ABC'D vepsané do dané kulové plochy. Ukazte, Ze soucet

S =|AB]* + |AC|? + |AD|*> — |BC|? — |CD|? — |DBJ?
ma miniméalni hodnotu praveé tehdy, kdyz vSechny ihly mezi hranami dotycného ¢tyrsténu
u jeho vrcholu A jsou pravé.

3.2.17

Necht A je libovolny bod vnitini oblasti kruznice k& rtizny od jejiho stfedu. Pro libovolnou
tétivu kruznice k£ prochézejici bodem A uvazme prusecik dvou tecCen, které se dotykaji
kruznice k£ v koncovych bodech této tétivy. Najdéte mnozinu priseciki vSech takovych
dvojic tecen.
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3.2.18

Necht P je dany bod ve vnitini oblasti dané kruznice k(O,r). Dvé navzajem kolmé po-
loptimky vychazejici z bodu P protinaji kruznici £ v bodech A, B. Trojuhelnik PAB
dopliime bodem @) na pravouhelnik PAQB. Jakou mnozinu vyplni vsechny body @, kdyz
pro pevny bod P uvazime vsechny dvojice kolmych polopfimek PA, PB?

Vypocty délek a vzdalenosti

3.2.19

Pro tfi dané body A, B, C plati |AC|?> +|BC|? = $|AB|?. Jaka je vzajemna poloha téchto
tri boda?

3.2.20
Pro libovolné t¥i body A # B, M dokazte tvrzeni, Ze rovnost

1
| XA]? + |XB]*> =2|XM|* + §|AB|2

plati pro libovolny bod X pravé tehdy, kdyz je bod M stied usecky AB.
3.2.21

Najdéte bod X s minimalnim souc¢tem ¢tvercti vzdalenosti od danych bodt A, B, C, které
nelezi v jedné primce.
3.2.22

Pravidelny n-thelnik A3 A5 ... A, je vepsany do kruznice se stfedem O a polomérem r.
Necht X je libovolny bod, pro ktery plati |OX| = d. Dokazte rovnost

Z AXP=n(r’+d?) .
i=1

3.2.23

Dokazte, ze pro kazdy trojuhelnik ABC existuje v roviné ABC' pravé jeden bod X takovy,
ze souCty ctverci stran trojihelniki X AB, X BC, XCA se navzajem rovnaji. Podejte
geometrickou interpretaci takového bodu X.

3.2.24

Uhlopiicky AC' a BD konvexniho ¢tyithelniku ABCD se protinaji v bodé O. Ukaizte, ze
rovnost

|AB|? + |BC|* + |CD|?> + |DA|?> = 2(|AO|* + | BO|? + |CO|* + | DO|?)

plati pravé tehdy, kdyz uhlopricky jsou navzajem kolmé nebo kdyz bod O je stiedem
alespon jedné z nich.

3.2.25
V prostoru jsou dany libovolné dva trojuhelniky ABC' a KLM. Piemistime-li je tak,
aby splynula jejich t&7isté, pak soudet vSech deviti hodnot |XY|?, kde X € {A, B,C}

aY € {K,L, M}, nebude zaviset na tom, v jaké vzdjemné poloze piitom premisténé
trojuhelniky budou. Dokazte.
3.2.26

Necht ABCD je étyfstén, ve kterém téznice vychazejici z bodu A v trojuhelnicich ABC,
ABD, ACD jsou navzajem kolmé. Dokazte, ze vsechny t¥i hrany dotycného ctyisténu
vychazejici z bodu A jsou stejné dlouhé.
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3.2.27

Necht M, N, P, @ jsou po fadé stfedy hran AB, CD, AC, BD ¢tytsténu ABCD. Necht
usecka M N je kolma na AB i CD a usecka P(Q je kolmé na AC' i BD. Dokazte, ze pak
plati |AB| = |CD|, |BC| = |DA| i |AC| = |BD|.

3.2.28

Téziste ctyrsténu ABC D ma stejnou vzdalenost od jeho vrcholtt A a B. Dokazte rovnost

|AC|? + |AD|* = |BC|? + |BD|?.

3.2.29

Vyjadrete vzdalenost hlavniho vrcholu V' trojbokého jehlanu ABCYV od tézisté T jeho
zakladny ABC pomoci souc¢ti

P=|AB? +|AC]?+ |BC|? a Q=|AV|>+|BV|]> +|CV|?,

pro néz pak dokazte nerovnost P < 3Q).

3.2.30

ze Ctyrstén je pravidelny.

3.2.31

[ 24

vepsaného do jednotkové koule se stfedem O. Urcete také vzdalenost stiedu O od stiredu
kulové plochy k v zavislosti na délkach hran daného c¢tyfsténu.

3.2.32

Ve vnitini oblasti kulové plochy k(O,r) je ddn bod P. T¥i navzdjem kolmé polopiimky
vedené z bodu P protinaji kulovou plochu k& v bodech A, B, C. Ozna¢me @ ten vrchol
kvadru s hranami PA, PB, PC, ktery s bodem P lezi na téze télesové tthlopiic¢ce. Dokazte,
ze pro vSechny uvazované trojice navzajem kolmych poloprimek PA, PB, PC' ma bod Q
od stfedu O tutéz vzdalenost.

3.2.33

Dvé protilehlé strany daného konvexniho ¢tyituhelniku maji délky a, c a thel mezi rtiznobéz-
nymi primkami téchto dvou stran, v némz tento ¢tyiuhelnik lezi, méa velikost ¢. Vypoctéte
vzdalenost stfedit dvou zbyvajicich stran tohoto ¢tyrihelniku.

3.2.34
Pro délky hran ¢étyfsténu ABCD plati |AD| = |BC| = a, |BD| = |AC| = b a |CD| =
= |AB| = c¢. Necht Dy, B; jsou po fadé tézisté trojuhelniki ABC a ADC. Dokazte

implikaci DD, L BB; = a® + ¢® = 31°.
3.2.35

Dokazte, ze pro libovolny bod X kruznice opsané rovnostrannému trojihelniku ABC' ma
soucet

| XA"+ |XB|"+ | XC|"
tutéz hodnotu, je-li pfitom a) n =2, b) n = 4.
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3.2.36

Dokazte, ze pro libovolny bod X kruznice opsané ¢tverci ABC'D ma soucet
| XA|" + |XB|"+ | XC|" + | XD|"

tutéz hodnotu, je-li pfitom a) n =2, b) n =4, c) n = 6.

3.2.37

Dokazte, ze pro libovolny bod X kruznice vepsané trojuhelniku ABC o stranach a, b, ¢
ma soucet a|X A|? + b|X B|? + ¢|X C|? tutéz hodnotu.

3.2.38

Je dan tétivovy ctytuhelnik ABCD. Necht bod F je prusecik piimek AC a BD a bod E
prusecik primek AD a BC'. Dokazte, ze pro vzdalenost stfediu M, N stran AB, C'D plati
vzorec

[EF| ||AB| [CD|
> '||lcD| ~ 1AB||"

[MN|=

3.2.39
Necht k1, ko jsou dvé kruznice, které lezi ve vnitini oblasti kruznice k tak, Ze se ji dotykaji
po tfadé v bodech M a N. Kromé toho kruznice k; prochézi stfedem kruznice ko. Pfimka
prochézejici dvéma priseciky kruznic k; a ko protne kruznici £ v bodech A a B. Pfimky
M A a M B protnou kruznici k; po fadé v bodech C' a D. Dokazte, ze primka C'D je tecna
ke kruznici ks.
Vypocty velikosti ahli
3.2.40
L ; L, = — — . — — —

Pro ¢tyfi rtzné body O, A, B, C plati OA + OB + OC = ¢ a |OA| = |OB| = |0C]|.
Dokazte, ze ABC' je rovnostranny trojuhelnik.
3.2.41
V prostoru jsou dany c¢tyti polopirimky, které nelezi v roviné, maji vsak spole¢ny pocatek.
Kazdé dvé z nich pritom sviraji stejné velky thel. Vypoctéte ho.
3.2.42
V prostoru je dana pfimka [, kterd svira stejny thel se tfemi danymi navzajem rtiznobéz-
nymi primkami lezicimi v dané roviné w. Dokazte, Ze primka [ je na rovinu 7w kolma.
3.2.43
Ptimka p, jez je rovnobézna se stranou AC' rovnostranného trojihelniku ABC, protina
strany AB a BC po fadé v bodech M a P. Oznac¢me D tézisté trojuhelniku PMB a E
stfed tsecky AP. Urcete vnitini tthly trojihelniku DEC.
3.2.44
Je dan konvexni ¢tyithelnik ABCD, jehoz strany AB a CD jsou shodné.

(1) Dokazte, ze ptimky AB a CD sviraji stejny thel s pfimkou, kterd prochazi stiedy

stran AD a BC.
(2) Dokazte, ze ptimky AB a CD sviraji stejny thel s pfimkou, kterd prochazi stiedy
uhlopticek AC a BD.

3.2.45
V prostoru jsou dany tfi rtizné polopiimky OA, OB, OC se stejnym pocatkem O, piicemz
zéddné dveé z nich nejsou navzajem opacné. Ukazte, ze vSechny tfi thly tvofené osami uhla
AOB, BOC a COA jsou bud ostré, nebo tupé, nebo pravé.
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3.2.46

V prostoru jsou dany ¢tyii poloptimky PA, PB, PC, PD tak, ze zadné tii z nich nelezi
v jedné roviné a ze pro uhly jimi seviené plati

|<APB| = |<BPC| = |<CPD| = |<DPA| =¢.

Urcete nejvétsi moznou hodnotu |[<APC|+ |[<BPD]| v zavislosti na parametru ¢ € (0, 7).
Dukazy nerovnosti

3.2.47
Dokazte, ze pro libovolny trojihelnik ABC' a kazdy bod X plati nerovnost

|AB|? + |BC|*> + |CA|? < 3(|XA|?> + | XB|> + | XC)?).

3.2.48
Pro libovolné body Py, Ps, ..., P, na jednotkové kulové plose plati

1<i<j<n
Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

3.2.49

YV

hodnota souctu
|AT|-|AX|+|BT|-|BX|+|CT|-|CX].

3.2.50

Necht A, B, C, D jsou libovolné ¢tyfi body v roviné ¢i prostoru. Dokazte nerovnost
2|AB|-|CD| +|AD|? 4+ |BC|? > |AC|? + |BD|?

a zjistéte, kdy nastane rovnost. Jako dusledek tohoto vysledku dostavame, ze pro délky
stran a thlopticek libovolného ¢tytuhelniku ABCD pfi obvyklém oznaceni plati

2ac+ b2 +d? > €% + f?,

—_— =
pfitom rovnost nastane, pravé kdyz AB || CD (pravé tehdy jsou totiz vektory AB a DC
souhlasné rovnobézné, coz je podminka rovnosti v dokazované nerovnosti).

3.2.51

Dokazte, ze pro kosiny vnitfnich thlt obecného trojihelniku ABC plati nerovnost

cosa + cos 3+ cosy <

[\CRRGV]

3.2.52

Dokazte, ze pro kosiny dvojnasobkil vnitfnich thlt obecného trojuhelniku ABC' plati ne-
rovnost

3
cos 2a + cos 23 4 cos 2y > 5
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3.2.53

Jsou dany dva trojuhelniky s vnitinimi ahly «, 3, v a a1, B1, 71. Dokazte, Ze plati

cosay  cosfly  cosyi
+ +

_ _ s < cotg a + cotg 3 + cotgy,
sin « sin sin y

pricemz rovnost nastane pravé tehdy, kdyz a = a1, 8 = 51, v = 71.

3.2.54

Ve ¢tytsténu ABCD ozna¢me |BC| = a, |AC| = b, |AB| = ¢, |AD| = a1, |BD| = by,
|CD| = C1.

(1) Dokazte, ze existuje pravé jeden bod P, ktery spliiuje podminku
|PAP+al+b*+c® = |PBP+a*+ b3 +c* = |PC*+a*+b* +c§ = |PD|* +aj +b]+c5.
(2) Pro bod P z ¢asti 1 dokaZte nerovnost
|PA]? + |PB|*> 4 |PC|> + |PD|* > 4r?,

kde 7 je polomér kulové plochy opsané ctytsténu ABCD. Déle najdéte nutnou a
dostacujici podminku, aby zapsana nerovnost presla v rovnost.

3.2.55

V kruhu se stfedem O a polomérem r je dano n bodu Aq,..., A,. DokazZte, Ze v souctu
— — — - . v ’ ’ . —
il =4+0A; £ OAy % ...+ OA, je mozné vybrat znaménka tak, aby platilo |@| < r/2.

3.2.56

Dokazte, ze z péti vektort v prostoru lze vzdy vybrat dva vektory tak, aby velikost jejich
souctu byla mensi nebo rovna velikosti souctu ostatnich t¥i vektort.

3.2.57

Na polokruznici se stfedem O a polomérem 1 je dan lichy pocet boda Pi,..., Popi1.
—_— —
DokaZte nerovnost ‘OPl + 0P, +---+ OPgnH} > 1.

3.2.58

V libovolném konvexnim c¢tyithelniku ABCD ozna¢me M N a P(Q spojnice stiedil proti-
lehlych stran. Dokazte, ze pokud plati

1
[MN[+|PQ| = 5 (IAB| + |BC| + |CD[ +[DA]),

pak ABCD je rovnobéznik.
3.2.59

Dokazte, ze pro délky stran a, b, ¢, d a thlop¥icek e, f libovolného rovinného (konvexniho
¢i nekonvexniho) nebo prostorového ¢tyithelniku ABCD plati

(a+0)* + (b+d)* > 2(e* + f7),
pfi¢emz rovnost nastane praveé tehdy, kdyz ABCD je rovnobéznik.
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3.2.60
Necht ABC je trojihelnik, bod T je jeho tézisté a M, N, P jsou body zvolené postupné
na stranach AB, BC, C' A tak, Ze plati
|AM|  |BN| |CP|
IMB| ~ |[NC|  |PA]

k.
Déle necht T7, T, T3 jsou postupné tézisté trojuhelnika APM, BM N, CN P. Dokazte, ze
pro kazdy bod D roviny trojihelniku ABC plati nerovnosti

3|DT| < |DTy| + |DT5| + |DT3| < |DA| + |DB| + |DC| .

3.2.61

Predpokladejme, ze pro dany rovinny (konvexni ¢i nekonvexni) nebo prostorovy Sestitthel-
nik ABCDEF jsou splnény rovnosti

|AD| = |BC|+ |EF|, |BE|=|AF|+ |CD|, |CF|=|DE|+ |AB].
Dokazte, ze pak rovnéz plati rovnosti

|AB| B |CD]| B |EF|
|DE|  |AF| |BC|’

3.2.62

Méjme posloupnost pétithelnikt M, My, Ms, ... sestrojenych tak, ze vrcholy kazdého na-
sledujiciho pétitthelniku lezi ve stfedech stran predchoziho pétitthelniku. Dokazte, ze soucet
obvodu vsech téchto pétitthelnikti neprevysuje osminasobek obvodu prvniho z nich.

3.2.63
Pro kazdy rovnobéznostén ABCDEFGH (AE || BF || CG || DH) dokazte nerovnost

|AF| +|AH| +|AC| < |AB| + |AD| + |AE| + |AG]| .

3.2.64
Necht dva rtzné body P, Q lezi uvnitt pravidelného ¢tyisténu ABCD. Dokazte, Ze plati
nerovnost |[<PAQ| < %.

Uziti vzorce pro ortocentrum

— —_— —— —
V Piikladu 3.1.16 byl uveden uzite¢ny vzorec OV = O A+OB+OC pro obecny trojuhelnik
ABC s ortocentrem V a stifedem O opsané kruznice.
3.2.65
V roviné jsou dany ¢tyii body A, B, C, D, z nichz zadné t¥i nejsou kolinearni. Necht body
V1 a V5 jsou ortocentra trojuhelnikit ABC a ABD. Dokazte, ze body A, B, C, D lezi
na jedné kruznici praveé tehdy, kdyz V1 Vo DC' je rovnobéznik.
3.2.66
Necht ABCD je ¢tyiuhelnik vepsany do kruznice a M je jeji libovolny bod rizny od A, B,
C, D. Necht Vq, V5, V3, V4 jsou postupné ortocentra trojuhelniki M AB, MBC, MCD,
M DA. Dokazte, ze

(1) V1V,V3Vy je rovnobéznik,

(2) |V1V5] = 2|RS|, kde R a S jsou stfedy stran AB a CD.
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3.2.67

Vrchol A ostrothlého trojihelniku ABC ma stejnou vzdalenost od stfedu O kruznice
opsané a od ortocentra V. Urcete vSechny mozné hodnoty thlu o u vrcholu A.

3.2.68

Méjme trojuhelnik ABC, ktery neni pravouhly. Necht V je jeho ortocentrum a body M,
Ms, Ms po fadé stredy stran BC', AC, AB. Sestrojme postupné A;, By, C; obrazy bodu V'
v soumérnostech podle stiedt My, My, M3 a oznac¢me pak Ay, By, C5 po fadé ortocentra
trojuhelnika BA,C, CB1A, AC1B. Dokazte, ze

(1) trojahelniky ABC a A3 B2Cs maji spoleéné téziste,
(2) teézisté trojuhelnikit AA;As, BB1By, CC1Cy tvori trojuhelnik podobny trojthel-
niku ABC.
3.2.69

Uvnitt stran AB, BC', C'A daného trojuhelniku ABC jsou zvoleny po fadé body K, L, M
tak, ze plati rovnosti

|AK| |BL| |CM|

|KB|  |[LC| |MA|’
Dokazte, ze trojuhelniky ABC' a K LM maji spole¢né ortocentrum, pravé kdyz je troja-
helnik ABC' rovnostranny.

3.2.70

Oznacme K kolmy primét ortocentra daného ostrothlého trojuhelniku ABC' na tec¢nu
ve vrcholu B ke kruznici tomuto trojihelniku opsané. Dokazte, ze trojuhelnik BK L, kde
L je stred strany AC', je rovnoramenny.

3.2.71

Oznac¢me V ortocentrum daného ostrotthlého trojuhelniku ABC'. Kruznice se stfedem
ve stfedu strany BC' prochazejici bodem V' protina primku BC v bodech A;, A;. Po-
dobné kruznice se stfedem ve stfedu strany C'A prochazejici bodem V protina piimku C'A
v bodech Bj, Bs a kruznice se stfedem ve stfedu strany AB prochazejici bodem V' pro-
tind primku AB v bodech C, C5. Ukazte, ze body Ay, Az, By, B, C1, C5 lezi na jedné
kruznici.

3.2.72

Necht P je libovolny vnitini bod delsiho oblouku AB kruznice opsané danému ostroithlému
trojuhelniku ABC. Oznac¢me V jeho otrocentrum a E patu vysky z vrcholu B. Piedpo-
kladejme, ze PAQB a PARC' jsou rovnobézniky a ze pfimka AQ protind piimku V R
v bodé X. Dokazte, ze pak plati EX || AP.

3.2.73

Najdéte vSechny trojice ¢isel k,1, m € (0,1) s vlastnosti: Zvolime-li na strandch BC, C'A,
AB libovolného trojuhelniku ABC' po fadé body D, E, F tak, aby platilo

IDC| = k|BC|, |EA| = I|CA|, |FB| = m|AB

budou mit trojuhelniky ABC a DEF spole¢né ortocentrum.
3.2.74

Najdéte vSechny trojice ¢isel k,1,m € (0,1) s vlastnosti (i), resp. (ii): Zvolime-li na stra-
nach BC, C A, AB libovolného trojihelniku ABC po fadé body D, E, I tak, aby platilo
|DC| = k|BC|, |EA|=I|CA]|, |[FB| =m|AB],

(i) bude stfed kruznice opsané trojuhelniku ABC ortocentrem trojihelniku DEF;

(ii) bude ortocentrum trojihelniku ABC' stiedem kruznice opsané trojihelniku DEF.
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Eulerova primka a Feuerbachova kruznice

Potiebné poznatky o Eulerové pfimce a Feuerbachové kruznici byly uvedeny drive v Pri-
kladech 3.1.16 a 3.1.19.
3.2.75

Necht O je stied kruznice opsané trojuhelniku ABC a K, L, M jsou postupné obrazy
bodu O v soumérnostech podle primek BC, AC a AB. Dokazte, ze ptimky AK, BL a
CM se protinaji v jednom bodé a urcete jeho roli v trojuhelniku ABC.

3.2.76

Necht ABCD je tétivovy ¢tyfuhelnik. Pro ¢tvefici trojahelnika BCD, ACD, ABD, ABC
dokazte nasledujici tvrzeni.

(1) Tezisté téchto trojuhelniku tvoii étyfuhelnik podobny ¢tyithelniku ABCD.

(2) Stiedy Feuerbachovych kruznic téchto trojihelnikii tvoti ¢tyithelnik podobny ¢étyt-
uhelniku ABCD.

(3) Ortocentra téchto trojuhelnik tvoii ¢tyithelnik shodny s ¢tyfthelnikem ABCD,
pritom oba ¢tyithelniky jsou soumérné sdruzené podle nékterého stiedu.

3.2.77

Je dan rtznostranny trojuhelnik ABC. Necht T', I a V' jsou postupné tézisté, stfed kruznice
vepsané a ortocentrum tohoto trojihelniku. Dokazte nerovnost |<TIV| > T.

Uziti kolmych prumétn

3.2.78

Dokazte, ze kdyz se vSechny vnittni thly daného konvexniho n-thelniku rovnaji a délky
po sobé jdoucich stran aq,as,...,a, splnuji podminku a; > as > ... > a,, pak zadna
z téchto nerovnosti neni ostra, tj. plati a1 = a3 = .-+ = a, (a jde tak o pravidelny
n-thelnik).

3.2.79

Je dan konvexni k-tthelnik. Dokazte, ze kazdy jeho vnitini bod ma tyz soucet vzdalenosti
od k primek, na kterych lezi strany daného k-tithelniku, pravé kdyz soucet vsech k jednot-
kovych vektorti vnéjsich normal k témto strandm je roven nulovému vektoru.

3.2.80

Uvnitf rovnostranného trojuhelniku ABC je dan bod M. Ozna¢me M,, M,, M. paty
kolmic z bodu M po fadé na strany BC, AC, AB. Dokazte rovnost

|AMy| + |BM.| 4+ |CM,| = |AM,.| + |BM,| + |CM,|.

3.2.81

Dokazte, ze konvexni ¢tyrtuhelnik, jehoz vSechny vrcholy maji stejny soucet vzdalenosti
od ¢tyt primek, na kterych lezi jeho strany, je rovnobéznik.

3.2.82

V prostoru je dano 10 vektort tak, ze soucet libovolnych deviti z nich méa velikost mensi,
nez je velikost souctu vSech 10 vektori. Dokazte, ze existuje osa, na kterou ma kazdy
z danych 10 vektort kladny kolmy primeét.
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3.2.83

Zak mél prekreslit konvexni mnohothelnik lezici v kruhu o poloméru 1 z jednoho listu
papiru na druhy. Prenesl prvni stranu, pak tihel, ktery svira tato strana s druhou stranou,
kterou ptenesl poté atd. Uhly zak pfenasel presné, aviak délky pirenésel s relativni chybou p,
coz znamena, ze usecku délky a zakreslil jako tisecku délky b, kde |§ — 1| < p. Po pfeneseni
posledni strany zjistil, Ze jeji koncovy bod ma od poc¢atecniho bodu prvni strany nenulovou
vzdalenost d. Dokazte, Ze plati d < 4p (nezavisle na poc¢tu stran mnohothelniku).

3.2.84

Dokazte, ze pro libovolny kone¢ny soubor vektoru dq, do, ..., d, lezicich v roviné s kartéz-
skou soustavou souradnic O, a jednotkové vektory €, svirajici thel ¢ s kladnou poloosou
plati

| Sl = [ 3 1@ alae =23 lal.
0 =1 0 =1 i=1

kde @;(¢) znaci kolmy primét vektoru a; do sméru vektoru €.

3.2.85

—

Dva konec¢né soubory vektort ay,ds,...,d, a l;l, 52, .o, by lezicl v jedné roviné maji tu
vlastnost, ze soucet velikosti kolmych priameétia vektord prvniho souboru na libovolnou
primku je nejvyse roven souctu velikosti kolmych priméti vektort druhého souboru na tu-
téz primku. Dokazte, Ze soucet velikosti vektorti prvniho souboru je nejvyse roven souctu
velikosti vektortd druhého souboru.

3.2.86

Lezi-li jeden konvexni mnohothelnik uvniti druhého, pak obvod prvniho z nich neprevysuje
obvod druhého z nich. Dokazte.

3.2.87

Soucet velikosti nékolika komplanarnich vektort je roven L. Dokazte, ze z téchto vektori
lze vybrat nékolik (pfipadné i jeden) tak, aby jejich soucet byl vektor o velikosti alespori %
3.2.88

Ma34-1i néktery konvexni mnohotihelnik vSechny strany i thlopricky kratsi nez d, pak jeho
obvod je kratsi nez wd. Dokazte.

3.2.89

Je-li soucet komplanarnich vektoru a, Z;, c, d roven nulovému vektoru, pak plati nerovnost
ld| + |b| +|C| +|d| > |a+d]|+ |b+d|+ |¢+ d]|. Dokazte.

3.2.90

Uvnitt libovolného konvexniho n-tthelniku A; A, . .. A, je vybran bod O urceny vektorovou
rovnosti O—Al) + 0—142) + -+ O—An) = 0. Dokazte, Ze obvod tohoto n-tthelniku neni mensi
nez ¢islo £ (|OA;| + |OAs|+ -+ -+ |OA,|). (Dotyény bod O = L(A; + Ay +--- + A,,) se
¢asto nazyva tézistém n-uhelniku A1 A, ... A,.)
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4 Aplikace vektorového a smiseného soucinu

4.1 Priklady teoretického vyznamu
4.1.1

Mé¢jme dany libovolné tii vektory a, l;, ¢ v prostoru. Dokazte vzorec
(@xb,&)=(bxca) = (Exab)=—(Gx&b)=—(bxadc)=—(Cxba.

4.1.2

Mé¢jme dany libovolné tii vektory a, bacv prostoru. Dokazte vzorec

S

@x (bx &)= (a,é)b—(ab)e.

4.1.3
Me¢jme dany libovolné ¢tyti vektory a, l;, c, dv prostoru. Dokazte vzorec

(@xb)x (Exd)={a,bxd)é—(abxc)d.

4.1.4
Mé¢jme dany libovolné ¢tyti vektory a, l;, c, dv prostoru. Dokazte vzorec

(@xb,éxd)=(aé)-(bd)—(ad)-(be).

4.1.5
Pro kazdy trojuhelnik ABC v prostoru ukazte, ze tii vektory

— —_—s = — —_— - — —_— =
=AB x (BC xCA), 1=BC x (CAx AB), & =CA x (AB x BC)

jsou vektory stran nékterého trojuhelniku, ktery je s ptivodnim trojihelnikem podobny.

4.2 Dalsi resené priklady
Ovérovani kolinearity
4.2.1
Necht ABCDE je konvexni pétithelnik. Ozna¢me M, N, P, ), R po fadé stiedy stran AB,
BC, CD, DE, EA. Dokazte, ze pokud se tsecky AP, BQ), CR a DM protinaji v jednom
bodé, pak tento bod lezi také na tisecce EN.
4.2.2

Tti kosmické sondy leti stalymi rychlostmi po tfech pfimych drahach, pritom ve vychozim
case t = 0 jejich pozice nelezely v jedné primce. Dokazte, ze pozdé€ji se tak muze stat
nejvyse dvakrat.

Vyjadrovani obsahu

4.2.3

Dokazte, ze trojuhelnik, jehoz délky stran se rovnaji délkam téznic trojihelniku ABC),
existuje a ma obsah rovny % obsahu trojuhelniku ABC.
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4.2.4

Uvnitt stran AC, AB daného trojihelniku ABC' jsou dany po fadé body D, E. Oznac¢me
M a N po tadé stiedy tsecek BD a C'E. Dokazte, ze obsah ¢tyithelniku BCDFE je roven
ctyfnasobku obsahu trojuhelniku AMN.

4.2.5

V konvexnim ¢tyithelniku ABC D, v némz neplati AB || C'D, zvolme body M, N na strané
AD a body P, @ na strané BC' tak, aby platilo

|[AM| = [MN|=|ND| a |BP|=|PQ|=|QC]|.

Dokazte, ze trojuhelniky MOP a NOQ, kde O je prisecik pifimek AB a C'D, maji stejny
obsah.

4.2.6

Oznacme P, Q, R, S, T, U po tadé stredy uhlopricek AC, BD, CE, DF, EA, FB kon-
vexniho Sestitthelniku ABCDEF'. Dokazte, ze obsah Sestithelniku ABC'DEF je ¢tytikrat
vétsi nez obsah Sestitthelniku PQRSTU.

4.2.7

Necht ABCDEF je konvexni Sestitthelnik, jehoz kazdé dvé protilehlé strany jsou rovno-
bézné. Dokazte, ze trojuhelniky ACE a BDF maji stejny obsah.

4.2.8

T bézci bézi stalymi rychlostmi po tfech rovnobéznych cestach lezicich v jedné roviné.
Pozice bézcti v ni urcuji pohyblivé body A, B, C. V pocatecnim case t = 0 ma troj-
thelnik ABC obsah 2 jednotky, v case t = 5 obsah 3 jednotky. Jaky obsah muze mit
v Case t = 107

4.2.9

Tt kosmické sondy leti stalymi rychlostmi po tfech primych navzajem rovnobéznych dra-
hach. Pozice sond v prostoru urcuji pohyblivé body A, B, C. V pocatecnim case t = 0
ma trojihelnik ABC obsah 2 jednotky, v ¢ase t = 1 obsah 3 jednotky a v case t = 2
obsah 4 jednotky. Dokazte, ze drahy vsech tt¥i sond lezi v jedné roviné.

4.2.10

Uvnitt thlu s vrcholem O a rameny tvorenymi polopfimkami o, o, je dan bod G. Uvazujme
vSechny pfimky prochézejici bodem G, jez protinaji obé polopiimky o, o, v bodech, které
pak ozna¢ime A a B. Pii jakém umisténi této pfimky bude obsah trojihelniku OAB
minimalni?

4.2.11

V konvexnim ¢tytthelniku ABC' D zvolme body M, N na strané AB a body P, ) na strané
CD tak, aby platilo |AM| = |NB| a |CP| = |QD|. Dokazte, ze pokud ¢tyfuhelniky AM QD
a BCPN maji stejny obsah, pak strana AB je rovnobézna se stranou C'D.

4.2.12

Pismenem s oznacime obsah libovolného konvexniho pétithelniku ABCDFE a pismeny a, b,
¢, d, e po fadé obsahy trojuhelniki ABC, BCD, CDE, DEA, EAB. Dokazte tzv. Mobitv
vztah

s? —s(a+b+c+d+e)+ (ab+bc+cd+de+ae) =0.
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Vyjadrovani objem
4.2.13

Uvnitf trojhranu s vrcholem O a rameny tvofenymi polopfimkami o,, oy, 0, je ddn bod G.
Uvazujme vSechny roviny prochéazejici bodem G, jez protinaji vSechny tii poloptimky o,,
0y, 0, vV bodech, které pak ozna¢ime A, B, C. Pii jakém umisténi této roviny bude objem
¢tyrsténu O ABC' minimalni?

4.2.14

Je dan ¢tyistén ABCD. Necht D1 je libovolny bod uvnitf trojuhelniku ABC a necht Ay,
Bi, C7 jsou priseciky pfimek rovnobéznych s DD; a prochézejicich vrcholy A, B, C' vzdy
se sténou Ctyrsténu protilehlou tomuto vrcholu. Dokazte, ze objem ctytsténu ABCD je
roven jedné tfetiné objemu Ctyfsténu A; B1CyD;.

4.2.15

Necht K, L jsou po fadé stiedy hran AB, C' D daného ¢étyfsténu ABC D. Dokazte, ze kazda
rovina obsahujici primku K L rozdéluje ¢tytstén ABC D na dvé ¢asti stejného objemu.
4.2.16

Na boc¢nich hrandach AA;, BB;, CCy trojbokého hranolu ABCA;B;C; jsou vybrany
po tfadé body M, N, K tak, ze soucet délek tisecek AM, BN, C'K je roven délce bocni
hrany tohoto hranolu. Najdéte pomér objemi daného hranolu a ¢tytstéenu M N KT, kde T'

Vvoev

Dikazy nerovnosti

4.2.17

V daném c¢tyisténu maji kazdé dvé mimobézné hrany stejnou délku. Ukazte, ze vSechny
stény takového ¢tyfsténu jsou ostroihlé trojuhelniky. (Nejprve dokazte, Ze v libovolném
Ctyrsténu plati: Soucet kaZdych dvou stenovych uhlu u kteréhokoliv vrcholu je vétsi neZ treti
sténovy thel u téhoz vrcholu. Odtud uz snadno plyne tvrzeni piikladu.)

4.2.18

Dokazte, ze soucet vSech tii sténovych thli u kteréhokoliv vrcholu obecného ctytsténu je
mensi nez 27.
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