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geometrii

Disertačńı práce
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Studijńı obor: Obecné otázky matematiky
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Abstrakt disertačńı práce

Předložená práce je metodickým textem věnovaným uplatněńı vektorových výpočt̊u v ele-
mentárńı geometrii. Tato metoda je v této práci využ́ıvána jak při odvozováńı geometrických
tvrzeńı, tak při řešeńı rozličných geometrických úloh, a to téměř vždy bez užit́ı souřadnic.

V prvńı teoretické kapitole jsou popsány základńı pojmy a poznatky vektorové algebry.
Zvláštńı d̊uraz je zde kladen na rozd́ıly mezi postaveńım vektor̊u v geometrii středńıch a vysokých
škol.

Následuj́ıćı tři kapitoly pak předkládaj́ı mnoho ukázek využit́ı vektor̊u v eukleidovské pla-
nimetrii i stereometrii. Každá z těchto kapitol je rozdělena na dvě podkapitoly. V prvńı z nich
vždy uvád́ıme př́ıklady, které maj́ı všeobecně známý geometrický význam, nebo které využijeme
při řešeńı daľśıch úloh, ve druhé pak rozmanité úlohy s detailně zapsaným řešeńım doplněným
zpravidla obrázkem.

Druhá kapitola se zabývá vektorovými výpočty afinńıch vztah̊u vyjádřených bez užit́ı délek
úseček a velikost́ı úhl̊u. Třet́ı nejobsáhleǰśı kapitola pak předkládá př́ıklady a úlohy řešené užit́ım
skalárńıho součinu vektor̊u. Obě podkapitoly jsou zde rozčleněny do jednotlivých paragraf̊u podle
témat a metod řešeńı zařazených př́ıklad̊u a úloh. Čtvrtá kapitola se věnuje využit́ı vektorového
a smı́̌seného součinu vektor̊u.

U všech převzatých př́ıkladu a úloh uvád́ıme odkaz na zdroj ze závěrečného seznamu použité
literatury č́ıtaj́ıćı 55 položek – 44 knih nebo sb́ırek úloh, 6 časopiseckých př́ıspěvk̊u, 5 interne-
tových a jiných dokument̊u. Náměty a řešeńı některých úloh jsou p̊uvodńı.

Dissertation Abstract

The submitted work is a methodical text mostly aimed at the use of vector calculations in
elementary geometry. This method is applied in deriving geometric statements as well as solving
various geometric problems, mostly without using coordinates.

In the introductory, theoretically conceived Chapter 1, the basic notions and results of vector
algebra are described. A special emphasis is put on the differences between the standing of vectors
in secondary school geometry and geometry of university level.

The three following chapters present numerous examples of the use of vectors in Euclidean
plane and solid geometry. Each of these chapters is divided into two subchapters. The first
of them give examples which have a generally known geometric meaning or are used in solving
other problems. The second subchapters contain various problems with detailed solutions, mostly
supplied with illustrations.

Chapter 2 deals with vector calculations of affine relations expressed without using line seg-
ment lengths and angle sizes. The largest Chapter 3 provides examples and problems solved
by means of the scalar (dot) product of vectors. The two subchapters are divided into indivi-
dual paragraphs according to the topics and solution methods of the presented examples and
problems. Chapter 4 deals with the use of the vector and mixed product of vectors.

The sources of all the included examples and problems are mentioned with reference to the
final bibliography. The list contains 55 items – 44 books and collections of problems, 6 journal
contributions, 5 internet or other sources. The subjects and solutions of some problems are
original.
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2.1 Př́ıklady teoretického významu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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Ověřováńı kolmosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 140
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Výpočty velikost́ı úhl̊u . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173
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Úvod

Předložená práce je metodickým textem určeným předevš́ım středoškolským učitel̊um, kteř́ı
chtěj́ı prohloubit své dovednosti při řešeńı úloh z elementárńı geometrie, př́ıpadně hledaj́ı náměty
z této oblasti matematiky pro práci s talentovanými žáky, jimž zvládnut́ı poměrně skromného
geometrického učiva daného běžným školńım vzdělávaćım programem nedělá žádné pot́ıže a kteř́ı
maj́ı zájem o řešeńı zaj́ımavěǰśıch úkol̊u s obsažněǰśımi ”zápletkami“, jež jsou při tom vyjádřeny
v pojmech i řešitelné prostředky, které žáci znaj́ı ze školy.

K řešeńı úloh elementárńı geometrie lze s úspěchem využ́ıt řadu metod. V souladu se zadáńım
je naše práce věnována ve školské praxi poměrně málo (neprávem) uplatňované metodě vekto-
rových výpočt̊u, na kterou při běžně koncipované výuce geometrie na středńı škole totiž nezbývá
čas. Význam vektor̊u v geometrii je sice všeobecně znám, redukuje se však většinou na jejich roli
v analytické geometrii. Naš́ım ćılem je přesvědčit čtenáře, že s vektory lze v geometrii účinně pra-
covat i bez souřadnic. Na toto téma jsme v literatuře věnované elementárńı geometrii, s výjimkou
brožury [bud–71] a paragrafu 12.1 knihy [eng–97], nenašli žádnou obsáhleǰśı metodickou práci,
nýbrž jen izolované (o to však p̊usobivěǰśı) ukázky, většinou ve sb́ırkách úloh z r̊uzných mate-
matických soutěž́ı, jak je patrno i ze seznamu pramen̊u uvedeného v závěru práce. Popǐsme nyńı
jej́ı celkovou stavbu.

V prvńı kapitole se zamýšĺıme nad postaveńım vektor̊u ve výuce geometrie na středńıch
školách a uvád́ıme komentovaný přehled aparátu vektorové algebry. V daľśıch kapitolách se pak
věnujeme aplikaćım vektor̊u při řešeńı konkrétńıch geometrických problémů. Jejich rozděleńı
do jednotlivých kapitol práce je provedeno na základě toho, které operace s vektory se v řešeńı
dotyčné situace uplatňuj́ı rozhoduj́ıćım zp̊usobem. Každá z těchto kapitol je pak rozdělena na dvě
podkapitoly. V prvńı z nich uvád́ıme př́ıklady, které maj́ı bud’ všeobecně geometrický význam
(tj. pojednávaj́ı o klasických výsledćıch, které si každý vážný zájemce o geometrii rád zapa-
matuje), nebo které následně uplatńıme při detailně zapisovaných řešeńıch úloh, tvoř́ıćıch náplň
druhé podkapitoly. Tu pak většinou čleńıme na několik neč́ıslovaných paragraf̊u podle př́ıbuznosti
metod nebo námět̊u řešených úloh. Touto systematizaćı se snaž́ıme pouhou sb́ırku úloh přeměnit
na cenněǰśı metodickou př́ıručku. O práci v matematice je totiž dobře známo, že uplatněńım po-
dobného obratu v několika odlǐsných situaćıch se z ojedinělého postupu řešeńı stává skutečná
metoda.

Při sestavováńı zmı́něných kolekćı př́ıklad̊u a úloh jsme byli vedeni snahou, aby výsledná
práce źıskala rys jisté encyklopedičnosti, spoč́ıvaj́ıćı v soustředěńı do jednoho textu všech roz-
manitých konkrétńıch ukázek uplatněńı jednotlivých vektorových metod, které jsme v dostupné
literatuře našli, aniž bychom dopustili rutinńı opakováńı těchže geometrických situaćı s nepa-
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trnými obměnami. Bylo nesnadné předem odhadnout, jak takové pojet́ı ovlivńı celkový rozsah
práce. Abychom dodrželi rozumnou mı́ru, rozhodli jsme se v závěrečné etapě př́ıpravy práce, že
do výsledného textu v̊ubec nezařad́ıme téma komplexńıch č́ısel, kterými lze popisovat body a
vektory v rovině a která se v této roli stávaj́ı efektivńım prostředkem planimetrických výpočt̊u,
jenž by si zasloužil samostatný rozsáhleǰśı text.

U zadáńı zařazených př́ıklad̊u a úloh uvád́ıme odkazy na zdroj, ze kterého jsme daný námět
převzali. Výjimku tvoř́ı klasické výsledky a všeobecně známé úlohy, u kterých by bylo obt́ıžné
vypátrat p̊uvod. Některé náměty jsou označeny jako p̊uvodńı (přesněji to znamená, že nejsou
převzaté, nevylučujeme t́ım však, že námět byl publikován ve zdroji, který jsme neměli k dis-
pozici). Konečně k některým známým výsledk̊um poznamenáváme, že námi uváděné vektorové
d̊ukazy jsou rovněž ”p̊uvodńı“ v právě upřesněném významu. Znamená to samozřejmě, že tyto
výsledky se v literatuře obvykle dokazuj́ı odlǐsnými metodami.
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Kapitola 1

Vektorová algebra a jej́ı geometrický
model

Geometrii roviny a tř́ırozměrného prostoru můžeme budovat dvěma odlǐsnými metodami.
Při prvńı z nich, zvané syntetická metoda, pracujeme př́ımo s geometrickými objekty a jim
př́ıslušnými veličinami (jako jsou délka, obsah nebo objem), přičemž teoretické poznatky o nich
postupně odvozujeme ryze geometrickou cestou bez zvláštńıch početńıch prostředk̊u, a to na zá-
kladě využit́ı již dř́ıve odvozených poznatk̊u nebo základńıch postulát̊u, které přij́ımáme za prav-
divé. Při druhé, tzv. analytické metodě, nejjednodušš́ım geometrickým objekt̊um, tedy bod̊um,
vhodným zp̊usobem přǐrazujeme skupiny č́ısel zvané souřadnice, abychom daľśı geometrické ob-
jekty, veličiny a jejich vlastnosti mohli vyjadřovat a studovat výrazy, rovnicemi a nerovnicemi
pro souřadnice bod̊u, které zkoumané útvary vytvářej́ı. K odvozovańı výsledk̊u i při řešeńı úloh
v geometrii nám tato algebraizace umožňuje účinně využ́ıvat kalkulus reálných č́ısel a polynomů,
lineárńı algebru nebo matematickou analýzu. Jakmile je výpočtová etapa každého takového po-
stupu u konce, muśıme samozřejmě dát zpětně jeho výsledku správnou geometrickou interpretaci.

Praktická výuka geometrie na základńıch a středńıch školách je postupným rozšǐrováńım
poznatk̊u o geometrických objektech předevš́ım syntetickou metodou. Neńı a jistě ani nemůže
být zcela exaktńı realizaćı matematické teorie, která by vyžadovala formálně postulovat výchoźı
základńı vlastnosti bod̊u, př́ımek a rovin v podobě soustavy axiomů (jimiž jsou tyto objekty
vlastně definovány). Je nepoṕıratelně správné, že tyto základy předkládáme dětem (podobně
jako v př́ırodńıch vědách) jako pravdivé poznatky, abstrahované z reality světa, ve kterém žijeme.
Odvoláváme se přitom na zkušenosti žák̊u z fyzickými objekty, které jsou v́ıce či méně doko-
nalými modely př́ımek, rovin apod.

Struktura geometrického učiva je tradičně rozvržena tak, že v hodinách matematiky se žáci
seznamuj́ı s vektory až ve vyšš́ıch ročńıćıch středńı školy, kdy maj́ı již syntetickou geometrii
zvládnutou v prakticky konečné podobě a přistupuj́ı k soustavnému studiu analytické geometrie.
I v tomto př́ıpadě maj́ı žáci s novým geometrickým objektem předchoźı praktické zkušenosti –
z hodin fyziky znaj́ı pojem śıly (veličiny, která má nejen velikost, ale i směr) a z hodin geometrie
maj́ı ponět́ı o shodném zobrazeńı zvaném posunut́ı, zadávaném pomoćı orientovaných úseček.
Zařazeńı vektorového počtu do úvodu tématického okruhu analytické geometrie je nanejvýš
účelné – pracovat např́ıklad s rovnicemi př́ımek a rovin bez pojmu směrový či normálový vektor
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by bylo velmi obt́ıžné či sṕı̌se nemožné.
V popsané etapě výuky geometrie na středńı škole (ř́ıkejme j́ı dále školská geometrie), kdy žáci

maj́ı již osvojenu syntetickou podobu teorie bodových prostor̊u (konkrétně eukleidovské roviny a
tř́ırozměrného eukleidovského prostoru), je přirozené, že vektory zavád́ıme pomoćı uspořádaných
dvojic bod̊u, které přitom interpretujeme jako orientované úsečky. Studenti učitelstv́ı matema-
tiky pak o pár let později zažij́ı na fakultách v základńım kurzu geometrie (dále vyšš́ı geometrie)
překvapeńı, když je jim předkládáno, jak se naopak bodové prostory buduj́ı z vektorových pro-
stor̊u, jejichž abstraktńı teorii předt́ım poznali v kurzu lineárńı algebry. Pro mnohé z nich pak
školská a vyšš́ı geometrie z̊ustanou téměř bez souvislosti a na tu druhou po přechodu do učitelské
praxe někdy zapomenou.

Vrat’me se však k výuce vektor̊u ve školské geometrii. Po již naznačené syntetické definici
vektor̊u jsou rovněž geometrickou cestou zaváděny operace sč́ıtáńı vektor̊u, násobeńı vektoru
č́ıslem, skalárńı násobeńı dvou vektor̊u, př́ıpadně jejich daľśı druhy násobeńı (podle obsažnosti
vzdělávaćıch programů jednotlivých škol). Současně jsou žáci seznamováni se základńımi vlast-
nostmi těchto operaćı, které z pohledu vyšš́ı geometrie jsou axiomy obecných či eukleidovských
vektorových prostor̊u. Ve středoškolských učebnićıch jsou tyto vlastnosti (z pochopitelných
d̊uvod̊u) často uváděny bez d̊ukaz̊u. Současně se v nich dř́ıve nebo později přecháźı k souřad-
nicovým vyjádřeńım vektor̊u, což je samozřejmě d̊uležité předevš́ım pro daľśı výklad analytické
geometrie př́ımek a rovin. Umožňuje to však i podávat potřebně krátké, totiž analytické d̊ukazy
vlastnost́ı zmı́něných operaćı s vektory. Pro zaj́ımavost uved’me, že i definice skalárńıho součinu
dvou vektor̊u má v současné gymnaziálńı učebnici [koč–09] analytickou (tj. souřadnicovou) po-
dobu. Poté je dokázána nezávislost této definice na volbě kartézské soustavy souřadnic a nakonec
je odvozen běžný geometrický význam této operace.

Právě zmı́něné zaujet́ı souřadnicemi vektor̊u ve školské matematice je jistě přirozené a pro
daľśı výklad analytické geometrie nezbytné. Tak trochu stranou však přitom z̊ustává fakt, že
vybudovaná struktura, zvaná vektorová algebra, je sama o sobě mocným prostředkem odvo-
zováńı geometrických výsledk̊u. Nemůžeme vinit školskou geometrii, omezenou ve svém roz-
sahu celkovou časovou dotaćı přidělenou předmětu matematika, že nenab́ıźı př́ılǐs mnoho ukázek
účinného uplatněńı kalkulu vektorové algebry (bez přechodu k souřadnićım vektor̊u) při obje-
vováńı netriviálńıch geometrických poznatk̊u. Ostatně ani vyšš́ı geometrie ve fakultńıch kurzech
neńı na tom o mnoho lépe. Jsme však přesvědčeni, že kvalitńı učitelé matematiky by měli
mı́t o tomto aspektu vektorové algebry dobré povědomı́. Tento názor posiloval naše úsiĺı při
př́ıpravě předložené práce, která je strukturovaným koncentrátem takových ukázek, sebraných
z dostupných zdroj̊u. Jejich výkladu doplněném o metodické poznámky předcháźı tato vstupńı
kapitola, o jej́ımž smyslu a pojet́ı nyńı pojednáme.

V jednotlivých částech této kapitoly, která má teoretický charakter, se budeme přehledně
zabývat vektorovou algebrou a jej́ım geometrickým modelem pro rovinu a tř́ırozměrný prostor.
Podaným zp̊usobem náš text v žádném př́ıpadě neaspiruje na učebnici vektorového počtu v ge-
ometrii. Jeho skromněǰśım ćılem je pouze podat přehled pojmů a poznatk̊u potřebných pro
výklad př́ıklad̊u a úloh v daľśıch kapitolách. Proto v textu neuvád́ıme ty d̊ukazy, které jsou
bud’ triviálńı, nebo naopak technicky náročné, zato však komentujeme, kdykoliv to považujeme
za účelné, odlǐsnosti nebo souvislosti výkladu př́ıslušného pojmu nebo poznatku ve školské a
vyšš́ı geometrii. Domńıváme se, že právě t́ım vyjdeme vstř́ıc středoškolským učitel̊um, kterým je
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naše metodicky zaměřená práce určena předevš́ım. Svým žák̊um pak mohou předkládat ukázky
aplikaćı vektorové algebry z daľśıch kapitol prakticky bez omezeńı, nebot’ jejich řešeńı (s nepa-
trnými výjimkami) neobsahuj́ı žádné poznatky nad rámec školské matematiky.

1.1 Vektorové a afinńı prostory

K základńı výbavě vektorového počtu patř́ı, že vektory z téhož prostoru můžeme mezi sebou
sč́ıtat a násobit je skaláry (č́ısly). Při utvářeńı představ o těchto operaćıch ~u + ~v a t · ~u měla
prioritńı roli prvńı z nich; druhá operace byla odvozena z výsledk̊u opakovaného sč́ıtáńı téhož
vektoru

~u+ ~u = 2 · ~u , ~u+ ~u+ ~u = 3 · ~u , . . .

Fundamentálńı vlastnosti obou operaćı přivedly matematiky k definici abstraktńıho vektorového
prostoru. Po jej́ı formulaci rovnou uvedeme stručný výčet pojmů a poznatk̊u z lineárńı algebry,
které jsou s definićı vektorového prostoru spojeny a které budeme v naš́ı práci potřebovat. Teprve
poté se budeme věnovat geometrické interpretaci vektor̊u a dvou zmı́něných operaćı, která nás
přivede k pojmu abstraktńıho afinńıho prostoru.

Definice 1.1.1: Necht’ R je těleso reálných č́ısel a V množina (prvk̊um množiny V budeme
ř́ıkat vektory a budeme je značit ~v) s binárńı operaćı V ×V → V , kterou budeme značit +. Dále
necht’ je definováno zobrazeńı R × V → V , které t ∈ R a ~v ∈ V přǐrad́ı prvek z množiny V ,
který budeme značit a · ~v, toto zobrazeńı budeme nazývat násobeńı prvku množiny V reálným
č́ıslem a značit jej ·. Necht’ tyto dvě operace splňuj́ı následuj́ıćı axiomy

(i) ∀~u,~v, ~w ∈ V : (~u+ ~v) + ~w = ~u+ (~v + ~w),

(ii) ∀~u,~v ∈ V : ~u+ ~v = ~v + ~u,

(iii) ∃~o ∈ V, ∀~u ∈ V : ~u+ ~o = ~u,

(iv) ∀~u ∈ V, ∃−~u ∈ V : ~u+ (−~u) = ~o,

(v) ∀~u,~v ∈ V, ∀t ∈ R : t(~u+ ~v) = t · ~u+ t · ~v,

(vi) ∀~u ∈ V, ∀t, s ∈ R : (t+ s) · ~u = t · ~u+ s · ~u,

(vii) ∀~u ∈ V, ∀t, s ∈ R : (ts) · ~u = t · (s · ~u),

(viii) ∀~u ∈ V : 1 · ~u = ~u.

Pak čtveřice (V,+, ·,R) se nazývá vektorový prostor nad tělesem reálných č́ısel. Vektor ~o po-
psaný v axiómu (iii) nazveme nulový vektor a vektor −~u popsaný v axiómu (iv) opačný vektor
k vektoru ~u.

K uvedené definici předevš́ım poznamenejme, že podle axiómů (i)–(iv) je (V,+) komutativńı
grupa. Přitom axiómy (i) a (ii) jsou asociativńı a komutativńı zákony pro sč́ıtáńı vektor̊u, (iii) a
(iv) zavád́ı existenci nulového a opačného vektoru. Dále budeme psát mı́sto ~u+ (−~v) jednoduše
~u − ~v, mı́sto t · ~u pak t~u. Běžně budeme také hovořit o vektorovém prostoru V mı́sto přesného
označeńı (V,+, ·,R). Nebudeme tedy dále ani připomı́nat, že se vždy jedná o vektorový prostor
nad tělesem R.
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Z axiomů vektorového prostoru plynou daľśı jednoduchá pravidla:

0~u = ~o , (−1)~u = −~u , (−t)~u = −t~u , −(−~u) = ~u ,

t(~u− ~v) = t~u− t~v , (t− s)~u = t~u− s~u , t~o = ~o .

Definice 1.1.2: Necht’ V je vektorový prostor. Neprázdná podmnožina W množiny V se nazývá
podprostor vektorového prostoru V , jestliže plat́ı obě implikace

(i) ~u,~v ∈W ⇒ ~u+ ~v ∈W , (ii) ~u ∈W, t ∈ R ⇒ t~u ∈W .

Podprostor̊um {~o} a V ř́ıkáme triviálńı podprostory prostoru V , ostatńı podprostory nazýváme
netriviálńımi.

Je jasné, že podprostor W ⊆ V je sám vektorový prostor (s operacemi přenesenými z V ).
Rovněž zřejmým, avšak (nejen geometricky) významným d̊usledkem předchoźı definice je vlast-
nost, že pr̊unikem dvou podprostor̊u téhož vektorového prostoru je opět jeho podprostor.

Definice 1.1.3: Necht’ V je vektorový prostor a ~u1, . . . , ~uk ∈ V , t1, . . . , tk ∈ R. Vektor

k∑
i=1

ti~ui

se nazývá lineárńı kombinace vektor̊u ~u1, . . . , ~uk s koeficienty t1, . . . , tk.
Je-li M = {~u1, . . . , ~uk} neprázdná podmnožina ve V , pak množinu všech lineárńıch kombinaćı
vektor̊u množiny M nazveme podprostor generovaný množinou M (resp. podprostor generovaný
vektory ~u1, . . . , ~uk) a budeme jej značit 〈M〉 = 〈~u1, . . . , ~uk〉.1

Definice 1.1.4: Podmnožina M vektorového prostoru V se nazývá lineárně závislá, pokud
některý vektor množiny M lze vyjádřit jako lineárńı kombinaci ostatńıch vektor̊u této množiny.
V opačném př́ıpadě se množina M nazývá lineárně nezávislá.2

Snadno se dokáže, že množina vektor̊u M = {~u1, . . . , ~uk} je lineárně závislá právě tehdy,
když nulový vektor lze vyjádřit jako netriviálńı lineárńı kombinaci vektor̊u této množiny, tedy
když existuj́ı t1, . . . , tk ∈ R, z nichž alespoň jedno je r̊uzné od nuly, pro která plat́ı

t1~u1 + · · ·+ tk~uk = ~o .

Při řešeńı úloh oceńıme následuj́ıćı pravidlo: Jsou-li ~u1, . . . , ~uk lineárně nezávislé vektory,
pak jejich lineárńı kombinace ~v1, . . . , ~vk dané rovnostmi

~vj =
k∑
i=1

tij~ui

jsou lineárně závislé právě tehdy, když z koeficient̊u tij sestavená čtvercová matice (tij)ki,j=1 má
nulový determinant.

1Lze ukázat, že tato množina je opravdu vektorovým podprostorem a definice je tedy korektńı.
2Často nemluv́ıme o množině a ř́ıkáme, že vektory ~u1, . . . , ~uk jsou lineárně závislé, resp. lineárně nezávislé.

Nevylučujeme ani, že pro některá i 6= j plat́ı ~ui = ~uj (pak je ovšem daná skupina vektor̊u lineárně závislá).
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Definice 1.1.5: Báźı vektorového prostoru V rozumı́me každou jeho lineárně nezávislou množinu
generátor̊u, tedy každou lineárně nezávislou množinu M s vlastnost́ı 〈M〉 = V . Počet n vektor̊u
báze M = {~u1, . . . , ~un} nazýváme dimenźı vektorového prostoru V , znač́ıme ji dimV .3

Z předchoźı definice plyne, že množina M = {~u1, . . . , ~un} je báźı vektorového prostoru V
právě tehdy, když každý vektor ~x tohoto vektorového prostoru lze jednoznačně vyjádřit jako
lineárńı kombinaci vektor̊u této množiny, neboli když existuje právě jedna posloupnost č́ısel
t1, . . . , tn ∈ R, pro niž plat́ı

~x = t1~u1 + · · ·+ tn~un .

Těmto č́ısl̊um ti ř́ıkáme souřadnice vektoru ~x v dané (uspořádané) bázi M . Všechny vektory ~x
prostoru V tak jsou ve vzájemně jednoznačné korespondenci se všemi uspořádanými n-ticemi
reálných č́ısel (t1, . . . , tn), které tvoř́ı množinu Rn, kartézský součin n exemplář̊u tělesa R. Při
této bijekci V → Rn se operace vektorového součtu a násobeńı vektoru skalárem přenesou na Rn

takto:

(x1, . . . , xn) + (y1, . . . , yn) = (x1 + y1, . . . , xn + yn) , t(x1, . . . , xn) = (tx1, . . . , txn)

pro libovolné dvě n-tice (x1, . . . , xn) a (y1, . . . , yn) z Rn a každé t ∈ R. Množina Rn s těmito
operacemi se tak stává vektorovým prostorem, který je základem pro souřadnicový model n-roz-
měrného geometrického prostoru. O něm se později ještě zmı́ńıme, nyńı se však budeme věnovat
vektor̊um ve školské geometrii.

Jak jsme již zd̊uraznili, geometrie př́ımky, roviny a tř́ırozměrného prostoru je ve škole bu-
dována syntetickou metodou, která však neńı d̊usledně deduktivńı a axiomatická. Přijměme
tedy poznatky školské matematiky o prostorech dimenze 1, 2 a 3 (jakožto množinách bod̊u)
za výchoźı a posud’me, jak se na tomto základě buduje aparát vektor̊u. Nejprve seznámı́me
žáky s pojmem vázaného vektoru. Rozumı́me j́ım každou orientovanou úsečku

−→
AB s počátečńım

bodem A a koncovým bodem B; tuto orientaci při kresleńı naznačujeme šipkou u koncového
bodu B.4 Zvoĺıme-li v prostoru pevně bod O, pak každý vázaný vektor

−→
OA nazýváme polo-

hovým vektorem př́ıslušného bodu A, nebot’ t́ımto vektorem je poloha každého bodu A určena.

K daľśımu výkladu lze žáky motivovat konstatováńım, že vázané vektory se společným
počátečńım bodem můžeme sč́ıtat zp̊usobem, který je z fyziky znám jako pravidlo rovnoběž-
ńıku (pro skládáńı sil): Součtem dvou daných vektor̊u

−→
AB a

−→
AD je ten vektor

−→
AC, jehož kon-

cový bod C tvoř́ı s danými body A, B, D rovnoběžńık ABCD. Rovnost
−→
AC =

−→
AB +

−→
AD má

významnou kinematickou interpretaci: Výsledný vektor
−→
AC určuje posunut́ı (celého prostoru),

které je složeńım dvou posunut́ı, jež jsou určeny vektory
−→
AB a

−→
AD. Tento druh žák̊um známého

shodného zobrazeńı lze zadat libovolným z vázaných vektor̊u
−−→
XY , kde Y je obraz bodu X.

3Dá se ukázat, že má-li jedna báze daného prostoru n vektor̊u, muśı každá jeho báze obsahovat právě n
vektor̊u, definice dimenze je tedy korektńı. Lineárńımi prostory, které žádnou konečnou bázi nemaj́ı, tedy prostory
nekonečné dimenze, se v práci v̊ubec nebudeme zabývat.

4Úsečka se šipkou je dobrým znázorněńım vázaného vektoru
−→
AB, který však je – formálně vzato – uspořádanou

dvojićı (A, B) libovolných dvou bod̊u téhož prostoru.
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To nás přivád́ı k pojmu volného vektoru (který má r̊uzná umı́stěńı v podobě vázaných vektor̊u
určuj́ıćıch totéž posunut́ı) a možnosti takové vektory sč́ıtat, jak naznačujeme na obrázku napravo
od rovnoběžńıku ABCD.

Co maj́ı vázané vektory
−→
AB a

−→
DC jako umı́stěńı téhož volného vektoru ~u společné? Žáky může

překvapit, že odpověd’ – stejná délka, rovnoběžnost a stejná orientace – může být vyjádřena
jedinou vlastnost́ı: Středy úseček AC a BD jsou totožné. Takové vázané vektory

−→
AB a

−→
DC se

ve středoškolských učebnićıch nazývaj́ı ekvipolentńı. Volný vektor ~u se pak definuje jako množina
(tř́ıda) všech navzájem ekvipolentńıch vázaných vektor̊u

−→
AB určených body A, B téhož pro-

storu; od zápisu
−→
AB ∈ ~u pro umı́stěńı

−→
AB vektoru ~u (pokud se v̊ubec zavád́ı) se rychle přecháźı

k méně formálńı rovnosti
−→
AB = ~u a př́ıvlastky volný a vázaný se vynechávaj́ı. Zavád́ı se též

relace – vektor ~u lež́ı na př́ımce p, resp. v rovině %. Velice významnou je úmluva: Skutečnost,
že (vázaný) vektor

−→
AB je umı́stěńım (volného) vektoru ~u, zapisujeme dvěma navzájem ekviva-

lentńımi zp̊usoby
~u = B −A a také B = A+ ~u ,

které žáci oceńı jako rozumné později při vyjadřováńı bod̊u a vektor̊u souřadnicemi. Stoj́ı za to
hned žáky upozornit, že – pro daný bod A a daný vektor ~u – bod B z těchto rovnost́ı vždy existuje
a je jediný. Ř́ıkáme tehdy, že bod B je koncovým bodem umı́stěńı vektoru ~u do počátečńıho
bodu A.

Dostáváme se ke školské definici vektorového součtu ~u+~v : Jsou-li
−→
AB a

−→
BC umı́stěńı vektor̊u

~u a ~v, pak vektorem ~u+ ~v nazýváme vektor s umı́stěńım
−→
AC. Tomu odpov́ıdaj́ı zápisy5

−→
AB +

−→
BC =

−→
AC a také (B −A) + (C −B) = C −A .

Z pohledu školské geometrie je celkem zřejmé, že takto zavedené sč́ıtáńı vektor̊u je korektńı
operace na množině V všech volných vektor̊u spojených s daným prostorem a že jsou splněny
axiomy (i)-(iv) z Definice 1.1.1. Přitom roli nulového vektoru ~o hraje vektor

−→
AA; dva navzájem

opačné vektory maj́ı umı́stěńı
−→
AB a

−→
BA. K druhé operaci násobeńı vektoru č́ıslem uved’me: Je-li

~u vektor s umı́stěńım
−→
AB a t libovolné reálné č́ıslo, pak vektor t~u je podle školské definice vektor

s umı́stěńım
−−→
AB′, kde B′ je obraz bodu B ve stejnolehlosti se středem v bodě A a koeficientem t;

jeho konstrukci pomoćı obrazu t na č́ıselné ose vid́ıme na obrázku (červeně vyznačené úsečky
jsou rovnoběžné).

5Prvńı zápis evokuje složeńı dvou posunut́ı
”
od A k B“ a

”
od B k C“, druhý zápis naznačuje, že při operaćıch

+ a − s body je možné provádět některé úpravy jako při operaćıch s č́ısly. Pojednáme o nich za chv́ıli podrobně.
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T́ımto zp̊usobem se z množiny V všech volných vektor̊u (v př́ımce, rovině, či prostoru) stává
vektorový prostor ve smyslu Definice 1.1.1. Tuto etapu exkurze do školské geometrie uzavřeme
připomenut́ım terminologie spojené s lineárńı závislost́ı vektor̊u. Každé dva lineárně závislé
vektory ~u, ~v se v geometrii nazývaj́ı kolineárńı, jsou-li nav́ıc nenulové, ř́ıkáme jim rovnoběžné
vektory ~u a ~v. V tomto př́ıpadě existuje č́ıslo t 6= 0 takové, že ~u = t~v; podle toho zda t > 0 nebo
t < 0 mluv́ıme o souhlasně rovnoběžných, resp. nesouhlasně rovnoběžných vektorech ~u a ~v. Pro
tři lineárně závislé vektory už́ıváme geometrický termı́n komplanárńı vektory.

Jak jsme již uvedli, výchoźı strukturou v kurzech vyšš́ı geometrie je obecný vektorový prostor.
Teprve na něm je založena definice bodového prostoru jakožto abstraktńı množiny, v ńıž je každé
uspořádané dvojici prvk̊u přǐrazen vektor z téhož vektorového prostoru. Toto přǐrazeńı muśı
pochopitelně splňovat podmı́nky, které máme ze školské geometrie dobře zažité.

Definice 1.1.6: Necht’ A je neprázdná množina a V vektorový prostor konečné dimenze. Dále
mějme zobrazeńı f : A×A → V splňuj́ıćı tyto podmı́nky:

(i) pro každé A ∈ A a každé ~u ∈ V existuje jediné B ∈ A takové, že f(A,B) = ~u,

(ii) pro každá A,B,C ∈ A plat́ı f(A,B) + f(B,C) = f(A,C).

Pak trojice (A, V, f) se nazývá afinńı prostor, prvky množiny A nazýváme body a vektorový
prostor V zaměřeńı afinńıho prostoru, znač́ıme jej Z(A).

Poznamenejme, že namı́sto formálńıho zapisováńı trojice (A, V, f) mluv́ıme o afinńım pro-
storu A se zaměřeńım V a zobrazeńı f zapisujeme stejně jako ve školské matematice rovnost́ı

f(A,B) =
−→
AB = B −A , takže B = A+ ~u ⇔ ~u =

−→
AB .

Pak se axiom (ii) definice afinńıho prostoru vyjádř́ı známou rovnost́ı
−→
AB +

−→
BC =

−→
AC. Vazbu

mezi abstraktńım pojet́ım afinńıho prostoru a předchoźım výkladem školské geometrie ještě
upevńıme konstatováńım, že v afinńım prostoru A lze zavést pojem středu libovolné uspořádané
dvojice bod̊u (A,B) a že pro libovolné čtyři body A,B,C,D ∈ A rovnost

−→
AB =

−→
CD nastane

právě tehdy, když dvojice (A,D) a (B,C) jsou ekvipolentńı, to jest maj́ı společný střed.
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Naznačme postup: Středem S dvojice bod̊u A,B ∈ A se nazývá takový bod S ∈ A, pro který
jsou vektory

−→
AS a

−→
BS navzájem opačné. Jeho existence, jednoznačnost a vyjádřeńı

S = A+
1
2
−→
AB

je d̊usledkem triviálńıch vztah̊u
−→
AS +

−→
BS = ~o ⇔ 2

−→
AS =

−→
AS −

−→
BS a

−→
AS −

−→
BS =

−→
AS +

−→
SB =

−→
AB .

Ekvivalence rovnost́ı
−→
AB =

−→
CD a A+ 1

2

−→
AD = B + 1

2

−→
BC je pak d̊usledkem porovnáńı vyjádřeńı

A+
1
2
−→
AD = A+

1
2

(
−→
AB +

−→
BD) = A+

−→
AB +

1
2

(
−→
BD −

−→
AB) = B +

1
2

(
−→
BD −

−→
AB) ,

B +
1
2
−→
BC = B +

1
2

(
−→
BD +

−→
DC) = B +

1
2

(
−→
BD −

−→
CD) .

Abychom uvedená odvozeńı mohli zapisovat pohodlněji, totiž zp̊usobem

(S −A) + (S −B) = ~o ⇔ 2S = A+B ⇔ S =
1
2
A+

1
2
B = A+

1
2

(B −A) ,

B −A = D − C ⇔ A+D = B + C ⇔ 1
2

(A+D) =
1
2

(B + C) ,

pojednejme nyńı o lineárńıch kombinaćıch bod̊u, tedy o výrazech

t1A1 + t2A2 + · · ·+ tkAk ,

kde A1, . . . , Ak jsou body téhož afinńıho prostoru A a t1, . . . , tk ∈ R. Zvolme libovolný bod
O ∈ A a zkusme nejdř́ıve uvedenou lineárńı kombinaci interpretovat jako vektor

~u = t1
−−→
OA1 + t2

−−→
OA2 + · · ·+ tk

−−→
OAk .

Taková interpretace bude korektńı, když při jiné volbě O′ ∈ A dostaneme vektor

~v = t1
−−−→
O′A1 + t2

−−−→
O′A2 + · · ·+ tk

−−−→
O′Ak ,

který bude vždy shodný s vektorem ~u. Z vyjádřeńı

~v =
k∑
i=1

ti
−−→
O′Ai =

k∑
i=1

ti(
−−→
O′O +

−−→
OAi) =

(
k∑
i=1

ti

)
−−→
O′O + ~u

vid́ıme, že rovnost ~v = ~u bude platit pro každý bod O′ právě tehdy, když bude součet koefi-
cient̊u ti roven nule. Dostáváme tak př́ıpad, kdy lineárńı kombinaci bod̊u budeme chápat jako
vektor (v popsaném pojet́ı):

k∑
i=1

ti = 0 ⇒
k∑
i=1

tiAi ∈ V .
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(Je to ve shodě s dř́ıve zavedeným rozd́ılem bod̊u: 1 · B − 1 · A = B − A =
−→
AB.) Ve druhém

významném př́ıpadě budeme lineárńı kombinaci bod̊u interpretovat jako bod, tedy

A = t1A1 + t2A2 + · · ·+ tkAk .

Dotyčný bod A zadáme polohovým vektorem

−→
OA = t1

−−→
OA1 + t2

−−→
OA2 + · · ·+ tk

−−→
OAk .

Bude to korektńı postup, když takto určený bod A bude nezávislý na volbě bodu O, když tedy
pro libovolné dva body O, O′ bude platit

O +
k∑
i=1

ti
−−→
OAi = O′ +

k∑
i=1

ti
−−→
O′Ai neboli

−−→
OO′ =

(
k∑
i=1

ti

)
−−→
OO′ .

Vid́ıme, že tato rovnost nastane, pro každé O, O′ právě tehdy, když bude součet koeficient̊u ti
roven jedné. To je hledaná podmı́nka pro př́ıpad bodové interpretace:

k∑
i=1

ti = 1 ⇒
k∑
i=1

tiAi ∈ A .

(Tak např́ıklad dř́ıve zavedený součet bodu a vektoru A +
−→
BC zaṕı̌seme lineárńı kombinaćı

A + C − B; z jejich koeficient̊u 1, 1, −1 se součtem 1 plyne, že tato kombinace má smysl a že
určuje bod.)

Předchoźı výklad nás opravňuje k následuj́ıćı definici, jej́ıž korektnost zvýrazńıme zápisem
vektor̊u

−−→
OAi v dř́ıve dohodnuté podobě rozd́ıl̊u Ai −O.

Definice 1.1.7: Necht’A1, A2, . . . , Ak jsou body afinńıho prostoruA a t1, t2, . . . , tk ∈ R. Zápisem

t1A1 + t2A2 + · · ·+ tkAk

v př́ıpadě t1 + t2 + · · ·+ tk = 1 rozumı́me bod

O + t1(A1 −O) + t2(A2 −O) + · · ·+ tk(Ak −O) ,

zat́ımco v př́ıpadě t1 + t2 + · · ·+ tk = 0 stejným zápisem rozumı́me vektor

t1(A1 −O) + t2(A2 −O) + · · ·+ tk(Ak −O) ,

přitom v obou př́ıpadech je O libovolný bod v A.

Zd̊urazněme výhodu, kterou lineárńı kombinace bod̊u Ai s koeficienty ti přinášej́ı. Protože
se u obou interpretaćı jedná o zkrácený zápis lineárńı kombinace vektor̊u

−−→
OAi s koeficienty ti,

plat́ı pro výpočty s lineárńımi kombinacemi bod̊u stejná pravidla jako při poč́ıtáńı s vektory,
jako např. t(A−B) = tA− tB. Proto jsme lineárńı kombinace bod̊u posoudili natolik podrobně,
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budeme je totiž v řešeńı úloh často použ́ıvat. Při úpravách budeme přitom někdy zapisovat i
lineárńı kombinace bod̊u se součty koeficient̊u r̊uznými od 0 a 1 – rovnost

k∑
i=1

tiAi =
l∑

j=1

sjBj

bude za předpokladu
∑k

i=1 ti =
∑l

j=1 sj znamenat, že rozd́ıl obou stran je kombinace rovná
nulovému vektoru (taková je např. rovnost 2S = A+B, uvedená výše).

Věnujme se nyńı krátce otázce existence n-rozměrného afinńıho prostoru An.6 Kladnou od-
pověd’ dává jednoduchá konstrukce dř́ıve sĺıbeného souřadnicového modelu, při ńıž polož́ıme
An = Rn. Body tohoto prostoru obvykle zapisujeme uspořádanými n-ticemi č́ısel (souřadnicemi)
v hranatých závorkách; každé dvojici bod̊u (A,B), kde A = [a1, . . . , an] a B = [b1, . . . , bn], pak
přǐrazujeme vektor

−→
AB = (b1 − a1, . . . , bn − an)

z vektorového prostoru Vn = Rn dimenze n, o kterém jsme již dř́ıve psali. (Abychom prvky obou
množin An = Rn a Vn = Rn odlǐsili, zapisujeme souřadnice vektor̊u v kulatých závorkách.)
Ověřeńı obou axiomů (i) a (ii) z Definice 1.1.6 afinńıho prostoru je v tomto př́ıpadě triviálńı.7

Vrat’me se z oblasti teorie afinńıch prostor̊u znovu ke školské geometrii. V planimetrii prak-
ticky neexistuje situace, kdy bychom nepracovali s takovými podmnožinami roviny, jako jsou
př́ımky nebo jej́ı části (polopř́ımky a úsečky), ve stereometrii se k těmto útvar̊um připojuj́ı sa-
motné roviny jakožto jisté podmnožiny tř́ırozměrného prostoru.8 Základńı informaci o vzájemné
poloze př́ımek a rovin vyjadřujeme pojmy rovnoběžnost, r̊uznoběžnost a mimoběžnost. Pod́ıvejme
se proto, jak lze v afinńıch prostorech exaktně zavést př́ımky, roviny a daľśı afinńı podprostory
a poté obecně klasifikovat jejich vzájemnou polohu třemi zmı́něnými pojmy. Domńıváme se, že
takovýto nadhled by měl patřit k vědomostńı výbavě každého učitele matematiky na středńı
škole. Kromě toho nám tato druhá část Podkapitoly 1.1 přinese i užitečné poznatky o tom,
jakými vektorovými rovnostmi zapisovat např. kolinearitu či komplanárnost bod̊u nebo vy-
jadřovat uspořádanost bod̊u na př́ımce. To nám posléze v obecném afinńım prostoru umožńı
definovat takové základńı útvary školské geometrie, jako jsou úsečka, polopř́ımka, úhel, poloro-
vina, trojúhelńık, poloprostor a čtyřstěn.

Definice 1.1.8: Necht’ A je afinńı prostor se zaměřeńım Z(A). Necht’ B je neprázdná podmno-
žina A a necht’ W = {

−−→
XY : X,Y ∈ B}. Jestliže plat́ı

(i) W je vektorovým podprostorem prostoru Z(A),

(ii) ∀X ∈ B , ∀~u ∈W , ∃Y ∈ B :
−−→
XY = ~u,

6Dimenźı každého afinńıho prostoru A rozumı́me dimenzi jeho zaměřeńı.
7Zd̊urazněme, že uvedená konstrukce je podmı́něna existenćı tělesa R, které ostatně vystupuje i v samotné

definici 1.1.1 vektorového prostoru.
8V syntetické geometrii se př́ımky v rovině a roviny v prostoru zaváděj́ı axiomaticky, v jej́ı školské verzi se

ovšem vycháźı z intuitivńıch představ žák̊u o těchto útvarech.
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pak B se nazývá afinńı podprostor v A se zaměřeńım Z(B) = W . Je-li dimW = 0 (resp. 1,
resp. 2, resp. dimZ(A)− 1), pak podprostor B nazýváme bod (resp. př́ımka, resp. rovina, resp.
nadrovina). Podprostory v A r̊uzné od bod̊u a od A se nazývaj́ı netriviálńı.

Z Definice 1.1.8 ihned plyne, že afinńı podprostor B prostoru A je jednoznačně určen kterým-
koliv svým bodem A0 (tedy A0 ∈ B) a svým zaměřeńım Z(B). Je-li {~u1, . . . , ~uk} báze zaměřeńı,
pak podprostor B je množina všech bod̊u X ∈ A takových, že

−−→
A0X ∈ Z(B), že tedy existuj́ı

č́ısla t1, . . . , tk ∈ R s vlastnost́ı

−−→
A0X = t1~u1 + · · ·+ tk~uk , neboli X = A0 + t1~u1 + · · ·+ tk~uk .

V takovém podprostoru lež́ı body Ai určené rovnostmi
−−−→
A0Ai = ~ui, i = 1, . . . , k. Po dosazeńı

~ui = Ai −A0 do předchoźıho vztahu dostaneme vyjádřeńı obecného bodu X ∈ B rovnost́ı

X = (1− t1 − · · · − tk)A0 + t1A1 + · · ·+ tkAk ,

kterou obvykle zapisujeme ve výhodněǰśım tvaru

X = t0A0 + t1A1 + · · ·+ tkAk , t0 + t1 + · · ·+ tk = 1 .

V uvedeném parametrickém vyjádřeńı k-rozměrného afinńıho podprostoru B je pak role bod̊u
A0, A1, . . . , Ak symetrická. Ř́ıkáme, že podprostor B je body A0, A1, . . . , Ak určen (generován)
a že tyto body lež́ı v obecné poloze. Také tuto podmı́nku lineárńı nezávislosti vektor̊u

−−−→
A0Ai

(i = 1, . . . , k) lze vyjádřit symetricky: Za předpokladu t0 + · · ·+ tk = 0 z rovnosti t0A0 + · · ·+
+ tkAk = ~o plyne t0 = · · · = tk = 0.

Uvedené poznatky o obecných k-rozměrných podprostorech ted’ konkretizujeme a doplńıme
nejprve pro př́ımky, poté pro roviny, tedy pro afinńı podprostory dimenźı k = 1, resp. k = 2, jak
jsme je zavedli v definici 1.1.8. Př́ımka p je tedy každá podmnožina bod̊u X afinńıho prostoru A,
která je daná vztahem

p : X = A+ t~u (t ∈ R) ,

kde A ∈ A a ~u ∈ Z(A) je libovolný nenulový vektor, zvaný směrový vektor př́ımky p. Protože
Z(p) = 〈~u〉, jsou všechny směrové vektory téže př́ımky p nenulovými násobky jednoho z nich.
Podle rovnosti X = A + t~u, která zadává vzájemně jednoznačnou korespondenci mezi body
X ∈ p a č́ısly t ∈ R, můžeme na každé př́ımce p ⊂ A zavést uspořádáńı bod̊u odpov́ıdaj́ıćı
uspořádáńı reálných č́ısel. V d̊usledku toho můžeme v obecném afinńım prostoru definovat úsečky
a polopř́ımky, které lze parametry popsat tak, že k rovnosti X = A + t~u připoj́ıme obor t ∈ I,
kde I ⊂ R je vhodný interval. Dř́ıve než to upřesńıme, vrat’me se k obecné př́ımce. Každé dva

25



r̊uzné body A,B ∈ A určuj́ı jedinou př́ımku, která těmito body procháźı. Ř́ıkáme j́ı př́ımka AB;
jej́ı body maj́ı vyjádřeńı

X = A+ t(B −A) (t ∈ R) , neboli X = sA+ tB (s, t ∈ R , s+ t = 1) .

Zaměńıme-li t ∈ R za obor t ∈ 〈0,∞), dostaneme vyjádřeńı polopř́ımky AB. Častěji však
budeme potřebovat vyjádřeńı bod̊u úsečky AB, které odpov́ıdá obor t ∈ 〈0, 1〉 :

AB : X = A+ t(B −A) = sA+ tB (s, t ∈ 〈0, 1〉 , s+ t = 1) .

Významným bodem úsečky AB je jej́ı střed S = 1
2A+ 1

2B, který odpov́ıdá parametr̊um s = t = 1
2

a o kterém jsme podrobně pojednali dř́ıve v souvislosti s ekvipolentńımi dvojicemi bod̊u. Na závěr
pasáže o př́ımkách dodejme, že při řešeńı úloh budeme kolinearitu tř́ı bod̊u A, B, C nejčastěji
prokazovat lineárńı závislost́ı vektor̊u

−→
AB a

−→
AC. V jiných úlohách budeme př́ımku či úsečku AB

zapisovat rovnost́ı pro polohové vektory

~x = s~a+ (1− s)~b , kde ~x =
−−→
OX , ~a =

−→
OA , ~b =

−→
OB .

Přejděme od př́ımek k rovinám. Podle Definice 1.1.8 je rovina % podmnožina bod̊u X afinńıho
prostoru A určená vztahem

% : X = A+ s~u+ t~v , (s, t ∈ R) ,

kde A ∈ A je daný bod a ~u,~v jsou dva lineárně nezávislé vektory, tvoř́ıćı bázi Z(%). Změny
oboru R2 dvojic parametr̊u (s, t) na r̊uzné součiny interval̊u I × J , jako např́ıklad

(s, t) ∈ R× 〈0,∞) , (s, t) ∈ 〈0,∞)× 〈0,∞) , (s, t) ∈ 〈0, 1〉 × 〈0, 1〉

nám v souladu se školskou geometríı dovoluj́ı zavést v obecném afinńım prostoru takové podmno-
žiny, jako jsou polorovina, úhel, resp. rovnoběžńık. Nejprve však zapǐsme vyjádřeńı roviny ABC
určené libovolnými nekolineárńımi body A, B, C ∈ A. Patř́ı do ńı právě body

ABC : X = A+ s(B −A) + t(C −A) = rA+ sB + tC (r, s, t ∈ R , r + s+ t = 1) ,

přitom následuj́ıćı doplňuj́ıćı omezeńı na parametry r, s, t určuj́ı
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• polorovinu s hranićı AB a vnitřńım bodem C : t ≥ 0,

• úhel BAC : s ≥ 0 a t ≥ 0,

• rovnoběžńık se stranami AB, AC : s, t ∈ 〈0, 1〉,
• trojúhelńık ABC : r, s, t ∈ 〈0, 1〉.

Analogicky ve tř́ırozměrném prostoru se čtyřmi nekomplanárńımi body A, B, C, D má každý
bod X vyjádřeńı

X = qA+ rB + sC + tD (q, r, s, t ∈ R , q + r + s+ t = 1) ,

přitom následuj́ıćı doplňuj́ıćı omezeńı na koeficienty q, r, s, t určuj́ı

• poloprostor s hraničńı rovinou ABC a vnitřńım bodem D : t ≥ 0,

• trojhran určený polopř́ımkami AB, AC, AD : r, s, t ≥ 0,

• rovnoběžnostěn s hranami AB, AC, AD : r, s, t ∈ 〈0, 1〉,
• čtyřstěn ABCD : q, r, s, t ∈ 〈0, 1〉.

Celou podkapitolu o afinńıch prostorech uzavřeme sĺıbeným stručným posouzeńım pojmů
rovnoběžnost, r̊uznoběžnost a mimoběžnost.

Definice 1.1.9: Necht’ B a C jsou podprostory afinńıho prostoru A. Je-li Z(B) ⊆ Z(C) nebo
Z(C) ⊆ Z(B), pak podprostory B a C nazýváme rovnoběžné a znač́ıme B ‖ C. V opačném př́ıpadě
ṕı̌seme B ∦ C.

Jestliže B ∦ C a B ∩ C 6= {~o}, pak podprostory B a C nazýváme r̊uznoběžné. Jestliže B ∦ C a
B ∩ C = {~o}, pak podprostory B a C nazýváme mimoběžné.

Zd̊urazněme, že podle předchoźı definice jsou dva podprostory rovnoběžné i v př́ıpadě, kdy
jsou totožné, i v př́ıpadě, kdy jeden podprostor je vlastńı podmnožinou druhého podprostoru
(někdy se takové podprostory nazývaj́ı incidentńı – př́ıkladem je dvojice tvořená rovinou a v ńı
lež́ıćı př́ımkou). O dvojićıch rovnoběžných vektor̊u jsme mluvili již dř́ıve; ř́ıkáme také, že vektor ~u
je rovnoběžný s podprostorem B, jestliže plat́ı ~u ∈ Z(B).

Snadno si rozmysĺıme, že r̊uznoběžnost či rovnoběžnost dvou př́ımek i dvou rovin, stejně
jako r̊uznoběžnost či rovnoběžnost př́ımky a roviny nebo mimoběžnost dvou př́ımek je podle
Definice 1.1.9 v souladu se syntetickými pravidly školské geometrie tř́ırozměrného prostoru. Pro
jejich všeobecnou známost je zde uvádět nebudeme.
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1.2 Prostory se skalárńım součinem

Prakticky od prvńıch hodin geometrie na základńı škole rozv́ıj́ıme u žák̊u představy o skalárńı
veličině zvané délka úsečky vyjadřuj́ıćı vzdálenost jej́ıch krajńıch bod̊u. Brzy poté se v učivu
objevuje druhá skalárńı veličina, kterou poměřujeme velikost úhlu. Jejich společnou základńı
vlastnost́ı je, že se při přemı́st’ováńı útvar̊u v rovině či prostoru neměńı (odborněji vyjádřeno,
jsou to invarianty shodných zobrazeńı). Vyjmenujme heslovitě etapy, kterými školská geome-
trie postupně rozšǐruje poznatky o těchto dvou veličinách: vyjadřováńı délek úseček a velikost́ı
úhl̊u č́ısly udávaj́ıćımi násobky zvolených jednotek, Pythagorova věta, zavedeńı goniometrických
funkćı na základě podobnosti trojúhelńık̊u, sinová a kosinová věta. Zmı́něné výsledky prokazuj́ı,
že délky úseček a velikosti úhl̊u jsou v jistém smyslu nerozlučně spojené geometrické pojmy.
Zkoumáńı závislosti mezi vzdálenostmi r̊uzných dvojic bod̊u bez ”úhlových“ charakteristik je
totiž možné, jen když všechny uvažované body lež́ı v jedné př́ımce. Pod́ıvejme se nyńı, jak tyto
metrické vztahy lze z pohledu školské geometrie popsat a efektivně zkoumat pomoćı vektor̊u.
Budeme k tomu potřebovat novou operaci vektorového počtu, které ř́ıkáme skalárńı součin dvou
vektor̊u.

Mějme tedy dány tři nekolineárńı body A, B, C. Jak v́ıme, jejich vzájemné vzdálenosti jsou
podle kosinové věty svázány rovnost́ı

|BC|2 = |AB|2 + |AC|2 − 2 · |AB| · |AC| · cosα ,

kde α = |^BAC| je velikost vnitřńıho úhlu u vrcholu A trojúhelńıku ABC.

Jsou-li
−→
AB,

−→
AC umı́stěńım nenulových vektor̊u, které označ́ıme po řadě ~u a ~v, pak je

−→
CB

umı́stěńım vektoru ~u − ~v. Úhel α můžeme nazvat odchylkou vektor̊u ~u a ~v, nebot’ jeho velikost
zřejmě na umı́stěńı vektor̊u ~u a ~v nezálež́ı. Ze stejného d̊uvodu můžeme pro každý vektor ~w

definovat velikost vektoru ~w vztahem |~w| = |XY |, kde
−−→
XY je libovolné umı́stěńı ~w. Dostáváme

tak rovnost

|~u− ~v|2 = |~u|2 + |~v|2 − 2f(~u,~v) , kde f(~u,~v) = |~u| · |~v| · cosα .

Zavedené zobrazeńı f s oborem hodnot R hraje – na prvńı pohled poněkud překvapivě – v řešeńı
nastoleného problému metrických vztah̊u rozhoduj́ıćı roli. Aby bylo f definováno pro každou
dvojici ~u a ~v, polož́ıme ještě f(~u,~v) = 0 v př́ıpadě ~u = ~o nebo ~v = ~o, f(~u,~v) = |~u| · |~v| v př́ıpadě
souhlasně rovnoběžných vektor̊u ~u a ~v (pro něž klademe α = 0) a f(~u,~v) = −|~u| · |~v| v př́ıpadě
nesouhlasně rovnoběžných vektor̊u ~u a ~v (α = π). Popisný význam zobrazeńı f je zřejmý,
můžeme j́ım vyjádřit jak libovolnou délku (vzdálenost bod̊u)

|AB| =
√
f(
−→
AB,

−→
AB) ,
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tak – prostřednictv́ım funkce kosinus – velikost libovolného úhlu z intervalu 〈0, π〉

cos |^BAC| = f(
−→
AB,

−→
AC)

|AB| · |AC|
.

Zd̊urazněme, že jde o dvě triviálńı rovnosti, zapsané pouze v nově zavedeném označeńı. Skutečný
význam zobrazeńı f źıská teprve poté, co odvod́ıme jeho významné vlastnosti, které z něj učińı
efektivńı prostředek výpočt̊u. Vyjadřuj́ı je vztahy

f(~u,~v) = f(~v, ~u) , f(t~u,~v) = tf(~u,~v) , f(~u+ ~v, ~w) = f(~u, ~w) + f(~v, ~w)

platné pro libovolné tři vektory ~u, ~v, ~w a libovolné č́ıslo t ∈ R. Zat́ımco d̊ukazy prvńıch dvou
rovnost́ı jsou zřejmé (u druhé z nich je třeba rozlǐsit př́ıpady t > 0, t = 0, t < 0), ověřit třet́ı
rovnost prostředky školské geometrie vyžaduje jisté úsiĺı. Dokážeme-li to bez užit́ı kosinové věty,
stanou se vlastnosti zobrazeńı f prostředkem jej́ıho nového ”vektorového“ d̊ukazu. Pro libovolné
vektory ~u, ~v bude platit

|~u− ~v|2 = f(~u− ~v, ~u− ~v) = f(~u, ~u− ~v)− f(~v, ~u− ~v) = f(~u, ~u)− f(~u,~v)− f(~v, ~u) + f(~v,~v) =

= |~u|2 + |~v|2 − 2f(~u,~v) ,

což je právě rovnost, do které jsme kosinovou větu výše přepsali. Již tato prvńı ukázka naznačuje,
jakým účinným prostředkem geometrických výpočt̊u zobrazeńı f zvané skalárńı součin bude.
Jeho hodnoty, č́ısla f(~u,~v), budeme značit běžným zp̊usobem, bez ”zbytečného“ symbolu f jako
〈~u,~v〉 .

Sĺıbený syntetický d̊ukaz vztahu 〈~u+~v, ~w〉 = 〈~u, ~w〉+ 〈~v, ~w〉 uvedeme významným př́ıkladem
skalárńıho součinu ve fyzice. Působ́ı-li śıla

−→
F po př́ımočaré dráze dané vektorem posunut́ı ~s,

pak práce W śıly
−→
F po této dráze je dána vztahem

W =
〈−→
F ,~s

〉
=
∣∣−→F ∣∣ · |~s| · cosϕ ,

kde ϕ je odchylka vektor̊u
−→
F a ~s. Hodnota W je tedy rovna součinu délky s dráhy (na které

śıla p̊usob́ı) a (orientovaného) kolmého pr̊umětu F0 = |
−→
F | cosϕ vektoru

−→
F do směru vektoru ~s.
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Podobným zp̊usobem lze v př́ıpadě nenulového vektoru ~w interpretovat i skalárńı součiny

〈~u, ~w〉 , 〈~v, ~w〉 , 〈~u+ ~v, ~w〉 ,

totiž jako součiny velikosti vektoru ~w po řadě se souřadnicemi kolmých pr̊umět̊u vektor̊u ~u, ~v,
~u + ~v do osy x souhlasně rovnoběžné s vektorem ~w. Při označeńı zřejmém z obrázku jsou tyto
hodnoty (délky opatřené znaménky + či −) rovny po řadě b0 − a0, c0 − b0 a c0 − a0, kde a0, b0,
c0 jsou souřadnice kolmých pr̊umět̊u bod̊u A, B, C na osu x, takže plat́ı

〈~u, ~w〉+ 〈~v, ~w〉 = (b0 − a0) · |~w|+ (c0 − b0) · |~w| = (c0 − a0) · |~w| = 〈~u+ ~v, ~w〉 .

Potřebný d̊ukaz je tedy hotov, nebot’ v př́ıpadě ~w = ~o je dokazovaná rovnost triviálńı.9 T́ımto
náš úvodńı výklad o skalárńım součinu z pohledu školské geometrie konč́ı. Věnujme se nyńı
abstraktńımu pojet́ı této nové vektorové operace.

Definice 1.2.1: Necht’ V je vektorový prostor (nad tělesem R), který má konečnou dimenzi.
Skalárńım součinem na V nazveme každé zobrazeńı f : V × V → R, které splňuje následuj́ıćı
axiomy:

(i) ∀~u,~v ∈ V : f(~u,~v) = f(~v, ~u),

(ii) ∀~u,~v, ~w ∈ V : f(~u+ ~v, ~w) = f(~u, ~w) + f(~v, ~w),

(iii) ∀~u,~v ∈ V , ∀t ∈ R : f(t~u,~v) = t · f(~u,~v),

(iv) ∀~u ∈ V, ~u 6= ~o : f(~u, ~u) > 0.

Pak dvojice (V, f) se nazývá eukleidovský vektorový prostor. Stručně budeme hovořit o euklei-
dovském prostoru V a namı́sto f(~u,~v) budeme psát 〈~u,~v〉, jak už jsme naznačili dř́ıve.10

Z axiomu (iii) vyplývá, že je-li alespoň jeden z vektor̊u ~u, ~v nulový, pak plat́ı 〈~u,~v〉 = 0.
Dohromady s axiomem (iv) to pak znamená, že

∀~u ∈ V : 〈~u, ~u〉 ≥ 0 ,

přitom rovnost nastane právě tehdy, když ~u = ~o. Z axiomů (i)–(iii) lze snadno odvodit d̊uležité

”roznásobovaćı“ pravidlo 〈 n∑
i=1

ti~ui,
m∑
j=1

sj~vj

〉
=

n∑
i=1

m∑
j=1

tisj〈~ui, ~vj〉

platné pro libovolné vektory ~ui, ~vj ∈ V a č́ısla ti, sj ∈ R.

Definice 1.2.2: Necht’ ~u je libovolný vektor z eukleidovského prostoru V . Nezáporné reálné
č́ıslo

√
〈~u, ~u〉 nazýváme velikost́ı vektoru ~u a znač́ıme ji

|~u| =
√
〈~u, ~u〉 . (1.1)

Jestliže |~u| = 1, ř́ıkáme, že vektor ~u je jednotkový.

9Upozorněme, že provedený názorný d̊ukaz pomoćı kolmých pr̊umět̊u A0, B0, C0 je korektńı i v př́ıpadě, kdy
vektory ~u, ~v,~w nejsou komplanárńı, přestože doprovodný obrázek znázorňuje rovinou situaci.

10Definice 1.2.1 vlastně ř́ıká, že skalárńı součin na reálném vektorovém prostoru je symetrická pozitivně definitńı
bilineárńı forma.
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Jistě plat́ı |~o| = 0 a |~u| > 0 pro každý vektor ~u 6= ~o. Rovnost |t~u| = t|~u| plat́ı pro každý
vektor ~u a každé č́ıslo t ≥ 0; v př́ıpadě t < 0 máme |t~u| = −t|~u|. Odtud plyne, že pro každý
vektor ~u 6= ~o je 1

|~u|~u jednotkový vektor, který je s vektorem ~u souhlasně rovnoběžný.

Z axiomů eukleidovského prostoru lze dokázat, že velikosti dvou vektor̊u a jejich skalárńı
součin splňuj́ı významný vztah, který hraje v daľśım budováńı geometrie kĺıčovou roli. Nazývá
se Cauchyova-Schwarzova nerovnost a je výhodné ji zapsat ve tvaru

−|~u| · |~v| ≤ 〈~u,~v〉 ≤ |~u| · |~v| . (1.2)

Zd̊urazněme, že obě nerovnosti v (1.2) plat́ı pro libovolné dva vektory ~u a ~v téhož eukleidovského
prostoru.11 Pro nenulové vektory nastane v levé, resp. pravé nerovnosti rovnost právě tehdy,
když vektory ~u a ~v jsou nesouhlasně, resp. souhlasně rovnoběžné. (V př́ıpadě ~u = ~o nebo ~v = ~o
jsou samozřejmě všechny tři porovnávané hodnoty rovny nule.)

Jako prvńı d̊usledek Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti uvedeme, že pro libovolné dva vek-
tory ~u a ~v téhož eukleidovského prostoru plat́ı tzv. trojúhelńıková nerovnost

|~u+ ~v| ≤ |~u|+ |~v| . (1.3)

Rovnost v ńı nastane právě tehdy, když je bud’ alespoň jeden z vektor̊u ~u, ~v nulový, nebo když
jsou (nenulové) vektory ~u, ~v souhlasně rovnoběžné.

Protože tento výsledek budeme při řešeńı některých úloh využ́ıvat, uvedeme jeho krátký d̊ukaz.
Dı́ky pravé nerovnosti v (1.2) můžeme psát

|~u+ ~v|2 = 〈~u+ ~v, ~u+ ~v〉 = 〈~u, ~u〉+ 2〈~u,~v〉+ 〈~v,~v〉 ≤ |~u|2 + 2|~u| · |~v|+ |~v|2 = (|~u|+ |~v|)2 ,

odkud po odmocněńı dostáváme kýžený výsledek. Zaměńıme-li vektor ~v opačným vektorem −~v,
dostaneme obměněnou trojúhelńıkovou nerovnost

|~u− ~v| ≤ |~u|+ |~v| ,

v ńıž kromě př́ıpad̊u ~u = ~o, ~v = ~o nastane rovnost jedině tehdy, když vektory ~u, ~v jsou nesou-
hlasně rovnoběžné.

Daleko významněǰśım d̊usledkem Cauchyovy-Schwarzovy nerovnosti je skutečnost, že d́ıky
ńı můžeme v obecném eukleidovském prostoru zavést stěžejńı geometrický pojem, totiž velikost
úhlu (samotné úhly lze uvažovat i v afinńım prostoru, jak jsme poznali v Podkapitole 1.1).

11Standardńı d̊ukaz, založený na nerovnosti 〈t~u + s~v, t~u + s~v〉 ≥ 0 platné pro libovolné t, s ∈ R, je dobře znám,
a proto ho zde nebudeme uvádět.
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K této skalárńı veličině ve školské geometrii přistupujeme na základě toho, že samotné úhly
lze zřejmými konstrukcemi porovnávat a sč́ıtat, což vede k vyjadřováńı velikosti úhlu pomoćı
délky oblouku, který úhel vyt́ıná na jednotkové kružnici se středem ve vrcholu úhlu. Ve vyšš́ı
geometrii je obvyklé, jak vzápět́ı ukážeme, definovat velikost úhlu z hodnoty jej́ıho kosinu; přitom
je významné zd̊uraznit, že potřebná funkce y = cosx může být v matematické analýze zavedena
jako funkce reálné proměnné x bez jej́ı úhlové interpretace (např́ıklad pomoćı mocninné řady).
Lze ukázat, že oba naznačené př́ıstupy k pojmu velikosti (či mı́ry) úhlu jsou ekvivalentńı. Při
druhém př́ıstupu je výchoźım krokem následuj́ıćı definice.

Definice 1.2.3: Odchylkou dvou nenulových vektor̊u ~u, ~v z téhož eukleidovského prostoru V
nazýváme úhel ϕ z intervalu 〈0, π〉 určený rovnost́ı

cosϕ =
〈~u,~v〉
|~u| · |~v|

. (1.4)

Poznamenejme předevš́ım, že existence a jednoznačnost úhlu ϕ z uvedené definice je d̊u-
sledkem vlastnosti funkce kosinus (jež je bijekćı 〈0, π〉 → 〈−1, 1〉) a Cauchyovy-Schwarzovy
nerovnosti, podle které se extrémńı odchylky ϕ = 0 a ϕ = π dosahuj́ı právě na těch dvojićıch
vektor̊u ~u a ~v, jež jsou souhlasně, resp. nesouhlasně rovnoběžné. Z téže definice rovněž plyne
geometrická interpretace skalárńıho součinu v podobě rovnosti

〈~u,~v〉 = |~u| · |~v| · cosϕ , (1.5)

které jsme se již dř́ıve podrobněji věnovali a kterou při řešeńı úloh obzvláště oceńıme v př́ıpadě
|~u| = |~v| = 1 : Skalárńı součin dvou jednotkových vektor̊u je roven kosinu jejich odchylky. Za-
vedená odchylka dvou vektor̊u je prostředkem, který posléze umožňuje definovat daľśı odchylky
mezi geometrickými objekty, jakými jsou př́ımky, roviny či obecné podprostory. Ty nejd̊uležitěǰśı
z nich poṕı̌seme, až přejdeme od vektorových k bodovým prostor̊um.

Zd̊urazněme, že dosud zavedené pojmy spojené s vektorovým eukleidovským prostorem jsou
v plném souladu s poznatky školské geometrie o metrických vztaźıch, které jsme podrobně
komentovali již dř́ıve. Znamená to, že např́ıklad kosinová věta (a tedy i Pythagorova věta jako
jej́ı zvláštńı př́ıpad) bude platit i pro trojúhelńıky lež́ıćı v prostorech dimenze větš́ı než 3, přestože
velikosti vektor̊u a jejich odchylky v takových prostorech jsou matematickou abstrakćı, ke které
nám chyb́ı názorné představy spojené s fyzikálńı realitou světa, v němž žijeme. Dodejme, že mo-
del n-rozměrného eukleidovského prostoru dostaneme, když v souřadnicovém prostoru V = Rn

definujeme skalárńı součin např́ıklad předpisem 12

〈~u,~v〉 = u1v1 + v2v2 + · · ·+ unvn

pro libovolné dva vektory ~u = (u1, u2, . . . , un), ~v = (v1, v2, . . . , vn). Prověrka všech axiomů
z Definice 1.2.1 je triviálńı.

12V jednom vektorovém prostoru lze definovat skalárńı součin nekonečně mnoha zp̊usoby. V konkrétńıch si-
tuaćıch zpravidla vystač́ıme s jedńım z těchto zp̊usob̊u, takže zjednodušeńı zápisu f(~u,~v) na 〈~u,~v〉 nevede k ne-
dorozuměńı.
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Věnujme se nyńı obecnému pojet́ı kolmosti, jednomu ze základńıch a prakticky nejpotřeb-
něǰśıch geometrických pojmů, který v prostorech se skalárńım součinem (nejen těch s konečnou
dimenźı) 13 hraje zásadńı roli.

Definice 1.2.4: Necht’ V je eukleidovský prostor. Řekneme, že vektory ~u, ~v ∈ V jsou ortogonálńı
(navzájem kolmé), jestliže je jejich skalárńı součin roven nule. Podmnožina M = {~u1, . . . , ~uk}
eukleidovského prostoru V se nazývá ortogonálńı, jsou-li ortogonálńı každé dva jej́ı r̊uzné vek-
tory.14 Množina vektor̊u M = {~u1, . . . , ~uk} se nazývá ortonormálńı, je-li ortogonálńı a každý
jej́ı vektor je jednotkový. Báze, která je ortogonálńı, resp. ortonormálńı množinou, se nazývá
ortogonálńı, resp. ortonormálńı báze.

Souvislost mezi definicemi 1.2.3 a 1.2.4 je zřejmá: Dva nenulové vektory ~u, ~v jsou navzájem
kolmé (což zapisujeme jako ~u ⊥ ~v), právě když je jejich odchylka rovna π

2 . Podle druhé definice
však plat́ı rovněž ~u ⊥ ~o pro každý vektor ~u, dokonce tedy i ~o ⊥ ~o. Nejde o nedopatřeńı, ale
naopak o výhodnou úmluvu pro daľśı teorii i řešené př́ıklady.

Jaký užitek přinášej́ı ortogonálńı množiny vektor̊u? Poč́ıtáme-li s r̊uznými lineárńımi kom-
binacemi stejné skupiny vektor̊u ~u1, . . . , ~uk, pak skalárńı součin takových dvou kombinaćı má
v př́ıpadě, kdy je dotyčná skupina vektor̊u ortogonálńı, jednoduché vyjádřeńı

〈 k∑
i=1

ti~ui,
k∑
i=1

si~ui

〉
=

k∑
i=1

tisi|~ui|2

s řadou d̊usledk̊u. Předně volbou ti = si docháźıme k tvrzeńım, že nenulové ortogonálńı vektory
jsou vždy lineárně nezávislé a že pro velikost libovolné jejich lineárńı kombinace plat́ı vzorec

∣∣∣ k∑
i=1

ti~ui

∣∣∣ =
k∑
i=1

t2i |~ui|2

připomı́naj́ıćı Pythagorovu větu. Obě posledńı vyjádřeńı se ještě zjednoduš́ı, jsou-li vektory
~u1, . . . , ~uk ortonormálńı, a to do tvaru

〈 k∑
i=1

ti~ui,

k∑
i=1

si~ui

〉
=

k∑
i=1

tisi a
∣∣∣ k∑
i=1

ti~ui

∣∣∣ =
k∑
i=1

t2i . (1.6)

Dodejme, že ortonormálńı skupinu vektor̊u snadno źıskáme z ortogonálńı skupiny vektor̊u t́ım,
že každý jej́ı vektor ~u ”normujeme“, tj. zaměńıme (jednotkovým) vektorem 1

|~u| · ~u. Bez d̊ukazu
uved’me, že v každém nenulovém eukleidovském prostoru V existuje ortonormálńı báze a že
do takové báze lze doplnit každou ortonormálńı skupinu vektor̊u, která sama neńı báźı (a má
tedy méně než dimV prvk̊u).

Lineárńı kombinace vektor̊u báze, pomoćı kterých vyjadřujeme libovolné vektory daného
prostoru, maj́ı v př́ıpadě ortonormálńı báze koeficienty, jež lze vyjádřit pomoćı skalárńıch součin̊u

13Dobře známo je uplatněńı kolmosti při výkladu teorie Fourierových řad funkćı.
14Často mluv́ıme o ortogonálńıch (navzájem kolmých) vektorech ~u1, . . . , ~uk.
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zvláště jednoduchým a prakticky užitečným zp̊usobem. Je-li totiž ~u1, . . . , ~un ortonormálńı báze
eukleidovského prostoru V , pak každý vektor ~v ∈ V má vyjádřeńı

~v = t1~u1 + · · ·+ tn~un , kde ti = 〈~v, ~ui〉 , pro i = 1, . . . , n . (1.7)

Skutečně, koeficienty ti (jejichž existence a jednoznačnost plyne z definice báze) urč́ıme, když
vypsanou lineárńı kombinaci pro vektor ~v vynásob́ıme jednotlivými bázovými vektory ~ui: Pro
každé i = 1, . . . , n tak dostaneme

〈~v, ~ui〉 =
〈 n∑
j=1

tj~uj , ~ui

〉
=

n∑
j=1

tj〈~uj , ~ui〉 = ti .

T́ım je vzorec (1.7) pro souřadnice vektor̊u v jakékoliv ortonormálńı bázi dokázán. Vzorce (1.6)
pak umožňuj́ı poč́ıtat z těchto souřadnic velikosti vektor̊u a jejich skalárńı součiny. Jsou proto
pro každého uživatele analytické geometrie nepostradatelné.

Z deskriptivńı geometrie si pamatujeme, jaký význam maj́ı kolmé pr̊uměty útvar̊u (na př́ımku
nebo rovinu). V obecném podáńı je jejich popis založen na následuj́ıćım pojmu.

Definice 1.2.5: Necht’ W je podprostor eukleidovského prostoru V . Pak množina všech vektor̊u
z V kolmých na libovolný vektor z W , neboli množina

W⊥ = {~x ∈ V : 〈~x,~v〉 = 0 pro každé ~v ∈W}

se nazývá ortogonálńı doplněk podprostoru W .

Množina W⊥ je vždy neprázdná (nebot’ ~o ∈ W⊥) a je zřejmé, že je vždy podprostorem téhož
vektorového prostoru V , jako podprostor W , se kterým má nav́ıc společný jediný prvek – totiž
vektor ~o. Vztah podprostor̊u W a W⊥ k sobě navzájem i k celému prostoru V lze vyjádřit
významnou vlastnost́ı: Ke každému vektoru ~v ∈ V existuj́ı jednoznačně určené vektory ~vp ∈ W
a ~v⊥ ∈W⊥ takové, že

~v = ~vp + ~v⊥ . (1.8)

Plat́ı pro ně vztahy
〈~vp, ~v⊥〉 = 0 a |~v|2 = |~vp|2 + |~v⊥|2 .

Vektor ~vp nazýváme kolmým pr̊umětem vektoru ~v na podprostor W . Rovnost ~vp = ~v, resp. ~v⊥ = ~v
nastane zřejmě právě tehdy, když ~v ∈ W , resp. ~v ∈ W⊥. Tvrzeńı o rozkladu (1.8) a vyjádřeńı
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”složkových“ vektor̊u ~vp a ~v⊥ odvod́ıme, když zvolenou ortonormálńı bázi ~w1, . . . , ~wk podpro-
storu W doplńıme vektory ~wk+1, . . . , ~wn do ortonormálńı báze ~w1, . . . , ~wn celého prostoru V .
Pak zřejmě ~wk+1, . . . , ~wn ∈W⊥ a pro každý vektor ~v ∈W podle (1.7) plat́ı

~v =
n∑
i=1

〈~v, ~wi〉 ~wi = ~vp + ~v⊥ ,

kde

~vp =
k∑
i=1

〈~v, ~wi〉 ~wi ∈W , ~v⊥ =
n∑

i=k+1

〈~v, ~wi〉 ~wi ∈W⊥ . (1.9)

T́ım je existence rozkladu (1.8) dokázána; jeho jednoznačnost je zřejmá. Zapǐsme ještě vzorce (1.9)
pro př́ıpady, kdy má některý z podprostor̊u W , W⊥ dimenzi rovnu jedné. Je-li W = 〈~w〉, resp.
W⊥ = 〈~n〉, plat́ı

~vp =
〈~v, ~w〉
|~w|2

· ~w , resp. ~v⊥ =
〈~v, ~n〉
|~n|2

· ~n (1.10)

(bázové vektory ~w, ~n je nutné před aplikaćı (1.9) normovat).

Zmiňme se ještě o jedné vlastnosti kolmého pr̊umětu ~vp, kterou později oceńıme při výkladu
pojmu vzdálenosti bodu od podprostoru. Ukážeme, že hodnota |~v − ~w|, kde ~w prob́ıhá podpro-
stor W , je minimálńı právě pro vektor ~w = ~vp. Skutečně, z ~v⊥ ⊥ ~vp a ~v⊥ ⊥ ~w plyne ~v⊥ ⊥ ~vp− ~w,
takže d́ıky Pythagorově větě plat́ı:

|~v − ~w|2 = |(~v − ~vp) + (~vp − ~w)|2 = |~v⊥ + (~vp − ~w)|2 = |~v⊥|2 + |~vp − ~w|2 ≥ |~v⊥|2 .

Odtud po odmocněńı dostáváme |~v− ~w| ≥ |~v⊥| pro každé ~w ∈W , s rovnost́ı jedině pro ~w = ~vp.

Přehled poznatk̊u o (vektorových) eukleidovských prostorech uzavřeme významným rozš́ı̌re-
ńım relace kolmosti.

Definice 1.2.6: Necht’ W a S jsou netriviálńı podprostory eukleidovského prostoru V . Je-li
W ⊆ S⊥ nebo S⊥ ⊆ W , pak podprostory W , S nazýváme navzájem kolmé. Je-li W = S⊥, pak
podprostory W , S nazýváme navzájem totálně kolmé.

K předchoźı definici poznamenejme, že d́ıky zřejmým ekvivalenćım

W ⊆ S⊥ ⇔ S ⊆W⊥ , S⊥ ⊆W ⇔W⊥ ⊆ S , W = S⊥ ⇔ S = W⊥

je relace kolmosti dvou podprostor̊u symetrická a že zapsané podmı́nky mohou být splněny po
řadě v př́ıpadech

dimW + dimS ≤ dimV , dimW + dimS ≥ dimV , dimW + dimS = dimV .

Prvńı ze tř́ı podmı́nek má jasný význam: Kolmost ~w ⊥ ~s plat́ı pro každé dva vektory ~w ∈ W
a ~s ∈ S. Druhá podmı́nka může p̊usobit překvapivěji, je však uplatněńım prvńı podmı́nky
na dvojici podprostor̊u W⊥ a S⊥. I ona proto má svoji ”stopu“ ve školské geometrii. Stač́ı si
uvědomit, jak se definuje kolmost dvou rovin v prostoru (dimenze 3).
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Nyńı již máme vše připraveno k tomu, abychom poznatky o eukleidovských vektorových
prostorech využili k vybudováńı teorie eukleidovských bodových prostor̊u jakožto speciálńıch
afinńıch prostor̊u, kterým jsme v jejich obecné podobě věnovali Podkapitolu 1.1.

Definice 1.2.7: Necht’ E je afinńı prostor se zaměřeńım V a f : V × V → R je skalárńı
součin na V . Pak trojici (E , V, f) nazveme eukleidovským bodovým prostorem (se zaměřeńım V
a skalárńım součinem f). Stručně budeme hovořit o eukleidovském prostoru E a pro každé čtyři
body A, B, C, D ∈ E budeme psát

f(
−→
AB,

−→
CD) =

〈−→
AB,

−→
CD

〉
,

jak už jsme si zvykli hodnoty skalárńıho součinu vektor̊u zapisovat.

Zd̊urazněme, že v eukleidovském prostoru E máme (jako v každém afinńım prostoru) nadefi-
novány úsečky a všechny daľśı geometrické útvary popsané v Podkapitole 1.1. Novým základńım
pojmem, který jsme v afinńıch prostorech postrádali, je pojem vzdálenosti dvou bod̊u.

Definice 1.2.8: Necht’ A, B jsou libovolné dva body v eukleidovském prostoru E . Č́ıslo |
−→
AB|

nazýváme vzdálenost́ı bod̊u A, B nebo také délkou úsečky AB a budeme jej dále v obou význa-
mech označovat stejným symbolem |AB|.

Z vlastnost́ı skalárńıho součinu ihned plyne, že pro každé tři body A,B,C ∈ E plat́ı:

(i) |AB| = |BA| ≥ 0;

(ii) |AB| = 0 ⇔ A = B;

(iii) |AC| ≤ |AB|+ |BC|;
(iv) |AC| = |AB|+ |BC| ⇔ B lež́ı na úsečce AC.

Vlastnosti (i)–(iii) znamenaj́ı, že eukleidovský prostor E se zavedenou vzdálenost́ı bod̊u tvoř́ı
metrický prostor. Neńı bez zaj́ımavosti, že výlučně pomoćı vzdálenosti bod̊u lze charakterizovat
i střed každé úsečky – pojem, který jak v́ıme, vystupuje v základńı definici ekvipolentńıch dvojic
bod̊u afinńıho prostoru. Středem úsečky AB pro libovolné dva body A, B ∈ E je totiž jediný
bod X ∈ E splňuj́ıćı podmı́nku

|AX| = |BX| = 1
2
|AB| .

Věnujme se nyńı přenosu eukleidovské relace kolmosti z vektorových do bodových prostor̊u.

Definice 1.2.9: Necht’ B a C jsou netriviálńı podprostory eukleidovského bodového prostoru E .
Řekneme, že podprostory B a C jsou navzájem kolmé, jsou-li navzájem kolmá jejich zaměřeńı
Z(B) a Z(C) podle definice 1.2.6. Tehdy ṕı̌seme B ⊥ C. V př́ıpadě, kdy zaměřeńı Z(B) a Z(C)
jsou totálně kolmá, ř́ıkáme totéž i o podprostorech B a C.

Je jasné, že dvě př́ımky (podprostory dimenze 1) jsou navzájem kolmé, právě když jsou
navzájem kolmé jejich směrové vektory. Pomoćı nich rozšǐrujeme relaci kolmosti i na dvojice
objekt̊u, z nichž každý je př́ımka, polopř́ımka či úsečka. Daľśı úmluvou je zápis ~u ⊥ B pro si-
tuace, kdy plat́ı ~u ∈ Z(B)⊥. Z obecných vlastnost́ı kolmosti uved’me pouze tu, že každé dva
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podprostory B a C, které jsou totálně kolmé k třet́ımu podprostoru D, jsou rovnoběžné; maj́ı
totiž dokonce stejné zaměřeńı Z(B) = Z(C) = Z(D)⊥. Odtud plyne, že každým bodem A ∈ E
můžeme vést právě jeden podprostor totálně kolmý k danému netriviálńımu podprostoru.

Definice 1.2.10: Necht’ B je podprostor eukleidovského bodového prostoru E . Kolmým pr̊u-
mětem daného bodu A ∈ E na podprostor B nazveme ten bod P ∈ B, který splňuje podmı́nku−→
AP ∈ Z(B)⊥, neboli

−→
AP ⊥

−−→
PX pro každý bod X ∈ B. Č́ıslu |AP | pak ř́ıkáme vzdálenost bodu A

od podprostoru B.

Existenci a jednoznačnost bodu P z předchoźı definice zd̊uvodńıme, když zvoĺıme libovolný
bod O ∈ B a uváž́ıme, že bod P má požadovanou vlastnost, právě když rovnost

−→
OA =

−→
OP +

−→
PA

je rozkladem vektoru
−→
OA na součet dvou vektor̊u ze Z(B), resp. Z(B)⊥. Jak jsme uvedli dř́ıve,

takový rozklad existuje jediný, a pro každý vektor
−−→
OX ∈ Z(B) plat́ı∣∣−→OA−−−→OX∣∣ ≥ ∣∣−→OA−−→OP ∣∣ , neboli |AX| ≥ |AP | .

T́ım je nejen potvrzena korektnost definice kolmého pr̊umětu, ale i obecný geometrický smysl
vzdálenosti bodu A od útvaru B (jakožto nejmenš́ı z hodnot |AX|, kde X ∈ B).

K posouzené definici kolmého pr̊umětu P daného bodu A na daný podprostor B dodejme
ještě jednu (z hlediska školské geometrie) významnou poznámku. Body A a P jsou zřejmě r̊uzné,
právě když plat́ı A 6∈ B. V tomto př́ıpadě se (jednoznačně určená) př́ımka AP nazývá kolmićı
z bodu A na podprostor B, bodu P se pak ř́ıká pata kolmice. V př́ıpadě A ∈ B lze ovšem bodem A
vést jedinou kolmici na podprostor B pouze v př́ıpadě, kdy B je nadrovina (jinak je takových
kolmých př́ımek nekonečně mnoho). Pro společný směrový vektor všech př́ımek kolmých k dané
nadrovině zavád́ıme významný termı́n, potřebný i ve školské geometrii.

Definice 1.2.11: Necht’ B je libovolná nadrovina v eukleidovském bodovém prostoru E . Nor-
málovým vektorem nadroviny B nazýváme každý nenulový vektor ~n z jednorozměrného pro-
storu Z(B)⊥, tj. každý vektor ~n ∈ Z(E), ~n 6= ~o, s vlastnost́ı ~n ⊥

−−→
XY pro každé dva body

X, Y ∈ B.

V závěrečné části celé podkapitoly pojednáme o velikostech úhl̊u v obecném eukleidovském
bodovém prostoru. Zopakujeme přitom vlastně to, co jsme o této skalárńı veličině úzce spojené
se vzdálenost́ı bod̊u již dř́ıve posoudili z pohledu školské geometrie.
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Definice 1.2.12: Necht’ A, B, C jsou tři r̊uzné body eukleidovského prostoru E . Velikost́ı
konvexńıho úhlu BAC nazveme odchylku nenulových vektor̊u

−→
AB,

−→
AC podle Definice 1.2.3,

tedy č́ıslo α z intervalu 〈0, π〉 značené |^BAC| a určené rovnost́ı

cosα =

〈−→
AB,

−→
AC
〉∣∣−→AB∣∣ · ∣∣−→AC∣∣ .

Jak v́ıme, předchoźı definice zaručuje, že vnitřńı úhly libovolného trojúhelńıku ABC v obec-
ném eukleidovském prostoru jsou zavedeny tak, že při obvyklém označeńı plat́ı kosinová věta 15

a2 = b2 + c2 − 2bc cosα

a v jej́ım d̊usledku i Pythagorova věta

AB ⊥ AC ⇔ a2 = b2 + c2 .

Uváž́ıme-li ještě, že v každém trojúhelńıku ABC s úhlem α = π
2 (viz obrázek) plat́ı známé

vztahy pro poměry stran

cosβ =
c

a
a sinβ =

b

a
,

bude podle tradičńıho výkladu školské geometrie jasné, že i v obecném eukleidovském bodovém
prostoru plat́ı pro trojúhelńıky sinová věta a všechny daľśı klasické výsledky syntetické geo-
metrie. Zřejmě stač́ı dokázat prvńı ze dvou vzorc̊u, tj. vzorec pro cosβ. To je však snadné:
Když do rovnosti b2 = a2 + c2 − 2ac cosβ dosad́ıme za b2 výraz a2 − c2, pak po snadné úpravě
dostaneme, co jsme chtěli.

Prakticky nejvýznamněǰśı úhlovou aplikaćı v eukleidovských prostorech jsou výpočty r̊uzných
odchylek, z nichž jsme zat́ım popsali pouze odchylku dvou vektor̊u (s ńı zřejmým zp̊usobem př́ımo
spojujeme i odchylku dvou polopř́ımek). Definovat odchylku dvou podprostor̊u eukleidovského
prostoru je v obecné situaci dosti náročné; pro účely školské geometrie se stač́ı omezit na př́ıpad,
kdy aspoň jeden z obou podprostor̊u je př́ımka nebo nadrovina. Protože odchylky bodových
podprostor̊u se chápou jako odchylky jejich zaměřeńı, definujeme nejdř́ıve odchylku vektoru
od vektorového podprostoru.

Definice 1.2.13: Necht’ W je netriviálńı podprostor eukleidovského vektorového prostoru V .
Odchylkou nenulového vektoru ~v ∈ V a podprostoru W nazýváme úhel ϕ z intervalu 〈0, π2 〉 určený
kterýmkoliv ze vztah̊u

cosϕ =
|~vp|
|~v|

a sinϕ =
|~v⊥|
|~v|

, (1.11)

15Na kosinové větě jsme založili motivačńı výklad, který nás přivedl k operaci skalárńıho součinu.
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kde ~vp, resp. ~v⊥ jsou kolmé pr̊uměty vektoru ~v na podprostory W , resp. W⊥ (zavedli jsme je
v textu za Definićı 1.2.5).16

Je jasné, že krajńı hodnoty ϕ = 0 a ϕ = π
2 v uvedené definici odpov́ıdaj́ı právě př́ıpad̊um

~v ∈W , resp. ~v ∈W⊥; ukážeme ještě, že v př́ıpadě ~vp 6= ~o je uvedená odchylka ϕ rovna odchylce
vektor̊u ~v, ~vp. Kosinus posledńı odchylky má totiž hodnotu

〈~v,~vp〉
|~v| · |~vp|

=
〈~vp + ~v⊥, ~vp〉
|~v| · |~vp|

=
|~vp|2

|~v| · |~vp|
=
|~vp|
|~v|

= cosϕ .

Poznamenejme, že zkoumanou odchylku ϕ lze jednoduše poč́ıtat v obou ”krajńıch“ př́ıpadech,
kdy dimW = 1 nebo dimW = dimV − 1, a to podle vzorc̊u

cosϕ =

∣∣〈~v, ~w〉∣∣
|~v| · |~w|

, resp. sinϕ =

∣∣〈~v, ~n〉∣∣
|~v| · |~n|

, (1.12)

kde ~w, resp. ~n je nenulový vektor jednorozměrného podprostoru W , resp. W⊥. Skutečně, vektory
~vp, ~v⊥ jsou v těchto př́ıpadech určeny vzorci (1.10), podle kterých plat́ı

|~vp| =
∣∣〈~v, ~wi〉∣∣
|~w|

, |~v⊥| =
∣∣〈~v, ~n〉∣∣
|~n|

,

takže po dosazeńı do (1.11) dostaneme (1.12).

Definice 1.2.14: Necht’ B je netriviálńı podprostor eukleidovského bodového prostoru E . Označ-
me ~v směrový vektor libovolné př́ımky p v E a ~n normálový vektor libovolné nadroviny N v E .
Pak odchylkou př́ımky p a podprostoru B nazýváme odchylku vektoru ~v od podprostoru Z(B);
odchylkou nadroviny N a podprostoru B nazýváme odchylku vektoru ~n od podprostoru Z(B)⊥.

Z posledńı definice a vzorc̊u (1.12) snadno plynou výpočtově jednoduchá pravidla:

• Odchylkou dvou př́ımek se směrovými vektory ~v1, ~v2 je úhel ϕ z intervalu 〈0, π2 〉 určený
vzorcem

cosϕ =

∣∣〈~v1, ~v2〉∣∣
|~v1| · |~v2|

.

• Odchylkou dvou nadrovin s normálovými vektory ~n1, ~n2 je úhel ϕ z intervalu 〈0, π2 〉 určený
vzorcem

cosϕ =

∣∣〈~n1, ~n2〉
∣∣

|~n1| · |~n2|
.

16V obou ekvivalentńıch vztaźıch (1.11) jsou zapsány poměry stran pravoúhlého trojúhelńıku tvořeného vektory
~vp, ~v⊥ a ~v.
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• Odchylkou př́ımky se směrovým vektorem ~v a nadroviny s normálovým vektorem ~n je úhel
ϕ z intervalu 〈0, π2 〉 určený vzorcem

sinϕ =

∣∣〈~v, ~n〉∣∣
|~v| · |~n|

.

1.3 Vektorový a smı́̌sený součin

Operace z názvu této podkapitoly vystupuj́ı ve školské geometrii sṕı̌se okrajově – v sou-
časnosti pouze na několika stranách učebnice analytické geometrie [koč–09]. V ńı je zavedeńı
vektorového součinu motivováno d̊uležitým počtářským postupem, jakým lze ke dvěma neko-
lineárńım vektor̊um ~u, ~v v prostoru naj́ıt třet́ı vektor ~x, který je k oběma vektor̊um ~u, ~v kolmý.
Souřadnice vektoru ~x = ~u×~v, který je řešeńım zmı́něného úkolu, jsou v učebnici zapsány (s mne-
motechnickou pomůckou pro jejich zapamatováńı) dř́ıve než je vektorový součin ~u×~v definován
obvyklým geometrickým zp̊usobem, zahrnuj́ıćım určeńı velikosti vektoru ~u× ~v jako obsahu rov-
noběžńıku, který vektory ~u, ~v vytvářej́ı.17 Následně je posouzeno složeńı vektorového a skalárńıho
součinu 〈~u × ~v, ~w〉, nazvané smı́̌sený součin vektor̊u ~u, ~v, ~w, jako reálné č́ıslo, jehož absolutńı
hodnota určuje objem rovnoběžnostěnu, který (nekomplanárńı) vektory ~u, ~v, ~w vytvářej́ı. Vek-
torové výpočty obsah̊u a objemů však v současné výuce na gymnázíıch z̊ustávaj́ı sṕı̌se v oblasti
teorie; na jejich procvičeńı nezbývá v krátkém kurzu analytické geometrie čas. Přesto se nyńı
budeme zabývat možnost́ı vyjadřovat rovinný obsah vektorovými prostředky stejně podrobným
zp̊usobem, jakým jsme posoudili délku úseček v úvodńı části předchoźı Podkapitoly 1.2.

Celý postup, jakým je skalárńı veličina zvaná rovinný obsah v syntetické geometrii bu-
dována, popisovat nebudeme. Vystač́ıme s konstatováńım, že vzorec pro obsah rovnoběžńıku
(slovy ”základna krát výška“) patř́ı k základ̊um této teorie.

Mějme tedy dány dva nekolineárńı vektory ~u, ~v v eukleidovském prostoru V libovolné dimenze.
Označ́ıme-li ϕ jejich odchylku, pak pro obsah S rovnoběžńıku tvořeného těmito vektory, tj.
rovnoběžńıku ABCD, ve kterém

−→
AB = ~u a

−→
AD = ~v, plat́ı vzorec

S = |~u| · |~v| · sinϕ ,

nebot’ |~v| · sinϕ je jeho výška na základnu AB délky |~u|. Protože sinϕ =
√

1− cos2 ϕ bez ohledu
na to, zda je úhel ϕ ostrý, pravý či tupý, můžeme obsah S vyjádřit pomoćı skalárńıho součinu
〈~u,~v〉 následuj́ıćım zp̊usobem:

S = |~u| · |~v| ·

√
1− 〈~u,~v〉2
|~u|2 · |~v|2

=
√
|~u|2 · |~v|2 − 〈~u,~v〉2 . (1.13)

17Při zmı́něné úloze (~x ⊥ ~u, ~x ⊥ ~v) nás obvykle zaj́ımaj́ı pouze směry vektor̊u ~u, ~v, ~x, nikoliv jejich velikosti.
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Odvozený vzorec s odmocninou však neńı pro řešeńı náročněǰśıch úloh o rovinných obrazćıch
př́ılǐs vhodný.18 Vektorový výpočet obsahu S bychom docenili, kdybychom měli k dispozici
nějaké zobrazeńı f : V × V → R s výhodnými vlastnostmi, kterým bychom mohli obsah S
ze vzorce (1.13) vyjádřit. Po zkušenostech se skalárńım součinem při vyjadřováńı délek úseček je
celkem jasné, že onou výhodnou vlastnost́ı by měla být předevš́ım linearita f(~u,~v) v každé z vek-
torových proměnných ~u, ~v; s ohledem na nezápornost obsahu S se tak nab́ıźı ”rozumná“ možnost
vyjádřeńı S = |f(~u,~v)|, kterou můžeme podle (1.13) zapsat podmı́nkou

(f(~u,~v))2 = |~u|2 · |~v|2 − 〈~u,~v〉2 .

Zd̊urazněme, že v daném vektorovém prostoru V s daným skalárńım součinem je posledńı rov-
nost́ı hodnota f(~u,~v) pro každou dvojici vektor̊u ~u, ~v ∈ V určena – až na znaménko tohoto č́ısla.
Zaj́ımá nás tedy, zda existuje zobrazeńı f : V × V → R s těmito vlastnostmi:

(i) ∀~u,~v, ~w ∈ V : f(~u+ ~v, ~w) = f(~u, ~w) + f(~v, ~w),

(ii) ∀~u,~v ∈ V, ∀t ∈ R : f(t~u,~v) = t · f(~u,~v),

(iii) ∀~u,~v ∈ V : (f(~u,~v))2 + 〈~u,~v〉2 = |~u|2 · |~v|2,

(iv) ∀~u,~v ∈ V : f(~u,~v) = −f(~v, ~u).

Zařazeńı požadavku (iv) je možná překvapivé, dali jsme mu přednost před alternativou
rozš́ı̌rit (i) a (ii) o potřebné rovnosti

f(~u,~v + ~w) = f(~u,~v) + f(~u, ~w) , f(~u, t~v) = tf(~u,~v) .

Za chv́ıli totiž ukážeme, že vlastnost (iv) vyplývá z takto rozš́ı̌rených vlastnost́ı (i) a (ii) (ř́ıkejme
jim bilinearita zobrazeńı f) a vlastnosti (iii). Nejdř́ıve si však povšimněme, že d́ıky známému
poznatku o tom, kdy nastane rovnost v Cauchyově-Schwarzově nerovnosti, má vlastnost (iii)
zobrazeńı f závažný d̊usledek, který odpov́ıdá představě o obsahu ”zdegenerovaného“ obsahu
rovnoběžńıku:

(v) ∀~u,~v ∈ V : f(~u,~v) = 0 ⇔ vektory ~u, ~v jsou lineárně závislé.

Bilineárńı zobrazeńı f s vlastnost́ı (v) ovšem muśı být antisymetrické, tj. muśı splňovat (iv).
Plyne to z rovnosti

f(~u+ ~v, ~u+ ~v) = f(~u, ~u) + f(~u,~v) + f(~v, ~u) + f(~v,~v) ,

když do ńı podle (v) dosad́ıme za f(~u+ ~v, ~u+ ~v), f(~u, ~u), f(~v,~v) nuly.

Vlastnost (v) má však daleko závažněǰśı a pro náš úkol rozhoduj́ıćı d̊usledek: Pro každý
nenulový vektor ~u ∈ V skalárńı lineárńı rovnice f(~u, ~x) = 0 popisuje množinu všech těch vektor̊u
~x ∈ V , které jsou s vektorem ~u kolineárńı. Tato množina vektor̊u ~x je lineárńı prostor 〈~u〉
dimenze 1, zat́ımco obor řešeńı každé v úvahu připadaj́ıćı rovnice f(~u, ~x) = 0 je zřejmě lineárńı
prostor dimenze n − 1, kde n = dimV . Proto hledané zobrazeńı f s vlastnostmi (i)–(iv) m̊uže

18V Kapitole 3 věnované aplikaćım skalárńıho součinu neńı jediný př́ıklad uplatněńı vzorce (1.13); prostě jsme
takový př́ıklad v literatuře nenašli.
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existovat pouze v př́ıpadě n = 2. To je poměrně negativńı závěr našich úvah o možném efektivńım
vyjadřováńı rovinných obsah̊u.19

Pod́ıvejme se znovu na problém stanoveńı obsahu rovnoběžńıku určeného nekolineárńımi
vektory ~u,~v ∈ V , nyńı z algebraického hlediska, a to opět při obecném n = dimV ≥ 2. Jsou-li
(u1, . . . , un) ∈ Rn a (v1, . . . , vn) ∈ Rn souřadnice vektor̊u ~u, resp. ~v v některé ortonormálńı bázi
prostoru V , pak vzorec (1.13) pro obsah S zkoumaného rovnoběžńıku źıská souřadnicový tvar

S =
√

(u2
1 + · · ·+ u2

n)(v2
1 + · · ·+ v2

n)− (u1v1 + · · ·+ unvn)2 (1.14)

V př́ıpadě n = 2 d́ıky zřejmé identitě

(u2
1 + u2

2)(v2
1 + v2

2)− (u1v1 + u2v2)2 = (u1v2 − u2v1)2

dostáváme užitečný a jednoduchý vzorec S = |u1v2 − u2v1|, takže dř́ıve hledané zobrazeńı
f : V × V → R s vlastnostmi (i)–(v) skutečně existuje, a to ve dvou exemplář́ıch

f1(~u,~v) = u1v2 − u2v1 = det
(
u1 u2

v1 v2

)
, f2(~u,~v) = u2v1 − u1v2 = det

(
v1 v2
u1 u2

)
navzájem opačných zobrazeńı, tedy zobrazeńı s vlastnost́ı

f1(~u,~v) + f2(~u,~v) = 0 .

Zavádět název a symbol pro tato bilineárńı skalárńı zobrazeńı neńı obvyklé, protože ”fun-
guj́ı“ pouze na dvourozměrných eukleidovských prostorech. Za okamžik uvid́ıme, že je můžeme
využ́ıvat v podobě bilineárńıho vektorového zobrazeńı na trojrozměrném eukleidovském pro-
storu, na který můžeme daný prostor dimenze 2 vždy rozš́ı̌rit. Zmı́něné vektorové zobrazeńı
bude právě vektorovým součinem.20 K němu ted’ budou směřovat naše daľśı úvahy.

V př́ıpadě n = 3 lze výraz pod odmocninou (1.14) upravit na součet tř́ı druhých mocnin
podle méně zřejmé identity

(u2
1+u2

2+u2
3)(v2

1+v2
2+v2

3)−(u1v1+u2v2+u3v3)2 = (u1v2−u2v1)2+(u2v3−u3v2)2+(u3v1−u1v3)2 ,

takže obsah S rovnoběžńıku tvořeného vektory ~u, ~v, veličina s vyjádřeńım

S =
√

(u1v2 − u2v1)2 + (u2v3 − u3v2)2 + (u3v1 − u1v3)2 ,

je roven velikosti vektoru ~w, jehož souřadnice v dané ortonormálńı bázi maj́ı v některém pořad́ı
hodnoty

±det
(
u1 u2

v1 v2

)
, ±det

(
u2 u3

v2 v3

)
± det

(
u3 u1

v3 v1

)
,

19Porovnejme podanou kĺıčovou úvahu s jej́ı analogíı pro skalárńı součin: Při daném ~u 6= ~o rovnice 〈~u, ~x〉 = 0 po-
pisuje množinu všech vektor̊u ~x, jež jsou k vektoru ~u kolmé, což je skutečně lineárńı prostor 〈~u〉⊥ dimenze dim V −1.

20V Kapitole 4 budeme úlohy o obsahu v rovině řešit právě užit́ım vektorového součinu v prostoru.
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s libovolně vybranými znaménky. Jak vzápět́ı ukážeme, z v́ıce d̊uvod̊u je výhodná volba vek-
toru ~w se souřadnicemi

w1 = det
(
u2 u3

v2 v3

)
, w2 = det

(
u3 u1

v3 v1

)
, w3 = det

(
u1 u2

v1 v2

)
.

Při ńı vektor ~w = w1~e1 +w2~e2 +w3~e3, kde (~e1,~e2,~e3) je uvažovaná ortonormálńı báze, označ́ıme
f(~u,~v) a zaṕı̌seme neformálně, zato přehledně, jedńım determinantem 21

~w = f(~u,~v) = det

 ~e1 ~e2 ~e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

 . (1.15)

Tento předpis určuje zobrazeńı f : V × V → V spojené s danou ortonormálńı báźı (~e1,~e2,~e3)
tř́ırozměrného eukleidovského prostoru V , které je zřejmě bilineárńı, antisymetrické a podle
našich výpočt̊u splňuje identitu

∀~u,~v ∈ V : (f(~u,~v))2 + 〈~u,~v〉2 = |~u|2 · |~v|2 (1.16)

s d̊usledkem (plynoućım rovněž z již zmı́něné antisymetrie f)

∀~u,~v ∈ V : f(~u,~v) = ~o ⇔ vektory ~u,~v jsou lineárně závislé. (1.17)

Všimněme si, že pro každý vektor ~x ∈ V se souřadnicemi (x1, x2, x3) v bázi (~e1,~e2,~e3) plat́ı

〈~x, f(~u,~v)〉 = det

 x1 x2 x3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

 , (1.18)

což pro ~x = ~u, resp. ~x = ~v podle známé vlastnosti determinantu s dvěma shodnými řádky
znamená, že vektor f(~u,~v) je kolmý k oběma vektor̊um ~u a ~v: 22

∀~u,~v ∈ V : f(~u,~v) ⊥ ~u ∧ f(~u,~v) ⊥ ~v . (1.19)

Sestrojenému zobrazeńı f budeme ř́ıkat vektorový součin na V a mı́sto f(~u,~v) budeme později
psát ~u× ~v.

Posud’me nyńı otázku zda a jak vektorový součin f z předpisu (1.15) záviśı na tom, kterou
ortonormálńı bázi (~e1,~e2,~e3) daného prostoru V vybereme. Předně je zřejmé, že pouhými změ-
nami pořad́ı vektor̊u báze dostaneme dva r̊uzné vektorové součiny

f1(~u,~v) = det

 ~e1 ~e2 ~e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

 , f2(~u,~v) = det

 ~e2 ~e1 ~e3

u2 u1 u3

v2 v1 v3

 , (1.20)

21I když se determinanty s jedńım vektorovým řádkem v kurzu lineárńı algebry většinou neprob́ıraj́ı, jejich
základńı řádkové a sloupcové vlastnosti jsou natolik zřejmé, že je ani zde nebudeme popisovat a zd̊uvodňovat.

22Připomeňme konstatováńı z úvodu podkapitoly, že konstrukce vektoru ~w kolmého k oběma daným vektor̊um
~u a ~v je pro výpočty v analytické geometrii v prostoru nepostradatelná.
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které jsou (d́ıky pravidlu o prohozeńı dvou sloupc̊u determinantu) dvě navzájem opačná zobra-
zeńı.

Dostaneme kromě f1, f2 ještě daľśı vektorové součiny f , když v předpisu (1.15) nahrad́ıme
bázi (~e1,~e2,~e3) jinou ortonormálńı báźı? Záporná odpověd’ vyplyne z obecněji podaného tvrzeńı:
Každé zobrazeńı f : V × V → V , které je bilineárńı, antisymetrické a splňuje podmı́nky (1.16) a
(1.19), je rovno jednomu ze zobrazeńı f1, f2 z (1.21) odpov́ıdaj́ıćımu pevně zvolené ortonormálńı
bázi (~e1,~e2,~e3) prostoru V . Důkaz zaháj́ıme tak, že z bilinearity a antisymetrie takového zobra-
zeńı f pro každé dva vektory ~u,~v ∈ V v souřadnićıch odvod́ıme vyjádřeńı

f(~u,~v) = f

 3∑
i=1

ui~ei,
3∑
j=1

vj~ej

 =
3∑
i=1

3∑
j=1

uivjf(~ei,~ej) =

= (u1v2 − u2v1)f(~e1,~e2) + (u2v3 − u3v2)f(~e2,~e3) + (u3v1 − u1v3)f(~e3,~e1) ,

nebot’ f(~ei,~ei) = ~o a f(~ei,~ej) = −f(~ej ,~ei) podle zmı́něné antisymetrie f . Vid́ıme, že každý
vektorový součin f je určen třemi (konstantńımi) vektory f(~e1,~e2), f(~e2,~e3), f(~e3,~e1). Z před-
poklad̊u (1.16) a (1.19) na velikost, resp. směr každého vektoru f(~u,~v) d́ıky dimenzi 3 prostoru V
plyne, že existuj́ı č́ısla δi = ±1 taková, že

f(~e1,~e2) = δ3~e3 , f(~e2,~e3) = δ1~e1 , f(~e3,~e1) = δ2~e2 .

Proto má zkoumané zobrazeńı f vyjádřeńı

f(~u,~v) = δ1(u2v3 − u3v2)~e1 + δ2(u3v1 − u1v3)~e2 + δ3(u1v2 − u2v1)~e3 . (1.21)

At’ vybereme ”znaménka“ δi = ±1 jakkoliv, bude posledńı rovnost (1.21) předpisem pro zob-
razeńı f : V × V → V , které je zřejmě bilineárńı, antisymetrické a splňuje ”velikostńı“ pod-
mı́nku (1.16). Ukážeme, že z osmi takových zobrazeńı však pouze dvě splňuj́ı podmı́nku kol-
mosti (1.19), a to zobrazeńı se znaménky

δ1 = δ2 = δ3 = 1 , resp. δ1 = δ2 = δ3 = −1 ,

kterým zřejmě odpov́ıdaj́ı vektorové součiny z (1.20). T́ım se celý postup d̊ukazu uzavře; zbývá
tedy ukázat, že z rovnosti

0 = 〈~u, f(~u,~v)〉 = δ1(u2v3 − u3v2)u1 + δ2(u3v1 − u1v3)u2 + δ3(u1v2 − u2v1)u3

(pro libovolné vektory ~u,~v ∈ V ) plyne rovnost δ1 = δ2 = δ3. To je však snadné – z přepisu
předpokladu 0 = 〈~u, f(~u,~v)〉 do tvaru

u1u2v3(δ1 − δ2) + u2u3v1(δ2 − δ3) + u3u1v2(δ3 − δ1) = 0

a volbou u1u2v3 6= 0 a u3 = 0 dostaneme δ1 − δ2 = 0, neboli δ1 = δ2. Analogicky obdrž́ıme
i rovnost δ2 = δ3 a celý d̊ukaz je hotov. Můžeme tak podat axiomatickou definici vektorového
součinu, nezávislou na konstrukci spojenou s konkrétńı ortonormálńı báźı daného eukleidovského
prostoru.
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Definice 1.3.1: Necht’ V je eukleidovský vektorový prostor dimenze 3. Vektorovým součinem
na V nazveme zobrazeńı f : V × V → V s těmito vlastnostmi:

(i) ∀~u,~v, ~w ∈ V : f(~u+ ~v, ~w) = f(~u, ~w) + f(~v, ~w),

(ii) ∀~u,~v ∈ V , ∀t ∈ R : f(t~u,~v) = t · f(~u,~v),

(iii) ∀~u,~v ∈ V : f(~u,~v) = −f(~v, ~u),

(iv) ∀~u,~v ∈ V : |f(~u,~v)|2 + 〈~u,~v〉2 = |~u|2 · |~v|2,

(v) ∀~u,~v ∈ V : 〈f(~u,~v), ~u〉 = 0.

K takto zapsané definici dodejme, že ”chyběj́ıćı“ vlastnosti

f(~u,~v + ~w) = f(~u,~v) + f(~u, ~w) , f(~u, t~v) = t · f(~u,~v) , 〈f(~u,~v), ~v〉 = 0

plynou z (i), (ii), resp. (v) d́ıky (iii). Poznamenejme ještě, že všechny vlastnosti z Definice 1.3.1
maj́ı smysl i v př́ıpadě dimV > 3, ve kterém však dotyčné zobrazeńı f neexistuje, i když se
vzdáme požadavku kolmosti (v). Plyne to z algebraického tvrzeńı, že pro žádné n ≥ 4 neexistuje
rozklad

(u2
1 + · · ·+ u2

n)(v2
1 + · · ·+ v2

n)− (u1v1 + · · ·+ unvn)2 = w2
1 + · · ·+ w2

n ,

ve kterém by w1, . . . , wn byly mnohočleny proměnných u1, . . . , un, v1, . . . , vn.

S existenćı právě dvou vektorových součin̊u (jež jsou dvěma navzájem opačnými zobrazeńımi,
nezávislými na tom, jakou ortonormálńı bázi pro determinantová vyjádřeńı (1.20) vybereme) se
ve školské geometrii vyrovnáváme tak, že zavád́ıme pojem pravotočivé a levotočivé báze v pro-
storu, spojený s názornou představou tř́ı navzájem kolmých prst̊u pravé či levé ruky – vztyčeného
palce a např́ımeného ukazováčku a prostředńıčku. Takové dvě orientace lze zavést ve vekto-
rovém (a tedy i afinńım) prostoru libovolné (konečné) dimenze. Řekneme, že dvě uspořádané
báze 〈~u1, . . . , ~un〉 a 〈~v1, . . . , ~vn〉 téhož vektorového prostoru maj́ı stejnou orientaci právě tehdy,
když je kladný determinant čtvercové matice (tij)ni,j=1 tvořené č́ısly tij z rovnost́ı

~vi =
n∑
j=1

tij~uj (i = 1, . . . , n) .

Prostředky maticového počtu lze snadno ukázat, že taková relace je ekvivalenćı na množině
všech uspořádaných báźı daného prostoru s právě dvěma tř́ıdami rozkladu (tvořenými bázemi
se stejnou orientaćı). Geometrický smysl zavedené orientace ozřejmı́me následovně. Představme
si, že v čase t = 0 začneme vektory prvńı dané báze spojitě měnit s proměnnou t ∈ 〈0, 1〉, až
v čase t = 1 dostaneme druhou danou bázi. Pokud budou tyto proměnné vektory tvořit bázi i
pro každé t ∈ (0, 1), bude determinant matice přechodu od počátečńı báze k bázi v čase t kladný
pro každé t ∈ 〈0, 1〉, nebot’ jde o spojitou funkci bez nulové hodnoty, která se rovná 1 pro t = 0.
Všechny báze v pr̊uběhu takové spojité změny tedy budou mı́t stejnou orientaci.

Přesvědč́ıme se, že je-li f vektorový součin na eukleidovském prostoru V (dimenze 3), pak
pro každé dva nekolineárńı vektory ~u,~v ∈ V má trojice (nekomplanárńıch) vektor̊u (~u,~v, f(~u,~v))
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jednu a tutéž orientaci, stejnou jako ta ortonormálńı trojice (~e1,~e2,~e3), v ńıž má dotyčný vek-
torový součin f souřadnicové vyjádřeńı 23

f(~u,~v) = det

 ~e1 ~e2 ~e3

u1 u2 u3

v1 v2 v3

 . (1.22)

Naš́ım úkolem je tedy ukázat, že je kladný determinant

D = det

 u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

 ,

kde (w1, w2, w3) jsou souřadnice vektoru ~w = f(~u,~v) v bázi vektor̊u (~e1,~e2,~e3), tedy jejich
algebraické doplňky v matici z (1.22). Rozvinut́ım determinantu D podle prvk̊u třet́ıho řádku
obdrž́ıme

D = w1 · det
(
u2 u3

v2 v3

)
− w2 · det

(
u1 u3

v1 v3

)
+ w3 · det

(
u1 u2

v1 v2

)
=

= w1 · w1 − w2 · (−w2) + w3 · w3 = |~w|2 > 0 ,

nebot’ plat́ı ~w 6= ~o d́ıky předpokladu, že vektory ~u, ~v jsou nekolineárńı.

Dokázaná shodnost orientace všech nekomplanárńıch trojic (~u,~v, f(~u,~v)) umožňuje podat
školskou definici jednoho z obou vektorových součin̊u v prostoru popisně – geometrickým zp̊u-
sobem.24

Definice 1.3.2: Vektorový součin dvou vektor̊u, které lež́ı na jedné př́ımce, je nulový vektor.
Vektorový součin dvou vektor̊u ~u, ~v nelež́ıćıch na jedné př́ımce je vektor ~w, který má tyto
vlastnosti:

(i) vektor ~w je kolmý k oběma vektor̊um ~u, ~v,

(ii) vektory ~u, ~v, ~w tvoř́ı pravotočivou bázi,

(iii) |~w| = |~u| · |~v| · sinα, kde α je úhel vektor̊u ~u, ~v.

Vektorový součin ~w vektor̊u ~u, ~v znač́ıme ~u× ~v, tj. ~w = ~u× ~v.

Ve zbylé části této kapitoly – stejně jako ve všech př́ıkladech a úlohách Kapitoly 4 – bu-
deme symbolem × značit operaci vektorového součinu z Definice 1.3.2, tedy součinu f zadaného
předpisem (1.22) s pravotočivou ortonormálńı báźı (~e1,~e2,~e3). Jak plyne z našeho výkladu, tato
definice splňuje všechny axiomy Definice 1.3.1, které budeme jako vlastnosti vektorového součinu
dále běžně využ́ıvat bez speciálńıch odkaz̊u.

Zd̊urazněme, že popsaná konstrukce vektorového součinu dvou vektor̊u je realizovatelná pouze
v eukleidovském prostoru dimenze 3. Jej́ı význam přesahuje rámec samotné geometrie, vždyt’

23Jak v́ıme, požadovanou vlastnost má jedna z trojic (~e1,~e2,~e3) nebo (~e2,~e1,~e3), kde (~e1,~e2,~e3) je libovolná
ortonormálńı báze V .

24Definice je přesnou citaćı z [koč–09], str. 58.
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např. z fyziky známe vektorovou veličinu moment śıly, která vyjadřuje mı́ru otáčivého účinku této
śıly a která je určena vektorovým součinem vektoru śıly a polohového vektoru jej́ıho p̊usobǐstě
vzhledem k danému, tzv. momentovému bodu. Dř́ıve než se vrát́ıme ke geometrickým vlastnos-
tem vektorového součinu ~u×~v a s ńım spojeného smı́̌seného součinu 〈~u×~v, ~w〉, poznamenejme,
že v eukleidovském prostoru dimenze n > 3 lze zavést zobecněńı těchto součin̊u, totiž vektorový
součin n−1 vektor̊u a tzv. vněǰśı součin n vektor̊u, pro účely našeho textu však tyto konstrukce
nemaj́ı význam, a proto je nebudeme ani popisovat.

Většinu aplikaćı vektorového součinu v Kapitole 4 spoj́ıme s vyjadřováńım rovinného obsahu,
které bylo i vstupńım námětem této části teoretické kapitoly.

Velikost vektoru ~w = ~u × ~v má, jak v́ıme, takovou hodnotu, že pro obsah každého rovnoběžńı-
ku ABCD a obsah každého trojúhelńıku ABC plat́ı vzorce

SABCD =
∣∣−→AB ×−→AD∣∣ , SABC =

1
2

∣∣−→AB ×−→AC∣∣ , (1.23)

at’ už tyto útvary zkoumáme v rovině či prostoru (v prvńım př́ıpadě vektorové součiny všech
dvojic vektor̊u dané roviny lež́ı na př́ımce k ńı kolmé, o kterou rovinu rozš́ı̌ŕıme do prostoru).
Vektorový součin můžeme využ́ıt i při rozhodováńı o tom, zda dané tři body v rovině či prostoru
lež́ı na jedné př́ımce: 25

body A, B, C jsou kolineárńı ⇔
−→
AB ×

−→
AC = ~o . (1.24)

Druhou hlavńı skupinu aplikaćı vektorového součinu v Kapitole 4 budou tvořit úlohy o ob-
jemu těles v prostoru. Za t́ım účelem je ve školské geometrii zaveden následuj́ıćı pojem.26

Definice 1.3.3: Smı́̌sený součin vektor̊u ~u, ~v, ~w je č́ıslo

〈~u× ~v, ~w〉 .

Všimněme si, že 〈~u × ~v, ~w〉 = 0 plat́ı právě tehdy, když vektory ~u, ~v, ~w jsou komplanárńı.
Podmı́nka ~u × ~v ⊥ ~w totiž znamená právě to, že bud’ ~u × ~v = ~o, nebo vektor ~w lež́ı v rovině
kolmé k nenulovému vektoru ~u× ~v, tedy v rovině určené vektory ~u, ~v.

Jak je to se znaménkem smı́̌seného součinu 〈~u×~v, ~w〉 v př́ıpadě nekomplanárńıch vektor̊u ~u,
~v, ~w? Odpověd’ spoj́ıme s uvedeńım užitečného vzorce pro smı́̌sený součin

〈~u× ~v, ~w〉 = det

 u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

 , (1.25)

25Uvedenou ekvivalenci lze interpretovat i takto: Zdegenerované jsou právě ty trojúhelńıky, které maj́ı nulový
obsah.

26Opět citujeme definici z učebnice [koč–09], str. 60.
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ve kterém vystupuj́ı obvykle značené souřadnice vektor̊u ~u, ~v, ~w v libovolné pravotočivé orto-
normálńı bázi.27 Ze vzorce plyne, že č́ıslo 〈~u × ~v, ~w〉 je kladné, resp. záporné, právě když je ~u,
~v, ~w pravotočivá, resp. levotočivá báze prostoru.

Před posouzeńım geometrického významu smı́̌seného součinu uved’me prakticky významný
vztah mezi dvěma smı́̌senými součiny 〈~a×~b,~c 〉 a 〈~u×~v, ~w〉, který budeme při řešeńı úloh využ́ıvat
v situaci, kdy vektory ~a, ~b, ~c budou známé lineárńı kombinace vektor̊u ~u, ~v, ~w. Potřebný vztah
vyjádř́ıme pravidlem

~a = a1~u+ a2~v + a3 ~w
~b = b1~u+ b2~v + b3 ~w
~c = c1~u+ c2~v + c3 ~w

=⇒ 〈~a×~b,~c 〉 = 〈~u× ~v, ~w〉 · det

 a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 , (1.26)

jehož platnost ověř́ıme, když do vyjádřeńı (1.25) pro smı́̌sený součin 〈~a×~b,~c 〉 dosad́ıme souřadnice
vektor̊u ~a, ~b, ~c, které vyjádř́ıme pomoćı souřadnic vektor̊u ~u, ~v, ~w v uvažované pravotočivé or-
tonormálńı bázi, a pak využijeme poučku o determinantu součinu dvou matic třet́ıho řádu,
konkrétně matic  a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 a

 u1 u2 u3

v1 v2 v3
w1 w2 w3

 .

T́ım d̊ukaz (1.26) ukonč́ıme.

Ke sĺıbenému geometrickému významu smı́̌seného součinu se dostaneme, když se pod́ıváme,
jak vyjádřit objem rovnoběžnostěnu ABCDA1B1C1D1 pomoćı vektor̊u tř́ı jeho hran vycházej́ı-
ćıch z vrcholu A, které označ́ıme ~u =

−→
AB, ~v =

−→
AD, ~w =

−−→
AA1.

(Takto určuj́ı rovnoběžnostěn každé tři nekomplanárńı vektory ~u, ~v, ~w.) Dále označme p kolmici
ke stěně ABCD vedenou bodem A a ~a jednotkový směrový vektor př́ımky p, při kterém je báze
~u, ~v, ~a pravotočivá, takže plat́ı

~a =
~u× ~v
|~u× ~v|

, neboli ~u× ~v = |~u× ~v| · ~a .

27Tento vzorec pro skalárńı součin vektor̊u ~u × ~v a ~w plyne z rozvoje vypsaného determinantu podle prvk̊u
jeho třet́ıho řádku. Dodejme, že nulovost tohoto determinantu je zřejmě kritériem komplanárnosti vektor̊u ~u, ~v,
~w se souřadnicemi ui, vi, wi (i = 1, 2, 3) v libovolné (ne nutně ortonormálńı) bázi.
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Konečně A0 znač́ı pr̊useč́ık př́ımky p s rovinou stěny A1B1C1D1, takže AA0 je výška rovnoběž-
nostěnu vzhledem k podstavě ABCD, jej́ıž obsah lze vyjádřit vzorcem S = |~u×~v|. Pro objem V
zkoumaného tělesa proto plat́ı

V = S · |AA0| = |~u× ~v| · |AA0| .

Uváž́ıme-li, že |AA0| je velikost kolmého pr̊umětu vektoru ~w na př́ımku p se směrovým vekto-
rem ~a, podle vzorce (1.10) z Podkapitoly 1.2 s ohledem na |~a| = 1 plat́ı

|AA0| = |〈~a, ~w〉| .

Spojeńım všech tř́ı vypsaných vztah̊u dostáváme

V = |~u× ~v| · |AA0| = |~u× ~v| · |〈~a, ~w〉| = |〈|~u× ~v| · ~a, ~w〉| = |〈~u× ~v, ~w〉| .

Tento výsledek spolu s dř́ıve uvedeným pravidlem o znaménku smı́̌seného součinu 28 znamená,
že pro objem rovnoběžnostěnu určeného třemi nekomplanárńımi vektory ~u, ~v, ~w plat́ı

V = 〈~u× ~v, ~w〉 , resp. V = −〈~u× ~v, ~w〉 , (1.27)

podle toho, zda je ~u, ~v, ~w pravotočivá, resp. levotočivá báze.

Z dokázaného vzorce př́ımo plyne jednak vztah

V =
1
2
|〈
−→
AB ×

−→
AC,
−−→
AA1〉| (1.28)

pro objem libovolného trojbokého hranolu ABCA1B1C1, jednak vyjádřeńı

V =
1
6
|〈
−→
AB ×

−→
AC,
−→
AD〉| (1.29)

pro objem každého čtyřstěnu ABCD, nebot’ z elementárńı geometrie těles je dobře známo, že
tento objem je roven šestině objemu rovnoběžnostěnu s vrcholem A a hranami AB, AC, AD.
Jde totiž právě o rovnoběžnostěn určený nekomplanárńımi vektory

−→
AB,

−→
AC,

−→
AD z předchoźıch

úvah.

Uvedené vyjádřeńı objemu V můžeme rovněž zd̊uvodnit ze vzorce ”třetina součinu obsahu pod-
stavy a výšky“ platného pro libovolný jehlan.

28Pravidlo lze vysvětlit i takto: Znaménko smı́̌seného součinu 〈~u × ~v, ~w〉 je shodné se znaménkem č́ısla cos ϕ,
kde ϕ je odchylka vektor̊u ~u × ~v a ~w. Pravotočivá báze ~u, ~v, ~u × ~v a báze ~u, ~v, ~w maj́ı zřejmě stejnou orientaci
právě tehdy, když ϕ < π

2
, neboli když cos ϕ > 0.
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Kapitola 2

Výpočty afinńıch vztah̊u

V žádné z obou podkapitol této kapitoly nejsou jednotlivé př́ıklady a úlohy roztř́ıděny do pa-
ragraf̊u, nýbrž jsou seřazeny do jednoho celku podle složitosti námět̊u s ohledem na hloubku
uplatněńı vektorové metody potřebné k jejich řešeńı. Přesto je možné zde naj́ıt několik skupin
tématicky př́ıbuzných úloh, které nyńı přehledně vymeźıme výčtem jejich pořadových č́ısel.

• Důkazy rovnoběžnosti: 2.1.1, 2.1.4, 2.1.5, 2.2.1, 2.2.2, 2.2.7, 2.2.8, 2.2.15, 2.2.24, 2.2.25,
2.2.29, 2.2.30, 2.2.37, 2.2.40.

• Důkazy kolinearity a komplanárnosti: 2.1.9 část 1, 2.2.18, 2.2.35, 2.2.38.

• Důkazy incidence př́ımek1: 2.1.2, 2.1.6, 2.1.7, 2.1.9 část 2, 2.2.6, 2.2.23.

• Výpočty děĺıćıch poměr̊u: 2.1.2, 2.1.6, 2.1.9, 2.1.10, 2.2.15, 2.2.20, 2.2.21, 2.2.22, 2.2.26,
2.2.27, 2.2.28, 2.2.31, 2.2.32, 2.2.33.

• Srovnáńı délek rovnoběžných úseček: 2.1.1, 2.2.2, 2.2.15, 2.2.32.

• Středová souměrnost a stejnolehlost: 2.2.3, 2.2.6, 2.2.7, 2.2.36, 2.2.9, 2.2.19.

• O těžnićıch a těžǐsti trojúhelńıku: 2.1.2, 2.1.3, 2.1.8, 2.2.12, 2.2.38, 2.2.41.

• O splynut́ı těžǐst’ dvou trojúhelńık̊u: 2.2.14, 2.2.16, 2.2.17, 2.2.28, 2.2.29.

• O těžǐst́ıch mnoha trojúhelńık̊u: 2.2.8, 2.2.9, 2.2.36.

2.1 Př́ıklady teoretického významu

Př́ıklad 2.1.1: Středńı př́ıčka trojúhelńıku je rovnoběžná se stranou trojúhelńıku, jej́ımž středem
neprocháźı, a má ve srovnáńı s ńı polovičńı délku. Dokažte. (Středńı př́ıčkou rozumı́me každou
ze tř́ı úseček spojuj́ıćıch vždy středy dvou stran trojúhelńıku.) 2

1T́ımto termı́nem zde označujeme situaci, kdy tři nebo v́ıce daných př́ımek procháźı jedńım bodem.
2Klasický výsledek.
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Řešeńı:
Pro středy A0, B0, C0 stran BC, AC a AB trojúhelńıku ABC plat́ı

A0 =
1
2

(B + C) , B0 =
1
2

(A+ C) , C0 =
1
2

(A+B) ,

odkud plyne, že vektor

−−−→
A0B0 =

1
2

(A+ C)− 1
2

(B + C) =
1
2

(A−B) = −1
2
−→
AB ,

je (nesouhlasně) rovnoběžný s vektorem
−→
AB a má ve srovnáńı s ńım polovičńı velikost. Podobně

bychom ukázali, že také
−−−→
A0C0 = 1

2

−→
CA a

−−−→
B0C0 = 1

2

−→
CB.

Př́ıklad 2.1.2: Těžnice trojúhelńıku se prot́ınaj́ı v jediném bodě, který nazýváme těžǐstě daného
trojúhelńıku. Těžǐstě děĺı každou těžnici v poměru 1 : 2 (poč́ıtáno od strany trojúhelńıku).
Dokažte obě tvrzeńı. (Těžnićı rozumı́me každou ze tř́ı úseček spojuj́ıćıch vždy vrchol trojúhelńıku
se středem protěǰśı strany.) 3

Řešeńı:
Středy stran BC, AC a AB trojúhelńıku ABC označme

A0 =
1
2

(B + C) , B0 =
1
2

(A+ C) , C0 =
1
2

(A+B) .

Na úsečce AA0 zvolme bod T tak, aby platilo |A0T | : |TA| = 1 : 2, což vektorově zapsáno
znamená, že

−−→
A0T = 1

3

−−→
A0A, odtud

T −A0 =
1
3

(A−A0) neboli

3Patrně prvńı (fyzikálńı) d̊ukaz výsledku podal Archimédes. Vektorový d̊ukaz, který zde vylož́ıme, je uveden
v mnoha zdroj́ıch, např. [bud–71], str. 47–49, věta 2.8.
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T = A0 +
1
3

(A−A0) =
1
2

(B + C) +
1
3

(
A− 1

2
(B + C)

)
=

1
3

(A+B + C) .

Cyklickou záměnou bod̊u A, B, C dostaneme, že stejné vyjádřeńı 1
3(A + B + C) maj́ı i body

lež́ıćı na daľśıch dvou těžnićıch BB0 a CC0 a děĺıćı je v poměru 1 : 2 (od strany k vrcholu). Bod
T = 1

3(A+B + C) tedy lež́ı na všech třech těžnićıch a každou z nich děĺı v poměru 1 : 2.

Př́ıklad 2.1.3: Jsou-li AA0, BB0, CC0 těžnice libovolného trojúhelńıku ABC, pak plat́ı rovnost−−→
AA0 +

−−→
BB0 +

−−→
CC0 = ~o. Dokažte.4

Řešeńı:
Protože A0 = 1

2(B + C), B0 = 1
2(A+ C), C0 = 1

2(A+B), plat́ı

−−→
AA0 +

−−→
BB0 +

−−→
CC0 =

1
2

(B + C)−A+
1
2

(A+ C)−B +
1
2

(A+B)− C = ~o ,

nebot’ v zapsané lineárńı kombinaci koeficient u každého z bod̊u A, B, C je 1
2 + 1

2 − 1 = 0.

Př́ıklad 2.1.4: Středy stran každého (at’ už rovinného či prostorového) čtyřúhelńıku jsou vrcholy
rovnoběžńıku. Dokažte.5

Řešeńı:
Pro středy P , Q, R, S stran AB, BC, CD, DA čtyřúhelńıku ABCD plat́ı

P =
1
2

(A+B) , Q =
1
2

(B + C) , R =
1
2

(C +D) , S =
1
2

(A+D) ,

odtud plyne

Q− P =
1
2

(C −A) , R− S =
1
2

(C −A) .

Z rovnosti vektor̊u
−→
PQ a

−→
SR dostáváme, že PQRS je rovnoběžńık.

Př́ıklad 2.1.5: V libovolném čtyřúhelńıku ABCD označme M střed strany BC a N střed stra-
ny AD. Dokažte, že podmı́nky

MN ‖ AB , MN ‖ CD a AB ‖ CD

jsou navzájem ekvivalentńı.6

4[pra–86], str. 102, úloha 5.21.
5[eng–97], str. 291, úloha E1. Jde o tzv. Varignon̊uv rovnoběžńık daného čtyřúhelńıku.
6Původńı úloha.
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Řešeńı:
Pro středy M , N stran BC, AD plat́ı

M =
1
2

(B + C) , N =
1
2

(A+D) ,

pro vektor
−−→
MN pak plat́ı

−−→
MN = N −M =

1
2

(A+D −B − C) =
1
2

(−→
BA+

−→
CD

)
.

Odtud je již zřejmé, že jsou-li dva z vektor̊u
−−→
MN ,

−→
BA,

−→
CD rovnoběžné, je s nimi rovnoběžný i

vektor třet́ı.

Poznámka:
Z uvedeného tvrzeńı plyne známé tvrzeńı o středńı př́ıčce lichoběžńıku: Spojnice střed̊u ramen
libovolného lichoběžńıku je rovnoběžná s jeho základnami a jej́ı délka je rovna aritmetickému
pr̊uměru délek obou základen. Stač́ı si totiž uvědomit, že v lichoběžńıku ABCD se základnami
AB, CD jsou vektory

−→
BA a

−→
CD souhlasně rovnoběžné a vektor

−−→
MN je podle našeho řešeńı

jejich ”aritmetickým pr̊uměrem“.

Př́ıklad 2.1.6: Těžnice čtyřstěnu se prot́ınaj́ı v jediném bodě, kterému ř́ıkáme těžǐstě daného
čtyřstěnu. Toto těžǐstě děĺı každou těžnici v poměru 1 : 3 (poč́ıtáno od stěny čtyřstěnu). Dokažte
obě tvrzeńı. (Těžnićı rozumı́me každou ze čtyř úseček spojuj́ıćıch vždy vrchol čtyřstěnu s těžǐstěm
protěǰśı stěny.) 7

7[bud–71], str. 49–50, věta 2.9.
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Řešeńı:
Označme D0 těžǐstě stěny ABC čtyřstěnu ABCD. Jak v́ıme podle Př́ıkladu 2.1.2,

D0 =
1
3

(A+B + C) .

Na úsečce DD0 zvoĺıme bod T tak, aby platilo |D0T | : |DT | = 1 : 3, což vektorově zapsáno
znamená

−−→
D0T = 1

4

−−→
D0D, neboli T −D0 = 1

4(D −D0), odtud

T = D0 +
1
4

(D −D0) =
1
3

(A+B + C) +
1
4

(
D − 1

3
(A+B + C)

)
=

1
4

(A+B + C +D) .

Cyklickou záměnou bod̊u A, B, C, D se vyjádřeńı takového bodu T nezměńı, a proto bod
T = 1

4(A + B + C + D) lež́ı na všech čtyřech těžnićıch čtyřstěnu a děĺı je v poměru 1 : 3, jak
jsme měli dokázat.

Př́ıklad 2.1.7: Dokažte, že těžǐstě čtyřstěnu je středem úsečky, která spojuje středy libovolných
dvou jeho protilehlých hran.8

Řešeńı:
Pro těžǐstě T čtyřstěnu ABCD podle Př́ıkladu 2.1.6 plat́ı T = 1

4(A + B + C + D). Protilehlé
hrany čtyřstěnu jsou např. hrany AD a BC. Jejich středy označme

Q =
1
2

(A+D) , R =
1
2

(B + C) .

Pro střed S úsečky QR tud́ıž plat́ı

S =
1
2

(Q+R) =
1
4

(A+B + C +D) = T .

Analogicky se dokáže tvrzeńı pro daľśı dvojice protilehlých hran BD, AC a CD, AB.

Př́ıklad 2.1.8: Uvnitř stran BC, CA a AB libovolného trojúhelńıku ABC jsou zvoleny po řadě
body A1, B1 a C1 tak, že př́ımky AA1, BB1 a CC1 procházej́ı jedńım bodem, který označ́ı-
me O. Podmı́nka, že body A1, B1, C1 jsou středy př́ıslušných stran, neboli že bod O je těžǐstěm
trojúhelńıku ABC, je ekvivalentńı s každou z rovnost́ı

8[bud–71], str. 50, věta 2.10.
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1.
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC = ~o,

2.
−−→
OA1 +

−−→
OB1 +

−−→
OC1 = ~o,

3.
−−→
AA1 +

−−→
BB1 +

−−→
CC1 = ~o.

Dokažte.9

Řešeńı:

1. Rovnost
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC = ~o nastane právě tehdy, když

(A−O) + (B −O) + (C −O) = ~o neboli O =
1
3

(A+B + C) ,

čili právě tehdy, když bod O je těžǐstě trojúhelńıku ABC.

2. Bod O je vnitřńı bod trojúhelńıku ABC, a tedy každé dva z vektor̊u ~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB,

~c =
−→
OC jsou lineárně nezávislé. Existuje proto jediná dvojice reálných č́ısel β, γ taková,

že
~a = β~b+ γ~c .

Muśıme ukázat, že rovnost
−−→
OA1 +

−−→
OB1 +

−−→
OC1 = ~o nastane, právě když plat́ı β = γ = −1,

nebot’ podle části 1 bude bod O těžǐstě, právě když bude platit rovnost ~a + ~b + ~c = ~o.
Předem je jasné, že vždy plat́ı

β 6= 0 , γ 6= 0 , β + γ 6= 0 , β 6= 1 , γ 6= 1 , β + γ 6= 1 (2.1)

(nesplněńı jednotlivých podmı́nek by po řadě znamenalo ~a ‖ ~c, ~a ‖ ~b, ~a ‖
−→
BC, ~c ‖

−→
AB,

~b ‖
−→
AC, resp. kolinearitu bod̊u A, B, C).

Nyńı odvod́ıme vztahy pro vektory
−−→
OA1,

−−→
OB1,

−−→
OC1. Vyjdeme z toho, že vektor

−−→
OB1 je

násobkem vektoru~b, čili
−−→
OB1 = k~b, kde k je reálné č́ıslo. Protože bod B1 lež́ı na úsečce AC,

existuje č́ıslo p ∈ 〈0, 1〉 s vlastnost́ı

k~b =
−−→
OB1 = p~a+ (1− p)~c = p(β~b+ γ~c ) + (1− p)~c = pβ~b+ (1− p+ pγ)~c .

9[pra–86], str. 102, úloha 5.22, řešeńı část́ı 2 a 3 této převzaté úlohy jsou vlastńı.
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Protože vektory ~b a ~c jsou dva lineárně nezávislé vektory v rovině, muśı se koeficienty
u obou vyjádřeńı vektoru

−−→
OB1 rovnat. Dostáváme tak soustavu rovnic

pγ + 1− p = 0 , k = pβ .

Protože γ 6= 1, můžeme z prvńı rovnice vyjádřit

p =
1

1− γ
, tud́ıž k = pβ =

β

1− γ
.

Pro vektor
−−→
OB1 tak hledané vyjádřeńı má tvar

−−→
OB1 =

β

1− γ
~b .

Analogicky pro vektory
−−→
OC1 a

−−→
OA1 najdeme vyjádřeńı:

−−→
OC1 =

γ

1− β
~c ,

−−→
OA1 =

β

β + γ
~b+

γ

β + γ
~c .

Nyńı dosad́ıme do rovnosti
−−→
OA1 +

−−→
OB1 +

−−→
OC1 = ~o. Dostaneme ekvivalentńı vztah(

β

β + γ
+

β

1− γ

)
~b+

(
γ

β + γ
+

γ

1− β

)
~c = ~o ,

který vzhledem k lineárńı nezávislosti vektor̊u ~b, ~c bude splněn právě tehdy, když koefici-
enty u obou těchto vektor̊u budou nulové:

β

β + γ
+

β

1− γ
= 0 ,

γ

β + γ
+

γ

1− β
= 0 .

S ohledem na β 6= 0 z prvńı rovnice dostaneme γ − 1 = β + γ, neboli β = −1. Z druhé
rovnice pak s ohledem na γ 6= 0 dostaneme β − 1 = β + γ neboli γ = −1. To jsme měli
ukázat: Odvozená soustava rovnic má právě jedno řešeńı β = γ = −1.

3. Stejně jako v části 2 zavedeme vektory ~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC a ukážeme, že rovnost−−→

AA1+
−−→
BB1+

−−→
CC1 = ~o nastane právě tehdy, když pro koeficienty β, γ z rovnosti ~a = β~b+γ~c

plat́ı β = γ = −1.

Pro vektor
−−→
AA1 můžeme (s využit́ım vztahu odvozeného pro vektor

−−→
OA1 v části 2)

psát
−−→
AA1 =

−−→
OA1 −

−→
OA =

β

β + γ
~b+

γ

β + γ
~c− β~b− γ~c ,

analogicky pro vektory
−−→
BB1 a

−−→
CC1 :

−−→
BB1 =

−−→
OB1 −

−→
OB =

β

1− γ
~b−~b ,

−−→
CC1 =

−−→
OC1 −

−→
OC =

γ

1− β
~c− ~c .
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Dosazeńım do vektorové rovnosti
−−→
AA1 +

−−→
BB1 +

−−→
CC1 = ~o dostaneme ekvivalentńı vztah(

β

β + γ
− β +

β

1− γ
− 1
)
~b+

(
γ

β + γ
− γ +

γ

1− β
− 1
)
~c = 0 ,

který bude splněn právě tehdy, když bude splněna soustava rovnic

β

β + γ
+

β

1− γ
= 1 + β ,

γ

β + γ
+

γ

1− β
= 1 + γ .

V části 2 jsme vypsali podmı́nky (2.1), které č́ısla β a γ vždy splňuj́ı. Proto můžeme
v odvozených rovnićıch odstranit zlomky a dále je upravovat zp̊usobem, který s ohledem
na symetrii zaṕı̌seme pouze pro prvńı rovnici:

β(1− γ) + β(β + γ) = (1 + β)(β + γ)(1− γ) ,

β(1 + β) = (1 + β)(β + γ − βγ − γ2) ,

(1 + β)(γ − βγ − γ2) = 0 ,

γ(1 + β)(1− β − γ) = 0 .

Podle (2.1) plat́ı nejen γ 6= 0, ale také β + γ 6= 1, takže je posledńı rovnice splněna právě
tehdy, když 1 + β = 0, neboli β = −1. Analogicky je druhá rovnice ekvivalentńı podmı́nce
γ = −1.

Př́ıklad 2.1.9: Je dán trojúhelńık ABC. Označme K, L, M libovolné body, které lež́ı po řadě
na př́ımkách AB, BC, CA a které jsou r̊uzné od vrchol̊u A, B, C. Dokažte 10

1. Menelaovu větu: Body K, L, M lež́ı v jedné př́ımce právě tehdy, když plat́ı rovnost
−−→
AK
−−→
KB

·
−→
BL
−→
LC
·
−−→
CM
−−→
MA

= −1 ; (2.2)

2. Cévovu větu: Př́ımky AL, BM , CK procházej́ı jedńım bodem právě tehdy, když plat́ı rov-
nost −−→

AK
−−→
KB

·
−→
BL
−→
LC
·
−−→
CM
−−→
MA

= 1 ; (2.3)

přitom levou stranu (2.2) i (2.3) chápeme jako součin tř́ı nenulových reálných č́ısel κ, λ, µ
z rovnost́ı −−→

AK = κ
−−→
KB ,

−→
BL = λ

−→
LC ,

−−→
CM = µ

−−→
MA. (2.4)

10Klasické výsledky s p̊uvodńımi d̊ukazy.
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Řešeńı:
Ze zadáńı úlohy plyne, že každá z dvojic vektor̊u (

−−→
AK,

−−→
KB), (

−→
BL,
−→
LC), (

−−→
CM,

−−→
MA) je tvořena

dvěma nenulovými lineárně závislými vektory, takže rovnosti (2.4) skutečně plat́ı s vhodnými
reálnými č́ısly κ, λ, µ, a to r̊uznými od 0 a −1, protože podle zadáńı jsou body K, L, M r̊uzné
od vrchol̊u A, B, C.

Vrchol A zvoĺıme za počátek a body B, C, K, L, M urč́ıme polohovými vektory ~b =
−→
AB,

~c =
−→
AC, ~k =

−−→
AK, ~l =

−→
AL, ~m =

−−→
AM . Přeṕı̌seme rovnosti (2.4) pomoćı těchto polohových vektor̊u

a vyjádř́ıme z nich vektory ~k, ~l, ~m jako lineárńı kombinace (lineárně nezávislých) vektor̊u ~b, ~c :

~k = κ(~b− ~k) , odtud ~k =
κ

1 + κ
~b ,

~l −~b = λ(~c−~l) , odtud ~l =
1

1 + λ
~b+

λ

1 + λ
~c ,

~m− ~c = −µ~m , odtud ~m =
1

1 + µ
~c .

(Vzorce jsou korektńı, protože κ, λ, µ 6= −1, jak jsme vysvětlili výše.)

1. Vyjádř́ıme vektory
−→
KL a

−−→
KM jako lineárńı kombinace vektor̊u ~b, ~c :

−→
KL = ~l − ~k =

(
1

1 + λ
− κ

1 + κ

)
~b+

λ

1 + λ
~c ,

−−→
KM = ~m− ~k = − κ

1 + κ
~b+

1
1 + µ

~c .

Body K, L, M lež́ı v jedné př́ımce právě tehdy, když jsou vektory
−→
KL,

−−→
KM lineárně

závislé, a to vzhledem k lineárńı nezávislosti vektor̊u ~b, ~c nastane právě tehdy, když

det

(
1

1+λ −
κ

1+κ
λ

1+λ

− κ
1+κ

1
1+µ

)
= 0 .

Po úpravě a následném vynásobeńı č́ıslem (1+κ)(1+λ)(1+µ) 6= 0 dostáváme ekvivalentńı
rovnosti:

1
1 + µ

·
(

1
1 + λ

− κ

1 + κ

)
+

λ

1 + λ
· κ

1 + κ
= 0 ⇔

(1 + κ)− κ(1 + λ) + κλ(1 + µ) = 0 ⇔ 1 + κ− κ− κλ+ κλ+ κλµ = 0 ⇔

κλµ = −1 ,

což je tvrzeńı Menelaovy věty, kterou jsme chtěli dokázat.

2. Libovolný bod P s polohovým vektorem ~p =
−→
AP lež́ı na př́ımce AL, právě když pro jisté

reálné č́ıslo p plat́ı

~p = p
−→
AL = p~l =

p

1 + λ
~b+

pλ

1 + λ
~c .
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Bod P lež́ı současně i na př́ımce BM právě tehdy, když vektory

−→
BP = ~p−~b =

p− λ− 1
1 + λ

~b+
pλ

1 + λ
~c a

−−→
BM = ~m−~b = −~b+

1
1 + µ

~c

jsou lineárně závislé, tedy právě tehdy, když

det

(
p−λ−1
1+λ

pλ
1+λ

−1 1
1+µ

)
= 0 .

Podobně bod P př́ımky AL lež́ı na př́ımce CK právě tehdy, když vektory

−→
CP = ~p− ~c =

p

1 + λ
~b+

pλ− λ− 1
1 + λ

~c a
−−→
CK = ~k − ~c =

κ

1 + κ
~b− ~c

jsou lineárně závislé, tedy právě tehdy, když

det

(
p

1+λ
pλ−λ−1

1+λ
κ

1+κ −1

)
= 0 .

Př́ımky AL, BM , CK tedy maj́ı společný bod právě tehdy, když pro nějaké reálné p
jsou oba předchoźı determinanty zároveň nulové. Výpočtem obou determinant̊u dostává-
me soustavu rovnic

p− λ− 1
1 + λ

· 1
1 + µ

+
pλ

1 + λ
= 0 , − p

1 + λ
− pλ− λ− 1

1 + λ
· κ

1 + κ
= 0 .

Prvńı rovnici vynásob́ıme č́ıslem (1 + λ)(1 + µ) a druhou rovnici č́ıslem −(1 + λ)(1 + κ)
(což můžeme, nebot’ κ, λ, µ 6= −1) a dostáváme ekvivalentńı soustavu

p− λ− 1 + pλ+ pλµ = 0 , p+ pκ+ pκλ− κλ− κ = 0 .

Z prvńı rovnice vyjádř́ıme p za předpokladu 1 + λ+ λµ 6= 0 ve tvaru

p =
1 + λ

1 + λ+ λµ
,

(kdyby platilo 1 + λ + λµ = 0, měli bychom z prvńı rovnice λ = −1, což je v rozporu
se zadáńım, takže takový př́ıpad nemuśıme uvažovat). Podobně z druhé rovnice soustavy
plyne vyjádřeńı

p =
κ(1 + λ)

1 + κ+ κλ
,

(přitom nerovnost 1 + κ+ κλ 6= 0 se opět zd̊uvodńı podmı́nkou λ 6= −1). Existenci č́ısla p
lze tedy vyjádřit vztahem

1 + λ

1 + λ+ λµ
=

κ(1 + λ)
1 + κ+ κλ

,

který je s ohledem na 1 + λ 6= 0 ekvivalentńı s rovnost́ı

κ(1 + λ+ λµ) = 1 + κ+ κλ , neboli κλµ = 1 ,

a proto i Cévova věta je dokázána.
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Př́ıklad 2.1.10: Dokažte tzv. druhou Van Aubelovu větu: Uvnitř trojúhelńıku ABC zvoĺıme
libovolný bod P a označ́ıme K, L, M pr̊useč́ıky polopř́ımek CP , AP , BP po řadě se stranami
AB, BC, CA. Pak plat́ı rovnost

|AP |
|PL|

=
|AK|
|KB|

+
|AM |
|MC|

. (2.5)

(Podobné rovnosti plat́ı i pro poměry |BP | : |PM | a |CP | : |PK|.) 11

Řešeńı:
Nejprve označ́ıme jednotlivé poměry z pravé strany rovnosti (2.5) postupně κ, µ. Z vektorových
rovnost́ı

K −A = κ(B −K) a M −A = µ(C −M)

najdeme vyjádřeńı bod̊u K, M ve tvaru

K =
A+ κB

1 + κ
a M =

A+ µC

1 + µ
. (2.6)

K daľśımu postupu se inspirujeme metodou hmotných bod̊u (viz [̌sim–97]). Přǐrad́ıme-li vrchol̊um
A, B, C po řadě hmotnosti 1, κ, µ, pak body K, M jsou podle (2.6) těžǐsti dvojic hmotných
bod̊u {A,B}, resp. {A,C}. Taková fyzikálńı interpretace nás vede k hypotéze, že body L a P
jakožto těžǐstě dvojice {B,C}, resp. trojice {A,B,C} budou mı́t vyjádřeńı

L =
κB + µC

κ+ µ
a P =

A+ κB + µC

1 + κ+ µ
. (2.7)

Rovnosti (2.7) jistě zadávaj́ı některý bod L úsečky BC a některý bod P trojúhelńıku ABC,
jak však ověřit, že to jsou skutečně body ze zadáńı př́ıkladu? Zřejmě ověřeńım, že pro body
K, L, M , P zadané rovnostmi (2.6) a (2.7) je každá z dvojic vektor̊u (

−→
AP,
−→
PL), (

−→
BP,

−−→
PM),

(
−→
CP,

−−→
PK) lineárně závislá. K nalezeńı dosvědčuj́ıćıch lineárńıch kombinaćı nám opět pomůže

zmı́něná interpretace. Podle ńı budeme poč́ıtat:

1(P −A)− (κ+ µ)(L−P ) = (1 + κ+ µ)P −A− (κ+ µ)L = A+ κB+ µC −A− κB− µC = ~o ,

κ(P −B)− (1+µ)(M −P ) = (1+κ+µ)P −κB− (1+µ)M = A+κB+µC−κB−A−µC = ~o ,

µ(P −C)− (1 +κ)(K−P ) = (1 +κ+µ)P −µC− (1 +κ)K = A+κB+µC−µC−A−κB = ~o .

11Vlastńı aplikace sestavená na námět klasického výsledku.
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Ukázali jsme, že body L a P ze zadáńı úlohy maj́ı skutečně vyjádřeńı daná rovnostmi (2.7).
Nav́ıc podle prvńı ze tř́ı předchoźıch vektorových rovnost́ı plat́ı

P −A = (κ+ µ)(L− P ) ,

odkud plyne rovnost |AP | = (κ+ µ) · |PL| dokazuj́ıćı (2.5).

2.2 Daľśı řešené úlohy

Úloha 2.2.1: Ve čtyřúhelńıku ABCD, jehož strany AB a CD nejsou rovnoběžné, označ́ıme E
střed strany AB a K střed strany CD. Dokažte, že středy úseček AK, CE, BK, DE jsou vrcholy
rovnoběžńıku.12

Řešeńı:
Podle zadáńı

E =
1
2

(A+B) , K =
1
2

(C +D) .

Středy úseček AK, CE, BK, DE označ́ıme postupně P1, . . . , P4 :

P1 =
1
2

(A+K) =
1
4

(2A+ C +D) , P2 =
1
2

(C + E) =
1
4

(2C +A+B) ,

P3 =
1
2

(B +K) =
1
4

(2B + C +D) , P4 =
1
2

(D + E) =
1
4

(2D +A+B) .

Vzhledem k tomu, že ABCD neńı rovnoběžńık (ve kterém A+C = B +D), plyne z uvedených
vyjádřeńı P1 6= P4 a P2 6= P3. Nav́ıc pro vektory

−−→
P1P2 a

−−→
P4P3 dostáváme

P2 − P1 =
1
4

(2C +A+B − 2A− C −D) =
1
4

(−A+B + C −D) =
1
4
−→
AB − 1

4
−→
CD ,

P3 − P4 =
1
4

(2B + C +D − 2D −A−B) =
1
4

(−A+B + C −D) =
1
4
−→
AB − 1

4
−→
CD .

12[pra–86], str. 100, úloha 5.3.
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Vektory
−−→
P1P2 a

−−→
P4P3 se tud́ıž sobě rovnaj́ı a jsou nenulové, nebot’ vektory

−→
AB a

−→
CD jsou podle

zadáńı lineárně nezávislé. Zároveň vektor
−−→
P4P1 s vyjádřeńım

P1 − P4 =
1
4

(2A+ C +D − 2D −A−B) =
1
4

(A−B + C −D) = −1
4
−→
AB − 1

4
−→
CD

neńı lineárně závislý s vektorem
−−→
P1P2 (opět kv̊uli lineárńı nezávislosti vektor̊u

−→
AB a

−→
CD), body

P1, . . . , P4 proto nelež́ı v jedné př́ımce, takže P1P2P3P4 je skutečně rovnoběžńık.

Úloha 2.2.2: V rovině je dáno pět r̊uzných bod̊u A, B, C, D, E. Spoj́ıme dvěma úsečkami středy
úseček AB, CD a středy úseček BC, DE. Pak středy těchto dvou úseček spoj́ıme třet́ı úsečkou.
Dokažte, že posledńı úsečka je rovnoběžná s úsečkou AE a má ve srovnáńı s ńı čtvrtinovou
délku.13

Řešeńı:
Označ́ıme středy AB, CD, BC, DE postupně P , Q, M , N a středy PQ, MN pak postupně R,
S. Plat́ı

P =
1
2

(A+B) , Q =
1
2

(C +D) , M =
1
2

(B + C) , N =
1
2

(D + E) ,

odtud pak

R =
1
2

(P +Q) =
1
4

(A+B + C +D) , S =
1
2

(M +N) =
1
4

(B + C +D + E) .

Pro vektor
−→
RS tud́ıž plat́ı

−→
RS = S −R =

1
4

(B + C +D + E −A−B − C −D) =
1
4

(E −A) =
1
4
−→
AE .

T́ım jsou obě tvrzeńı o úsečce RS dokázána.

Úloha 2.2.3: Na tabuli jsou nakresleny čtyři body A, B, C, D. Sestrojme body A′, B′, C ′,
D′ následuj́ıćım zp̊usobem: A′ je obrazem bodu A ve středové souměrnosti se středem B, B′

je obrazem bodu B ve středové souměrnosti se středem C, C ′ je obrazem bodu C ve středové
souměrnosti se středem D, D′ je obrazem bodu D ve středové souměrnosti se středem A. Nyńı
smažeme body A, B, C, D. M̊užeme zpětně naj́ıt polohu bod̊u A, B, C, D, když známe polohu
bod̊u A′, B′, C ′, D′? 14

13[pra–86], str. 105, úloha 5.44.
14[bech–03], str. 30, úloha 3; [gel–07], str. 205, úloha 583.
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Řešeńı:
Označme vektory ~a =

−→
AB, ~b =

−→
BC, ~c =

−→
CD, ~d =

−→
DA. Je zřejmé, že

~a+~b+ ~c+ ~d = ~o , odtud ~d = −~a−~b− ~c .

Podle zadáńı je bod A′ obrazem bodu A ve středové souměrnosti se středem B, takže plat́ı

−−→
A′B = −

−→
AB = −~a , a také

−−→
AA′ = 2

−→
AB = 2~a ,

analogické vektorové rovnosti plat́ı i v př́ıpadě bod̊u B′, C ′ a D′ :

−−→
B′C = −~b ,

−−→
BB′ = 2~b ,

−−→
C ′D = −~c ,

−−→
CC ′ = 2~c ,

−−→
D′A = −~d ,

−−→
DD′ = 2~d .

Označme ještě vektory ~x =
−−→
A′B′, ~y =

−−→
B′C ′, ~z =

−−→
C ′D′. Pro ně podle předchoźıho plat́ı

~x =
−−→
A′B′ =

−−→
A′B +

−−→
BB′ = −~a+ 2~b ,

~y =
−−→
B′C ′ =

−−→
B′C +

−−→
CC ′ = −~b+ 2~c ,

~z =
−−→
C ′D′ =

−−→
C ′D +

−−→
DD′ = −~c+ 2~d = −~c+ 2(−~a−~b− ~c ) = −2~a− 2~b− 3~c .

Odtud plyne, že
~b = 2~c− ~y , ~a = 2~b− ~x = 4~c− 2~y − ~x .

Nyńı dosad́ıme za vektory ~a a ~b do vyjádřeńı pro ~z a dostaneme

~z = −2(4~c− 2~y − ~x)− 2(2~c− ~y)− 3~c = −15~c+ 2~x+ 6~y .

Odtud vyjádř́ıme vektor ~c :

~c = −
−−→
C ′D =

1
15

(2~x+ 6~y − ~z) neboli D = C ′ − 1
15

(2~x+ 6~y − ~z) .

Bod D tedy můžeme naj́ıt pomoćı bodu C ′ a známých vektor̊u ~x, ~y, ~z, bod A pak určit jako
střed DD′, bod B jako střed AA′ a bod C jako střed BB′.
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Úloha 2.2.4: Řekneme, že množina A nenulových vektor̊u v rovině má vlastnost S, jestlǐze
obsahuje nejméně tři prvky a pro každý vektor ~u ∈ A existuj́ı vektory ~v, ~w ∈ A takové, že ~v 6= ~w
a ~u = ~v + ~w. Zjistěte nejmenš́ı možný počet prvk̊u konečné množiny vektor̊u s vlastnost́ı S.15

Řešeńı:
Uvažujme trojúhelńık ABC a v něm vektory

−→
AB,

−→
BC,

−→
CA,

−→
BA,

−→
CB,

−→
AC. Tato množina šesti

vektor̊u zřejmě má vlastnost S. Dokažme nyńı, že každá konečná množina vektor̊u s vlastnost́ı S
má nejméně šest prvk̊u.

Mějme konečnou množinu A s vlastnost́ı S a umı́stěme všechny jej́ı vektory do počátku O,
takže A = {

−−→
OX1, . . . ,

−−→
OXn}, kde n ≥ 3. Zvolme dva nerovnoběžné vektory ~u a ~v, kde ~u ani ~v

neńı rovnoběžný s žádným z vektor̊u z množiny A, ani s žádným z vektor̊u
−−−→
XiXj , i 6= j.

Označme nyńı
−−→
OXi = ai~u + bi~v, kde i = 1, . . . , n, rozklad vektoru

−−→
OXi v bázi (~u,~v). Pak

množina reálných č́ısel M = {a1, . . . , an} má všechny prvky nenulové (podle výběru vektor̊u ~u,
~v) a má vlastnost podobnou vlastnosti S. Necht’ a je maximum množiny M . Je zřejmé, že a > 0
a že existuj́ı reálná č́ısla b, c ∈M , b 6= c, b, c > 0 takové, že a = b+c, jinak by a nebylo maximum
(a nemůže být součtem kladného a záporného č́ısla menš́ıch než ono samo, stejně tak nemůže být
záporné a součtem dvou záporných č́ısel menš́ıch než a). Podobně pro minimum a′ množiny M ,
které je nutně záporné, existuj́ı č́ısla b′, c′ ∈M , b′ 6= c′, b′, c′ < 0 taková, že a′ = b′+c′. T́ım jsme
dostali šest r̊uzných prvk̊u množiny M , kterým odpov́ıdá šest r̊uzných vektor̊u z množiny A.
T́ım je d̊ukaz hotov.

Úloha 2.2.5:

1. Máme dány středy stran obecného n-úhelńıku v pořad́ı, v jakém lež́ı na jeho hranici. Je
možné tento n-úhelńık rekonstruovat?

2. Sestrojte pětiúhelńık podle pětice střed̊u jeho stran zadaných v pořad́ı, v jakém lež́ı na jeho
hranici.16

Řešeńı:
1. Označme vrcholy neznámého n-úhelńıku po řadě P1, P2, . . . Pn a dané středy jeho stran

postupně M1,M2, . . . ,Mn, takže plat́ı

2M1 = P1 + P2 , 2M2 = P2 + P3 , . . . 2Mn = Pn + P1 .

Muśıme zjistit, kdy má tato soustava n rovnic s neznámými P1, P2, . . . Pn právě jedno
řešeńı. Je-li n liché, ze soustavy plyne

P1 = 2M1 − P2 = 2M1 − 2M2 + P3 = · · · = 2M1 − 2M2 + 2M3 − · · ·+ 2Mn − P1 ,

odtud P1 je dáno jednoznačně vztahem

P1 = M1 −M2 +M3 − · · ·+Mn

15[bech–03], str. 30–31, upravená úloha 4.
16[bar–95], str. 33–34, úloha 366.
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a podobně najdeme daľśı vrcholy Pi. Je-li n sudé, je

P1 = 2M1 − 2M2 + 2M3 − · · · − 2Mn + P1 ,

což je splněno právě tehdy, když

M1 +M3 + · · ·+Mn−1 = M2 +M4 + · · ·+Mn .

Pokud je tato podmı́nka splněna, soustava rovnic pro Pi je lineárně závislá a existuje
nekonečně mnoho řešeńı, neńı-li splněna, soustava nemá řešeńı. Rekonstrukce je tedy možná
právě tehdy, když je č́ıslo n liché.

2. Z předchoźı části plyne, že hledaný pětiúhelńık P1P2P3P4P5 je jednoznačně určen středy
M1, . . . ,M5, nebot’ jeho vrcholy Pi maj́ı vyjádřeńı

P1 = M1 −M2 +M3 −M4 +M5 ,

P2 = 2M1 − P1 = M1 +M2 −M3 +M4 −M5 ,

P3 = 2M2 − P2 = −M1 +M2 +M3 −M4 +M5 ,

P4 = 2M3 − P3 = M1 −M2 +M3 +M4 −M5 ,

P5 = 2M4 − P4 = −M1 +M2 −M3 +M4 +M5 ,

ze kterých je snadné provést jejich konstrukci. Např́ıklad P1 = M1 +
−−−−→
M2M3 +

−−−−→
M4M5,

atd.

Úloha 2.2.6: Je dán trojúhelńık ABC. Označme Xa, Xb, Xc obrazy libovolného bodu X po řadě
v souměrnostech podle střed̊u stran BC, AC, AB. Dokažte, že př́ımky AXa, BXb, CXc maj́ı
společný bod.17

17Původńı úloha.

65



Řešeńı:
Pro středy A1, B1, C1 stran BC, AC, AB a obrazy Xa, Xb, Xc bodu X plat́ı

A1 =
1
2

(B + C) =
1
2

(X +Xa) , odtud Xa = B + C −X ,

analogicky pak
Xb = A+ C −X , Xc = A+B −X .

Pro střed P úsečky AXa proto plat́ı

P =
1
2

(A+Xa) =
1
2

(A+B + C −X) .

Ze souměrnosti źıskaného vyjádřeńı ovšem plyne, že bod P je také středem úseček BXb a CXc,
je to tedy společný bod všech tř́ı uvažovaných př́ımek.

Úloha 2.2.7: V konvexńım čtyřúhelńıku ABCD body T1, T2, T3, T4 označuj́ı postupně těžǐstě
trojúhelńık̊u BCD, ACD, ABD, ABC. Necht’ body A1, B1, C1, D1 jsou body souměrně sdružené
s body A, B, C, D po řadě podle střed̊u T1, T2, T3, T4. Dokažte, že ABCD je rovnoběžńık právě
tehdy, když A1B1C1D1 je rovnoběžńık.18

Řešeńı:
Pro těžǐstě T1, T2, T3, T4 trojúhelńık̊u ze zadáńı plat́ı

T1 =
1
3

(B+C+D) , T2 =
1
3

(A+C+D) , T3 =
1
3

(A+B+D) , T4 =
1
3

(A+B+C) .

Bod A1 je souměrně sdružený s bodem A podle středu T1, plat́ı tedy

T1 =
1
2

(A+A1) neboli A1 = 2T1 −A = −A+
2
3
B +

2
3
C +

2
3
D ,

analogicky

B1 =
2
3
A−B +

2
3
C +

2
3
D , C1 =

2
3
A+

2
3
B − C +

2
3
D , D1 =

2
3
A+

2
3
B +

2
3
C −D .

18[grb–03], str. 17, úloha 3.2, řešeńı vlastńı, bez komplexńıch č́ısel užitých ve zdroji.

66



A1B1C1D1 je rovnoběžńık právě tehdy, když B1 − A1 = C1 − D1, což lze podle předchoźıch
vyjádřeńı zapsat rovnost́ı

5
3
A− 5

3
B =

5
3
D − 5

3
C , neboli

−→
AB =

−→
DC .

Odtud již plyne, že A1B1C1D1 je rovnoběžńık právě tehdy, když ABCD je rovnoběžńık, nebot’
posledńı vlastnost lze vyjádřit právě výše odvozenou rovnost́ı

−→
AB =

−→
DC.

Úloha 2.2.8: Mějme libovolný šestiúhelńık ABCDEF a necht’ A1 , B1 , C1 , D1 , E1 , F1 jsou
po řadě těžǐstě trojúhelńık̊u ABC, BCD, CDE, DEF , EFA, FAB. Pak vzniklý šestiúhel-
ńık A1B1C1D1E1F1 má rovnoběžné a stejně dlouhé protilehlé strany. Dokažte.19

Řešeńı:
Protilehlé strany šestiúhelńıku A1B1C1D1E1F1 jsou stejně dlouhé a rovnoběžné právě tehdy,
když plat́ı

−−−→
A1B1 =

−−−→
E1D1,

−−−→
B1C1 =

−−−→
F1E1 a

−−−→
C1D1 =

−−−→
A1F1. Dokážeme pouze prvńı rovnost,

ostatńı se dokážou analogicky. Těžǐstě zkoumaných trojúhelńık̊u maj́ı vyjádřeńı

A1 =
1
3

(A+B + C) , B1 =
1
3

(B + C +D) , D1 =
1
3

(D + E + F ) , E1 =
1
3

(E + F +A) ,

proto pro jimi určené vektory plat́ı
−−−→
A1B1 =

1
3

(D −A) ,
−−−→
E1D1 =

1
3

(D −A) .

Úloha 2.2.9: Mějme čtyřúhelńık ABCD a necht’ A1B1C1D1 je čtyřúhelńık tvořený těžǐsti
trojúhelńık̊u BCD, CDA, DAB, ABC. Ukažte, že ABCD m̊užeme zobrazit na A1B1C1D1

ve vhodné stejnolehlosti. Najděte jej́ı střed Z a koeficient t.20

Řešeńı:
Pro zkoumaná těžǐstě podle známého vzorce plat́ı

A1 =
1
3

(B + C +D) , B1 =
1
3

(A+ C +D) , C1 =
1
3

(A+B +D) , D1 =
1
3

(A+B + C) ,

19[eng–97], str. 291, úloha E3.
20[eng–97], str. 292, úloha E4.
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odtud plynou rovnosti
−−−→
A1B1 =

1
3

(−B +A) = −1
3
−→
AB ,

−−−→
B1C1 = −1

3
−→
BC ,

−−−→
C1D1 = −1

3
−→
CD ,

−−−→
D1A1 = −1

3
−→
DA .

Vid́ıme, že hledaná stejnolehlost muśı mı́t koeficient t = −1
3 . Jej́ı střed Z najdeme např́ıklad

z rovnice pro vzor A a obraz A1 :

−−→
ZA1 = −1

3
−→
ZA , neboli A1 − Z = −1

3
(A− Z) ,

3A1 +A = 4Z , neboli (B + C +D) +A = 4Z ,

Z =
1
4

(A+B + C +D) .

Takto určený bod Z se nezměńı záměnou pořad́ı bod̊u A, B, C, D, a jde tedy opravdu o střed
stejnolehlosti, která má požadovanou vlastnost.

Úloha 2.2.10: V trojúhelńıku ABC označme P střed středńı př́ıčky rovnoběžné se stranou BC.
Dokažte, že pro libovolný bod X plat́ı 2

−→
XA+

−−→
XB +

−−→
XC = 4

−−→
XP .21

Řešeńı:
Označme Q a R středy stran AB a AC :

Q =
1
2

(A+B) , R =
1
2

(A+ C) .

Pak QR je zkoumaná středńı př́ıčka rovnoběžná se stranou BC a pro jej́ı střed P plat́ı

P =
1
2

(R+Q) =
1
4

(2A+B + C) .

Odtud

2
−→
XA+

−−→
XB +

−−→
XC − 4

−−→
XP = 2(A−X) + (B −X) + (C −X)− 4(P −X) =

= (2A+B + C)− 4X − (2A+B + C) + 4X = ~o .

T́ım je rovnost ze zadáńı dokázána.

21[pra–86], str. 104, úloha 5.39.
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Úloha 2.2.11: Řešte rovnici
−→
XA+

−−→
XB+

−−→
XC =

−−→
XD+

−−→
XE, kde A, B, C, D, E jsou dané body

a X je neznámý bod (téže roviny). Popǐste konstrukci všech řešeńı a jejich počet.22

Řešeńı:
Ekvivalentńımi úpravami dané rovnice postupně dostaneme:

−→
XA+

−−→
XB +

−−→
XC =

−−→
XD +

−−→
XE ,

A−X +B −X + C −X = D −X + E −X ,

A+B + C − 3X = D + E − 2X ,

X = A+B + C − (D + E) = 3 · A+B + C

3
− 2 · D + E

2
,

X = 3T − 2S ,

kde T je těžǐstě 4ABC a S střed úsečky DE. Rovnice má tedy jediné řešeńı X, a to lze psát
ve tvaru

X = T + 2(T − S) = T + 2
−→
ST ,

což je zároveň návod pro konstrukci bodu X z bod̊u T a S, jejichž sestrojeńı je triviálńı.

Úloha 2.2.12: Dokažte, že je možné sestrojit trojúhelńık, jehož každá strana je shodná a rov-
noběžná s jednou těžnićı daného trojúhelńıku.23

Řešeńı:
Necht’ D, E, F jsou po řadě středy stran BC, AC a AB daného trojúhelńıku ABC. Pro vektory
určuj́ıćı těžnice ~ta, ~tb a ~tc z obrázku vyčteme, že

~ta = D −A =
B + C

2
−A , ~tb = E −B =

A+ C

2
−B , ~tc = F − C =

A+B

2
− C .

Některé tři vektory tvoř́ı trojúhelńık, právě když jsou všechny tři nenulové, žádné dva nejsou
rovnoběžné a jejich součet je roven nulovému vektoru. Prvńı dvě podmı́nky jsou pro naše vektory
~ta, ~tb, ~tc zřejmě splněny, nebot’ těžnice AD, BE, CF maj́ı nenulovou délku a každé dvě z nich
se prot́ınaj́ı. Dále z předchoźıho vyjádřeńı vektor̊u dostaneme

~ta + ~tb + ~tc =
1
2

(B + C +A+ C +A+B)− (A+B + C) = ~o .

Jde tedy skutečně o trojici vektor̊u tvoř́ıćıch trojúhelńık.

22[pra–86], str. 105, úloha 5.41.
23[lar–90], str. 380–381, úloha 8.3.2.
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Úloha 2.2.13: Necht’ M1,M2, . . .M6 jsou v přirozeném pořad́ı středy stran libovolného kon-
vexńıho šestiúhelńıku A1A2 . . . A6. Dokažte, že existuje trojúhelńık, jehož strany jsou shodné a
rovnoběžné s úsečkami M1M2, M3M4, M5M6.24

Řešeńı:
Vektory

−−−−→
M1M2,

−−−−→
M3M4,

−−−−→
M5M6 tvoř́ı trojúhelńık, jestliže jsou nenulové, žádné dva z nich nejsou

rovnoběžné a součet všech tř́ı těchto vektor̊u je nulový vektor. Nejprve si tyto vektory vyjádřeme:

M1 =
1
2

(A1 +A2) , M2 =
1
2

(A2 +A3) , M3 =
1
2

(A3 +A4) ,

M4 =
1
2

(A4 +A5) , M5 =
1
2

(A5 +A6) , M6 =
1
2

(A6 +A1) ,

odkud −−−−→
M1M2 = M2 −M1 =

1
2

(A3 −A1) ,

−−−−→
M3M4 = M4 −M3 =

1
2

(A5 −A3) ,

−−−−→
M5M6 = M6 −M5 =

1
2

(A1 −A5) .

Z vyjádřeńı je vidět, že všechny tři vektory jsou nenulové, nebot’ body A1, . . . , A6 jsou vrcholy
šestiúhelńıku, takže to jsou body navzájem r̊uzné. Dále z obrázku vid́ıme, že vektory

−−−→
A1A3,

−−−→
A3A5

a
−−−→
A5A1 tvoř́ı trojúhelńık, tedy žádné dva z nich nejsou rovnoběžné, a tedy ani mezi jejich násobky−−−−→

M1M2,
−−−−→
M3M4,

−−−−→
M5M6 nejsou žádné dva navzájem rovnoběžné vektory. Na závěr ukážeme, že

součet vektor̊u
−−−−→
M1M2,

−−−−→
M3M4,

−−−−→
M5M6 je nulový:

−−−−→
M1M2 +

−−−−→
M3M4 +

−−−−→
M5M6 =

1
2

(A3 −A1 +A5 −A3 +A1 −A5) = ~o .

Úloha 2.2.14: V trojúhelńıku ABC rozděluj́ı body D, E, F po řadě strany BC, CA, AB
na třetiny tak, že |BC| = 3|BD|, |CA| = 3|CE|, |AB| = 3|AF |. Dokažte, že trojúhelńıky ABC
a DEF maj́ı společné těžǐstě.25

24[pra–86], str. 100, úloha 5.1.
25[lar–90], str. 379–380, úloha 8.3.1. Zobecněńı výsledku podáme v Úloze 2.2.16.
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Řešeńı:
Pro body D, E, F ze zadáńı úlohy plat́ı

D = B +
1
3

(C −B) =
1
3
C +

2
3
B , E = C +

1
3

(A− C) =
1
3
A+

2
3
C ,

F = A+
1
3

(B −A) =
1
3
B +

2
3
A ,

odkud podle známého vyjádřeńı pro těžǐstě T trojúhelńıku DEF dostáváme

T =
1
3

(
1
3
C +

2
3
B +

1
3
A+

2
3
C +

1
3
B +

2
3
A

)
=

1
3

(A+B + C) ,

což je zároveň i vyjádřeńı těžǐstě trojúhelńıku ABC.

Úloha 2.2.15: Body D, E, F rozděluj́ı strany trojúhelńıku ABC tak, že plat́ı |BC| = 3|BD|,
|CA| = 3|CE| a |AB| = 3|AF |, podobně body G, H, I rozděluj́ı strany trojúhelńıku DEF tak,
že |EF | = 3|EG|, |FD| = 3|FH| a |DE| = 3|DI|. Dokažte, že strany trojúhelńıku GHI jsou
rovnoběžné se stranami trojúhelńıku ABC a že každá strana trojúhelńıku GHI má třetinovou
délku v porovnáńı s odpov́ıdaj́ıćı rovnoběžnou stranou trojúhelńıku ABC.26

Řešeńı:
Podle zadáńı a obrázku vid́ıme, že plat́ı

−→
BC = 3

−→
BD neboli D −B =

1
3

(C −B) , odtud D =
2
3
B +

1
3
C ,

26[lar–90], str. 390, úloha 8.3.9.
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analogicky

E =
2
3
C +

1
3
A , F =

2
3
A+

1
3
B .

Pro body G, H, I pak podobně dostaneme

G =
2
3
E +

1
3
F =

4
9
A+

1
9
B +

4
9
C , H =

2
3
F +

1
3
D =

4
9
A+

4
9
B +

1
9
C ,

I =
2
3
D +

1
3
E =

1
9
A+

4
9
B +

4
9
C .

Odtud pro vektory stran trojúhelńıku GHI máme

G−H =
1
3

(C −B) , H − I =
1
3

(A− C) , I −G =
1
3

(B −A) ,

což je (vektorově zapsáno) všechno to, co jsme měli dokázat.

Poznámka:
Z odvozených vyjádřeńı bod̊u G, H, I plyne

3
4
G+

1
4
B =

3
4
H +

1
4
C =

3
4
I +

1
4
A =

1
3

(A+B + C) .

Protože posledńı výraz určuje těžǐstě trojúhelńıku ABC, je tento bod středem stejnolehlosti
posuzovaných trojúhelńık̊u ABC a GHI.

Úloha 2.2.16: Necht’ D, E, F jsou body zvolené po řadě uvnitř stran BC, AC, AB trojúhelńıku
ABC. Dokažte, že trojúhelńıky ABC a DEF maj́ı společné těžǐstě právě tehdy, když plat́ı rov-
nosti 27

|BD|
|DC|

=
|CE|
|EA|

=
|AF |
|FB|

.

Řešeńı:
Necht’ body D, E, F jsou určeny na stranách BC, AC, AB č́ısly k, l, m z rovnost́ı

−→
CD = k

−→
CB ,

−→
AE = l

−→
AC ,

−→
BF = m

−→
BA ,

což znamená, že

D = kB + (1− k)C , E = lC + (1− l)A , F = mA+ (1−m)B ,
27[ira–00], str. 5, úloha 2, řešeńı vlastńı, bez použit́ı komplexńıch č́ısel.
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a také
|BD|
|DC|

=
1− k
k

,
|CE|
|EA|

=
1− l
l

,
|AF |
|FB|

=
1−m
m

.

Proto rovnosti ze závěru zadáńı úlohy nastanou, právě když k = l = m.

1. Plat́ı-li k = l = m, pak těžǐstě trojúhelńıku DEF , tedy bod s vyjádřeńım

1
3

(D + E + F ) =
1
3

(kB + (1− k)C + lC + (1− l)A+mA+ (1−m)B) =
1
3

(A+B + C)

splývá s těžǐstěm trojúhelńıku ABC.

2. Maj́ı-li trojúhelńıky ABC a DEF společné těžǐstě T , pak

3T = A+B + C = D + E + F ,

neboli
A+B + C = kB + (1− k)C + lC + (1− l)A+mA+ (1−m)B ,

odtud pak
(m− l)A+ (k −m)B + (l − k)C = ~o .

Protože body A, B, C tvoř́ı vrcholy trojúhelńıku, jsou tyto body nekolineárńı, a tedy
koeficienty v posledńı kombinaci muśı být nulové, odtud k = l = m.

Úloha 2.2.17: Necht’ ABC je trojúhelńık, bod T je jeho těžǐstě a M , N , P jsou body zvolené
postupně na stranách AB, BC, CA tak, že

|AM |
|MB|

=
|BN |
|NC|

=
|CP |
|PA|

= k .

Dále necht’ T1, T2, T3 jsou postupně těžǐstě trojúhelńık̊u AMP , BNM , CPN . Dokažte, že
trojúhelńıky ABC a T1T2T3 maj́ı společné těžǐstě.28

28[bech–02], str. 31–32, prvńı část úlohy 3. Jej́ı druhou část uvedeme později jako úlohu 3.2.60.
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Řešeńı:
Z rovnost́ı poměr̊u ze zadáńı úlohy plynou vektorové rovnosti

−−→
AM = k

−−→
MB ,

−−→
BN = k

−−→
NC ,

−→
CP = k

−→
PA ,

odtud dostáváme vyjádřeńı pro body M , N , P :

M =
1

k + 1
(A+ kB) , N =

1
k + 1

(B + kC) , P =
1

k + 1
(C + kA) .

Pro těžǐstě trojúhelńıku ABC plat́ı

T =
1
3

(A+B + C) ,

a pro těžǐstě T1, T2, T3 trojúhelńık̊u AMP , BNM , CPN podobně

T1 =
1
3

(A+M +P ) =
1
3
· 1
k + 1

(A+ kA+A+ kB+C + kA) =
1
3
· 1
k + 1

(2A+ 2kA+ kB+C) ,

T2 =
1
3

(B+M +N) =
1
3
· 1
k + 1

(B+ kB+A+ kB+B+ kC) =
1
3
· 1
k + 1

(A+ 2B+ 2kB+ kC) ,

T3 =
1
3

(C +N +P ) =
1
3
· 1
k + 1

(C + kC +B+ kC +C + kA) =
1
3
· 1
k + 1

(kA+B+ 2C + 2kC) .

Konečně pro těžǐstě G trojúhelńıku T1T2T3 plat́ı

G =
1
3

(T1 + T2 + T3) =

=
1
9
· 1
k + 1

(2A+ 2kA+ kB + C +A+ 2B + 2kB + kC + kA+B + 2C + 2kC) =

=
1
9
· 1
k + 1

(3A+ 3kA+ 3B + 3kB + 3C + 3kC) =
1
3

(A+B + C) = T .

Úloha 2.2.18: Uvnitř stran BC, CA, AB trojúhelńıku ABC jsou zvoleny po řadě body A1,
B1, C1. Necht’ T , Ta, Tb, Tc jsou po řadě těžǐstě trojúhelńık̊u ABC, AB1C1, BC1A1, CA1B1,
konečně T1 a T2 jsou po řadě těžǐstě trojúhelńık̊u A1B1C1, TaTbTc. Dokažte, že body T , T1 a T2

lež́ı v př́ımce.29

29[gro–02], str. 139–140, úloha 9.2, a).
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Řešeńı:
Body A1, B1, C1 lež́ı uvnitř úseček BC, CA, AB, existuj́ı tedy č́ısla a, b, c ∈ (0, 1) taková, že

A1 = aB + (1− a)C , B1 = bA+ (1− b)C , C1 = cA+ (1− c)B .

Pak pro jednotlivá těžǐstě ze zadáńı úlohy dostaneme vyjádřeńı

T =
1
3

(A+B + C) ,

Ta =
1
3

(A+B1 + C1) =
1
3

((1 + b+ c)A+ (1− c)B + (1− b)C) ,

Tb =
1
3

(A1 +B + C1) =
1
3

(cA+ (2 + a− c)B + (1− a)C) ,

Tc =
1
3

(A1 +B1 + C) =
1
3

(bA+ aB + (3− a− b)C) ,

T1 =
1
3

(A1 +B1 + C1) =
1
3

((b+ c)A+ (a− c+ 1)B + (2− a− b)C) ,

T2 =
1
3

(Ta + Tb + Tc) =
1
9

((1 + 2b+ 2c)A+ (3 + 2a− 2c)B + (5− 2a− 2b)C) .

Nyńı vyjádř́ıme vektory
−−→
TT1 a

−−→
TT2 :

−−→
TT1 = T1 − T =

1
3

((b+ c− 1)A+ (a− c)B + (1− a− b)C) ,

−−→
TT2 = T2 − T =

2
9

((b+ c− 1)A+ (a− c)B + (1− a− b)C) ,

odtud již vid́ıme, že
−−→
TT1 = 3

2

−−→
TT2, což znamená, že body T , T1, T2 jsou kolineárńı.

Úloha 2.2.19: Je dán trojúhelńık ABC, body M , N , P postupně na stranách AB, BC, CA a
body R, S, T na úsečkách MN , NP , PM tak, že

|AM |
|MB|

=
|BN |
|NC|

=
|CP |
|PA|

= λ ,
|MR|
|RN |

=
|NS|
|SP |

=
|PT |
|TM |

= 1− λ , kde λ ∈ (0, 1) .

Dokažte, že trojúhelńıky STR a ABC jsou stejnolehlé a že střed jejich stejnolehlosti nezáviśı
na hodnotě parametru λ. Jakou roli hraje tento střed v trojúhelńıku ABC? 30

30[gol–07], str. 41, úloha 2, pozměněno zadáńı i řešeńı úlohy, která se tak stává př́ımým zobecněńım Úlohy 2.2.15.
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Řešeńı:
Ze zadaných poměr̊u plynou vektorové rovnosti a vyjádřeńı bod̊u

−−→
AM = λ

−−→
MB , odtud M −A = λ(B −M) neboli M =

1
1 + λ

(λB +A) ,

(protože λ ∈ (0, 1), je λ 6= −1). Analogicky

N =
1

1 + λ
(λC +B) , P =

1
1 + λ

(λA+ C) .

Dále pak −−→
MR = (1− λ)

−−→
RN , odtud R−M = (1− λ)(N −R)

a po dosazeńı za body M , N vycháźı:

(2− λ)R = N − λN +M =
1

1 + λ
(λC +B − λ2C − λB + λB +A) .

Protože λ 6= 2, má bod R odtud vyjádřeńı

R =
1

2− λ
· 1

1 + λ
(A+B + λC − λ2C) =

1
2 + λ− λ2

(A+B + λC − λ2C) ,

analogicky

S =
1

2 + λ− λ2
(B + C + λA− λ2A) , T =

1
2 + λ− λ2

(C +A+ λB − λ2B) .

Některý bod H bude středem stejnolehlosti trojúhelńık̊u STR a ABC, bude-li existovat (zřejmě
záporné) č́ıslo p, pro něž současně plat́ı tři rovnosti

S −H = p(A−H) , T −H = p(B −H) , R−H = p(C −H) .

Po dosazeńı do těchto tř́ı rovnost́ı za body S, T , R dostaneme pro hledaný bod H vztahy

H =
1

1− p
· 1

2 + λ− λ2
(B + C + (λ− λ2 − p(2 + λ− λ2))A) ,

H =
1

1− p
· 1

2 + λ− λ2
(A+ C + (λ− λ2 − p(2 + λ− λ2))B) ,

H =
1

1− p
· 1

2 + λ− λ2
(A+B + (λ− λ2 − p(2 + λ− λ2))C) .

Bod H proto bude mı́t ve všech třech rovnostech stejné vyjádřeńı právě tehdy, když bude platit

λ− λ2 − p(2 + λ− λ2) = 1 .

Odtud urč́ıme vyhovuj́ıćı p :

p = −1− λ+ λ2

2 + λ− λ2
, neboli 1− p =

3
2 + λ− λ2

.
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Stejnolehlost trojúhelńık̊u STR a ABC je t́ım dokázána a po dosazeńı hodnoty 1− p do které-
hokoliv ze tř́ı vzorc̊u pro H vyjde vyjádřeńı jej́ıho středu ve tvaru

H =
1
3

(A+B + C) .

Vid́ıme, že střed H je nezávisle na parametru λ těžǐstěm trojúhelńıku ABC.

Úloha 2.2.20: Je dán trojúhelńık ABC. Necht’ D a E jsou body, které rozděluj́ı stranu BC
na třetiny, přičemž bod D lež́ı mezi body B a E. Necht’ F je střed strany AC a G střed strany AB.
Konečně necht’ H je pr̊useč́ık úseček EG a DF . Najděte poměr |EH| : |HG|.31

Řešeńı:
Ze zadáńı plynou vektorové rovnosti

−→
AG =

1
2
−→
AB ,

−→
AF =

1
2
−→
AC ,

−→
BD =

1
3
−→
BC ,

−→
BE =

2
3
−→
BC .

Nyńı vektor
−→
AH vyjádř́ıme dvěma zp̊usoby jako lineárńı kombinace

−→
AH =

−→
AG+ a

−→
GE,

−→
AH =

−→
AF + b

−→
FD ,

kde a, b jsou reálná č́ısla vyjadřuj́ıćı odpov́ıdaj́ıćı poměry. Nejprve vektory z pravých stran
vyjádř́ıme pomoćı vektor̊u

−→
AB a

−→
AC :

−→
AG =

1
2
−→
AB ,

−→
GE =

−→
GB +

−→
BE =

1
2
−→
AB +

2
3
−→
BC =

1
2
−→
AB +

2
3

(−→
AC −

−→
AB
)

=
2
3
−→
AC − 1

6
−→
AB ,

−→
AF =

1
2
−→
AC ,

−→
FD =

−→
FA+

−→
AB +

−→
BD = −1

2
−→
AC +

−→
AB +

1
3
−→
BC = −1

2
−→
AC +

−→
AB +

1
3

(−→
AC −

−→
AB
)

=

=
2
3
−→
AB − 1

6
−→
AC .

31[lar–90], str. 383–384, úloha 8.3.4.
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Dosad́ıme do vyjádřeńı pro vektor
−→
AH a dostaneme

−→
AH =

1
2
−→
AB + a

(
2
3
−→
AC − 1

6
−→
AB

)
=
(

1
2
− 1

6
a

)−→
AB +

2
3
a
−→
AC ,

−→
AH =

1
2
−→
AC + b

(
2
3
−→
AB − 1

6
−→
AC

)
=

2
3
b
−→
AB +

(
1
2
− 1

6
b

)−→
AC .

Vektory
−→
AB a

−→
AC jsou lineárně nezávislé, obě vyjádřeńı vektoru

−→
AH tedy muśı mı́t stejné

koeficienty:

1
2 −

1
6a = 2

3b
2
3a = 1

2 −
1
6b

neboli
a+ 4b = 3
4a+ b = 3

neboli a = b =
3
5
.

Hledaný poměr |EH| : |HG| má proto hodnotu (1− a) : a = 2
3 .

Úloha 2.2.21: V trojúhelńıku ABC jsou strany BC a AC rozděleny body D a E tak, že plat́ı
|BD| : |DC| = 3 a |AE| : |EC| = 3

2 . Najděte poměr |BP | : |PE|, kde P je pr̊useč́ık AD a BE.32

Řešeńı:
Podle zadáńı v řeči vektor̊u plat́ı

−→
BD =

3
4
−→
BC ,

−→
AE =

3
5
−→
AC .

Necht’ a, b jsou ta kladná č́ısla, pro která
−→
AP = a

−→
AD a

−→
BP = b

−→
BE. Vektor

−→
AP můžeme vyjádřit

ještě jedńım zp̊usobem, a to
−→
AP =

−→
AB +

−→
BP =

−→
AB + b

−→
BE .

V obou vyjádřeńıch vektoru
−→
AP všechny zastoupené vektory nahrad́ıme kombinacemi lineárně

nezávislých vektor̊u
−→
AB a

−→
AC. Z prvńıho vyjádřeńı nejprve dostaneme

−→
AP = a

−→
AD = a

(−→
AB +

3
4
−→
BC

)
= a
−→
AB +

3
4
a
−→
BC .

Po dosazeńı
−→
BC =

−→
AC −

−→
AB dostaneme

−→
AP = a

−→
AB +

3
4
a
−→
AC − 3

4
a
−→
AB =

1
4
a
−→
AB +

3
4
a
−→
AC .

32[lar–90], str. 391, úloha 8.3.11a.
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Podobně uprav́ıme druhé vyjádřeńı vektoru
−→
AP :

−→
AP =

−→
AB + b

−→
BE =

−→
AB + b

(−→
BA+

3
5
−→
AC

)
=
−→
AB − b

−→
AB +

3
5
b
−→
AC = (1− b)

−→
AB +

3
5
b
−→
AC .

Protože vektory
−→
AB a

−→
AC tvoř́ı bázi roviny trojúhelńıku ABC, muśı se koeficienty u obou

vyjádřeńı rovnat, tedy muśı platit soustava rovnost́ı

1
4a = 1− b
3
4a = 3

5b
neboli a =

2
3

a b =
5
6
.

Hledaný poměr |BP | : |PE| = b : (1− b) je proto roven 5 : 1.

Úloha 2.2.22: V trojúhelńıku ABC jsou strany AC a AB rozděleny body E a F tak, že plat́ı
|AE| : |EC| = 4 a |AF | : |FB| = 1. Necht’ D je bod na straně BC a G je pr̊useč́ık AD a EF .
Předpokládejme, že bod D je umı́stěn tak, že |AG| : |GD| = 3

2 . Najděte poměr |BD| : |DC|.33

Řešeńı:
Podle zadáńı v řeči vektor̊u plat́ı:

−→
AE =

4
5
−→
AC ,

−→
AF =

1
2
−→
AB ,

−→
AG =

3
5
−→
AD .

Vyjádřeme vektor
−→
AG dvěma zp̊usoby:

−→
AG =

3
5
−→
AD =

3
5

(−→
AC +

−→
CD

)
,

−→
AG =

−→
AF +

−→
FG =

1
2
−→
AB +

−→
FG .

Označme a, b ta č́ısla, pro která plat́ı

−→
FG = a

−→
FE ,

−→
CD = b

−→
CB .

Všechny vektory nyńı vyjádř́ıme pomoćı lineárně nezávislých vektor̊u
−→
AB a

−→
AC. Předně

−→
AG =

3
5

(−→
AC +

−→
CD

)
=

3
5
−→
AC +

3
5
b
−→
CB,

33[lar–90], str. 391, úloha 8.3.11b.
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odkud po dosazeńı
−→
CB =

−→
AB −

−→
AC dostaneme

−→
AG =

3
5
−→
AC +

3
5
b
(−→
AB −

−→
AC
)

=
3
5

(1− b)
−→
AC +

3
5
b
−→
AB .

Pro druhé vyjádřeńı vektoru
−→
AG

−→
AG =

1
2
−→
AB +

−→
FG =

1
2
−→
AB + a

−→
FE

s využit́ım toho, že
−→
FE =

−→
FA+

−→
AE = −1

2

−→
AB + 4

5

−→
AC, dostaneme

−→
AG =

1
2
−→
AB − 1

2
a
−→
AB +

4
5
a
−→
AC =

1
2

(1− a)
−→
AB +

4
5
a
−→
AC .

Protože vektory
−→
AB a

−→
AC tvoř́ı bázi roviny trojúhelńıku ABC, muśı se koeficienty u obou

vyjádřeńı rovnat, tedy muśı být splněna soustava rovnic

3
5 −

3
5b = 4

5a
3
5b = 1

2 −
1
2a

neboli a =
1
3

a b =
5
9
.

Hledaný poměr |BD| : |DC| = (1− b) : b je proto roven 4 : 5.

Úloha 2.2.23: Uvnitř stran AB a AC daného trojúhelńıku ABC jsou zvoleny po řadě body K, L
tak, že |AB| : |AK| = |CL| : |AL| = p. Dokažte, že př́ımka KL procháźı jedńım a týmž bodem
bez ohledu na konkrétńı hodnotu parametru p.34

Řešeńı:
Označme

p =
|AB|
|AK|

=
|CL|
|AL|

> 1 (nebot’ |AB| > |AK|) .

Rovnosti |AK| = 1
p |AB| a |AL| = 1

p+1 |AC| znamenaj́ı, že

K = A+
1
p

(B −A) a L = A+
1

p+ 1
(C −A) .

Označme r zkoumanou př́ımku KL, jej́ıž parametrická rovnice je

r : X = K + k(L−K) , k ∈ R .

34[pra–86], str. 105, úloha 5.43, zadáńı upraveno.
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Po dosazeńı K, L a úpravě dostaneme

r : X = A+
1
p

(B −A) + k

(
1

p+ 1
(C −A)− 1

p
(B −A)

)
,

r : X =
(

1− 1
p

+
k

p(p+ 1)

)
A+

1− k
p

B +
k

p+ 1
C .

Vid́ıme, že zvoĺıme-li v posledńı rovnici (v závislosti na p) parametr k = p+ 1, dostaneme vždy
jeden a tentýž bod X = A − B + C. To je společný bod všech uvažovaných př́ımek KL. (Jeho
geometrický význam je dán rovnost́ı X−C = A−B, jež znamená, že ABCX je rovnoběžńık.)

Úloha 2.2.24: Body E, F , G, H lež́ı po řadě uvnitř stran AB, BC, CD, DA daného čtyřúhel-
ńıku ABCD tak, že plat́ı

|AE| : |EB| = |BF | : |FC| = |CG| : |GD| = |DH| : |HA| .

Zjistěte, kdy je EFGH rovnoběžńık.35

Řešeńı:
Děĺı-li body E, F , G, H strany čtyřúhelńıku ABCD ve stejném poměru, existuje č́ıslo t ∈ (0, 1)
takové, že současně plat́ı

E −A = t(B −A) neboli E = (1− t)A+ tB ,

F −B = t(C −B) neboli F = (1− t)B + tC ,

G− C = t(D − C) neboli G = (1− t)C + tD ,

H −D = t(A−D) neboli H = (1− t)D + tA .

EFGH bude rovnoběžńık, právě když bude platit E − F = H −G. Do této rovnosti dosad́ıme
a dále ekvivalentně uprav́ıme:

(1− t)A+ tB − (1− t)B − tC = (1− t)D + tA− (1− t)C − tD ,

(1− 2t)A+ (2t− 1)B + (1− 2t)C + (2t− 1)D = 0 ,

(1− 2t)(A−B + C −D) = 0 .

35[eng–97], str. 298, úloha 11.
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Je-li ABCD rovnoběžńık, tj. je-li vektor A − B + C − D nulový, je posledńı rovnost splněna
pro každé t ∈ (0, 1). Neńı-li ABCD rovnoběžńık, rovnost plat́ı jedině v př́ıpadě t = 1

2 , kdy body
E, F , G, H jsou středy stran, takže EFGH je Varignon̊uv rovnoběžńık z Př́ıkladu 2.1.4.

Úloha 2.2.25: Strany AD, AB, CB, CD čtyřúhelńıku ABCD jsou rozděleny body E, F , G, H
tak, že |AE| : |ED| = |AF | : |FB| = |CG| : |GB| = |CH| : |HD|. Dokažte, že EFGH je
rovnoběžńık.36

Řešeńı:
Označ́ıme-li

k =
|AF |
|AB|

,

pak čtyři poměry ze zadáńı se rovnaj́ı k : (1− k) a plat́ı

|AF |
|AB|

=
|AE|
|AD|

=
|CG|
|CB|

=
|CH|
|CD|

= k .

Z předchoźıho dostáváme, že
−→
AE = k

−→
AD neboli E −A = k(D −A) a odtud

E = (1− k)A+ kD .

Analogicky vyjádř́ıme body F , G, H :

F = (1− k)A+ kB , G = (1− k)C + kB , H = (1− k)C + kD .

Z těchto rovnost́ı dostaneme

E − F = k(D −B) = H −G ,

tedy
−→
FE =

−−→
GH, a proto EFGH je rovnoběžńık.

36[lar–90], str. 390, úloha 8.3.10.
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Úloha 2.2.26: Označme F střed strany CD daného rovnoběžńıku ABCD. V jakém poměru
úsečka AF rozděĺı úhlopř́ıčku BD? 37

Řešeńı:
V rovnoběžńıku ABCD, plat́ı

−→
AB =

−→
DC a

−→
AD =

−→
BC. Pro střed F strany DC tak máme

−→
DF =

1
2
−→
DC =

1
2
−→
AB .

Označme E pr̊useč́ık úhlopř́ıčky BD s úsečkou AF a vyjádřeme vektor
−→
AE dvěma možnými

zp̊usoby jako lineárńı kombinace vektor̊u
−→
AB a

−→
AD :

−→
AE = a

−→
AF = a

(−→
AD +

−→
DF

)
= a

(−→
AD +

1
2
−→
AB

)
=

1
2
a
−→
AB + a

−→
AD ,

−→
AE =

−→
AB + b

−→
BD =

−→
AB + b

(
−
−→
AB +

−→
AD

)
= (1− b)

−→
AB + b

−→
AD ,

kde a, b jsou reálná č́ısla. Vyjádřeńı vektoru
−→
AE je jednoznačné, nebot’ vektory

−→
AB a

−→
AD jsou

lineárně nezávislé, takže koeficienty v obou lineárńıch kombinaćıch se muśı rovnat:

1
2
a = 1− b a zároveň a = b , neboli b =

2
3
.

Hledaný poměr |BE| : |ED| je tedy b : (1− b) = 2 : 1.

Úloha 2.2.27: Mějme trojúhelńık ABC. Tři rovnoběžné př́ımky jdoućı body A, B, C prot́ınaj́ı
stranu BC a př́ımky CA, AB postupně v bodech D, E a F . Body P , Q a R jsou kolineárńı a
rozděluj́ı úsečky AD, BE a CF ve stejném poměru. Najděte tento poměr.38

37[lar–90], str. 382–383, úloha 8.3.3, zadáńı upraveno.
38[gar–97], str. 221, úloha 4.
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Řešeńı:
Př́ımky AD, BE a CF jsou podle zadáńı rovnoběžné, maj́ı tedy stejný směrový vektor, vyberme
např.

−→
AD. Bod D lež́ı na úsečce BC (muśı to být podle zadáńı jej́ı vnitřńı bod), existuje tedy

t ∈ (0, 1) takové, že
−→
DC = t

−→
BC , neboli D = tB + (1− t)C .

Pro souhlasně rovnoběžné vektory
−→
EB ‖

−→
AD plat́ı (jak vid́ıme na obrázku, trojúhelńıky ADC a

EBC jsou podobné):
−→
EB =

|BC|
|DC|

−→
AD =

1
t

−→
AD ,

nebot’ z vektorové rovnosti
−→
DC = t

−→
BC plyne, že |DC| = t|BC|. Po dosazeńı za bod D odtud

pro bod E dostaneme

E = B − 1
t
((tB + (1− t)C)−A) neboli E =

1
t
A+

(
1− 1

t

)
C .

Analogicky pro souhlasně rovnoběžné vektory
−→
FC ‖

−→
AD plat́ı (jak vid́ıme na obrázku, trojúhelńıky

ADB a FCB jsou podobné):

−→
FC =

|BC|
|BD|

−→
AD =

1
1− t

−→
AD ,

nebot’ |BD| = |BC| − |DC| = (1− t)|BC|. Po dosazeńı za bod D odtud pro bod F dostaneme

F = C − 1
1− t

((tB + (1− t)C)−A) neboli F =
1

1− t
A− t

1− t
B .

Hledaný poměr označme

k =
|AP |
|PD|

=
|BQ|
|QE|

=
|CR|
|RF |

> 0 ,

což vektorově zapsáno znamená, že

−→
AP = k

−→
PD ,

−→
BQ = k

−→
QE ,

−→
CR = k

−→
RF .

Dosazeńım do předešlých vektorových rovnost́ı za body D, E, F źıskáme vyjádřeńı bod̊u P , Q, R

P =
1

k + 1
(kD +A) =

1
k + 1

(A+ ktB + k(1− t)C) ,

Q =
1

k + 1
(kE +B) =

1
k + 1

(
k

t
A+B + k(1− 1

t
)C) ,

R =
1

k + 1
(kF + C) =

1
k + 1

(
k

1− t
A− kt

1− t
B + C) .

Protože body P , Q, R jsou podle zadáńı kolineárńı, existuje reálné č́ıslo m 6= 0, 1, pro které plat́ı

P = mQ+ (1−m)R .
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Dosazeńım za body P , Q, R do této rovnice a po násobeńı č́ıslem k + 1 dostaneme

A+ ktB + k(1− t)C =
km

t
A+mB + km(1− 1

t
)C +

k(1−m)
1− t

A− kt(1−m)
1− t

B + (1−m)C .

Body A, B, C jsou nekolineárńı, proto se koeficienty na obou stranách u jednotlivých bod̊u muśı
rovnat. Dostáváme tak soustavu rovnic

1 =
mk

t
+
k −mk

1− t
, kt = m− kt− ktm

1− t
, k − kt = km− km

t
+ 1−m. (2.8)

Prvńı rovnici vynásob́ıme t(1− t), druhou 1− t a třet́ı t, t́ım ve všech třech rovnićıch odstrańıme
zlomky a dostaneme

t− t2 = mk− 2mkt+kt , kt−kt2 = m−mt−kt+mkt , kt−kt2 = mkt−mk+ t−mt .

Nyńı od sebe odečteme 2. a 3. rovnici soustavy (2.8) a výslednou rovnici uprav́ıme s využit́ım
toho, že k + 1 6= 0 :

m(1− t)− kt(1−m) = −km(1− t) + t(1−m) ⇒ m(1− t)(1 + k) = t(1−m)(1 + k) ⇒

m−mt = t−mt ⇒ m = t .

Po dosazeńı m = t do dosud nevyužité 1. rovnice soustavy (2.8) obdrž́ıme

t− t2 = kt− 2kt2 + kt ⇒ t2(1− 2k)− t(1− 2k) = 0 ⇒ t(1− t)(1− 2k) = 0

Protože t 6= 0, 1, muśı být 1− 2k = 0, takže hledaný poměr má hodnotu k = 1
2 .

Úloha 2.2.28: Na stranách AB, AC, BC daného trojúhelńıku ABC jsou dány dvojice r̊uzných
bod̊u označených po řadě C1 a C2, B1 a B2, A1 a A2. Dokažte, že trojúhelńıky A1B1C1 a A2B2C2

maj́ı společné těžǐstě právě tehdy, když plat́ı rovnosti

|C1C2|
|AB|

=
|B1B2|
|AC|

=
|A1A2|
|BC|

a dané body lež́ı na hranici trojúhelńıku v jednom z pořad́ı A, C1, C2, B, A1, A2, C, B1, B2,
resp. A, C2, C1, B, A2, A1, C, B2, B1.39

39[gol–08], str. 64, úloha 4.
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Řešeńı:
Podle prvńı věty zadáńı existuj́ı nenulová reálná č́ısla p, q, r, pro něž plat́ı

−−−→
C1C2 = p

−→
AB ,

−−−→
B1B2 = q

−→
CA ,

−−−→
A1A2 = r

−→
BC ,

neboli
C2 = C1 + p

−→
AB , B2 = B1 + q

−→
CA , A2 = A1 + r

−→
BC . (2.9)

Naš́ım úkolem je dokázat ekvivalenci

1
3

(A1 +B1 + C1) =
1
3

(A2 +B2 + C2) ⇐⇒ p = q = r ,

nebot’ |p| = |q| = |r| vyjadřuje rovnost poměr̊u délek úseček a sgn p = sgn q = sgn r popsaná
pořad́ı bod̊u ze zadáńı úlohy. Levou rovnost ekvivalentně uprav́ıme, a to tak, že do ńı nejprve
dosad́ıme vyjádřeńı (2.9) a pak využijeme rovnost

−→
CA = −

−→
AB −

−→
BC :

A1 +B1 + C1 = A1 + r
−→
BC +B1 + q

−→
CA+ C1 + p

−→
AB ⇔ r

−→
BC + q

−→
CA+ p

−→
AB = ~o ⇔

r
−→
BC + q(−

−→
AB −

−→
BC) + p

−→
AB = ~o ⇔ (p− q)

−→
AB + (r − q)

−→
BC = ~o .

Protože body A, B, C tvoř́ı trojúhelńık, vektory
−→
AB a

−→
BC jsou lineárně nezávislé a posledńı

rovnost je tedy ekvivalentńı s rovnost́ı p = q = r.

Úloha 2.2.29: V konvexńım čtyřúheńıku ABCD označme I pr̊useč́ık úhlopř́ıček AC, BD
a předpokládejme, že př́ımky AD a BC se prot́ınaj́ı v bodě E. Dokažte, že trojúhelńıky EDC
a IAB maj́ı společné těžǐstě právě tehdy, když AB ‖ CD a |IC|2 = |IA| · |AC|.40

Řešeńı:
Bod I lež́ı uvnitř úseček AC a BD, existuj́ı tedy reálná č́ısla m,n > 0 tak, že

−→
IC = −m

−→
IA ,

−→
ID = −n

−→
IB .

Parametry m, n jsou pro řešeńı úlohy podstatné, nebot’ podmı́nku AB ‖ CD lze vyjádřit rovnost́ı
m = n a vztah |IC|2 = |IA| · |AC| lze po vyděleńı č́ıslem |IA|2 a s přihlédnut́ım k rovnosti
|AC| = |IA|+ |IC| zapsat jako m2 = m+ 1. Bod E lež́ı na př́ımkách AD a BC, proto existuj́ı
reálná č́ısla a, b tak, že

40[and–05], str. 57–56, úloha 1.
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−→
IE = a

−→
IC + (1− a)

−→
IB = −am

−→
IA+ (1− a)

−→
IB ,

−→
IE = b

−→
ID + (1− b)

−→
IA = (1− b)

−→
IA− bn

−→
IB .

Protože vektory
−→
IA a

−→
IB jsou lineárně nezávislé, muśı se koeficienty u těchto dvou vyjádřeńı

vektoru
−→
IE rovnat:

−am = 1− b a 1− a = −bn .
Z těchto rovnic snadno vypočteme neznámé a, b ve tvaru

a =
1 + n

1−mn
a b =

1 +m

1−mn
(podmı́nka mn 6= 1 je vyjádřeńım existence pr̊useč́ıku E) a po dosazeńı dostaneme

−→
IE =

mn+m

mn− 1
−→
IA+

mn+ n

mn− 1
−→
IB .

Těžǐstě trojúhelńık̊u EDC a IAB splývaj́ı právě tehdy, když

E +D + C = I +A+B , neboli
−→
IE +

−→
ID +

−→
IC =

−→
IA+

−→
IB ,

odtud pak po dosazeńı za
−→
IC a

−→
ID dostaneme ekvivalentńı vztah
−→
IE = (1 +m)

−→
IA+ (1 + n)

−→
IB .

Dı́ky lineárńı nezávislosti vektor̊u
−→
IA,
−→
IB tak zkoumané splynut́ı těžǐst’ nastane právě tehdy,

když bude platit dvojice rovnost́ı
mn+m

mn− 1
= 1 +m a

mn+ n

mn− 1
= 1 + n ,

které lze po odečteńı 1 zapsat takto:
m+ 1
mn− 1

= m a
n+ 1
mn− 1

= n . (2.10)

Soustavu (2.10) ted’ v oboru kladných č́ısel m, n vyřeš́ıme. Předně si všimneme, že v d̊usled-
ku (2.10) se výraz

(m+ 1)(n+ 1)
mn− 1

rovná jak m(n + 1), tak n(m + 1). Z rovnosti m(n + 1) = n(m + 1) plyne m = n. Proto se
soustava (2.10) redukuje na jedinou rovnici

m+ 1
m2 − 1

= m,

z ńıž plyne

m+ 1 =
m+ 1
m2 − 1

+ 1 =
m+m2

m2 − 1
=

m

m− 1
,

odtud po násobeńı č́ıslem m − 1 vycháźı m2 − 1 = m, neboli m2 = m + 1. Proto soustavě
rovnic (2.10) vyhovuj́ı právě ty dvojice kladných č́ısel m, n, pro které plat́ı m = n 6= 1 a
m2 = m+ 1.
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Úloha 2.2.30: V konvexńım pětiúhelńıku ABCDE plat́ı BC ‖ AD, CD ‖ BE, DE ‖ AC a
AE ‖ BD. Dokažte, že rovněž AB ‖ CE.41

Řešeńı:
Podle zadáńı existuj́ı nenulová č́ısla k1, k2, k3, k4 taková, že

−→
EA = k1

−→
DB ,

−→
DE = k2

−→
CA ,

−→
CD = k3

−→
BE ,

−→
BC = k4

−→
AD ,

a tedy
A− E = k1(B −D) , (2.11)

E −D = k2(A− C) , (2.12)

D − C = k3(E −B) , (2.13)

C −B = k4(D −A) . (2.14)

Sečteńım rovnost́ı (2.11) a (2.12) dostaneme

(k2 − 1)A+ (1− k1)D = −k1B + k2C , (2.15)

odtud v př́ıpadě k1 6= k2 bychom dostali, že př́ımky AD a BC maj́ı společný bod s dvoj́ım
vyjádřeńım

k2 − 1
k2 − k1

A+
1− k1

k2 − k1
D =

−k1

k2 − k1
B +

k2

k2 − k1
C ,

což odporuje tomu, že AD ‖ BC. Plat́ı tedy, že k1 = k2, takže rovnost (2.15) lze upravit do tvaru

(1− k1)(D −A) = k1(C −B) .

Porovnáńım s rovnost́ı (2.14) dostaneme

k4 =
1− k1

k1
neboli k1k4 + k1 = 1 . (2.16)

Analogicky předchoźımu postupu po sečteńı rovnic (2.13) a (2.14) d́ıky podmı́nce AE ‖ BD
dojdeme k závěru, že k3 = k4 a k1k4 + k4 = 1, což spolu s rovnost́ı (2.16) celkově znamená, že

k1 = k2 = k3 = k4 = k , kde k2 + k − 1 = 0 . (2.17)
41[pra–86], str. 100, úloha 5.4, řešeńı této převzaté úlohy je p̊uvodńı.
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Sečteńım rovnost́ı (2.12) a (2.13) pro k2 = k3 = k dostaneme

E − C = k(A− C) + k(E −B) = k(A−B) + k(E − C) .

Odtud vycháźı (1 − k)(E − C) = k(A − B), takže s ohledem na rovnici (2.17), kterou č́ıslo k

splňuje, docháźıme k závěru, že rovněž
−→
AB = k

−→
EC.

Poznámka:
V pr̊uběhu řešeńı jsme ukázali, že ve zkoumaném pětiúhelńıku ABCDE plat́ı pro poměry rov-
noběžných úseček rovnosti

|AE|
|BD|

=
|DE|
|CA|

=
|CD|
|BE|

=
|BC|
|AD|

=
|AB|
|EC|

=
√

5− 1
2

.

Ani tyto rovnosti ještě nezaručuj́ı, že zkoumaný pětiúhelńık je pravidelný. Vrcholy A, B, C lze
totiž zvolit libovolně a k nim určit vrcholy D a E pomoćı rovnost́ı

D = A−
√

5 + 1
2

B +
√

5 + 1
2

C , E =
√

5 + 1
2

A−
√

5 + 1
2

B + C .

Úloha 2.2.31: Necht’ ABCDEF je konvexńı šestiúhelńık. Př́ımky AB a EF , EF a CD, CD
a AB se prot́ınaj́ı postupně v bodech P , Q, R. Př́ımky BC a DE, DE a FA, FA a BC se
prot́ınaj́ı postupně v bodech S, T , U . Dokažte ekvivalenci 42

|AB|
|PR|

=
|CD|
|RQ|

=
|EF |
|QP |

⇐⇒ |BC|
|US|

=
|DE|
|ST |

=
|FA|
|TU |

.

Řešeńı:
S ohledem na symetrii stač́ı dokázat pouze implikaci zleva doprava. Předpokládejme tedy, že pro
některé k > 0 jsou splněny rovnosti

|AB|
|PR|

=
|CD|
|RQ|

=
|EF |
|QP |

=
1
k
.

42[bal–97], str. 48–51, úloha 9, řešeńı vlastńı.
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Pak pro odpov́ıdaj́ıćı vektory plat́ı

R− P = k(B −A) , Q−R = k(D − C) , P −Q = k(F − E) .

Sečteńım těchto tř́ı vektorových rovnost́ı s ohledem na k 6= 0 dostaneme

~o = (B −A) + (D − C) + (F − E) neboli A− F = (B − C) + (D − E) .

Naš́ım ćılem je dokázat, že konstanty k1, k2, k3 z rovnost́ı

S − U = k1(C −B) , T − S = k2(E −D) , U − T = k3(A− F )

se navzájem rovnaj́ı (nebot’ pak se budou rovnat i pod́ıly z pravé strany ekvivalence ze zadáńı
úlohy). Sečteńım těchto tř́ı rovnost́ı dostaneme

~o = k1(C −B) + k2(E −D) + k3(A− F ) ,

odtud po dosazeńı za A− F z dř́ıve odvozené rovnosti obdrž́ıme

~o = (k1 − k3)(C −B) + (k2 − k3)(E −D) .

To vzhledem k lineárńı nezávislosti vektor̊u
−→
BC a

−→
DE znamená, že k1− k3 = k2− k3 = 0 neboli

k1 = k2 = k3.

Úloha 2.2.32: Na úhlopř́ıčkách AB1 a CA1 bočńıch stěn trojbokého hranolu ABCA1B1C1 jsou
vybrány po řadě body E a F tak, že př́ımky EF a BC1 jsou rovnoběžné. Vypočtěte poměr délek
úseček EF a BC1.43

Řešeńı:
Vyjádřeme nejprve vektory úhlopř́ıček

−−→
AB1,

−−→
CA1,

−−→
BC1 jako lineárńı kombinace vektor̊u ~a =

−→
CA,

~b =
−→
CB, ~c =

−−→
CC1 =

−−→
AA1 =

−−→
BB1 (které jsou zřejmě lineárně nezávislé):

−−→
AB1 =

−→
AC +

−→
CB +

−−→
BB1 = −~a+~b+ ~c ,

43[jur–96], str. 96–97, úloha 3.8.
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−−→
CA1 =

−→
CA+

−−→
AA1 = ~a+ ~c ,

−−→
BC1 =

−→
BC +

−−→
CC1 = −~b+ ~c .

Bod E lež́ı na úsečce AB1, existuje tedy reálné č́ıslo x ∈ (0, 1) takové, že

−→
AE = x

−−→
AB1 = x(−~a+~b+ ~c ) , odkud

−→
CE =

−→
CA+

−→
AE = (1− x)~a+ x~b+ x~c .

Podobně bod F lež́ı na úsečce CA1, existuje tedy reálné č́ıslo y ∈ (0, 1) takové, že

−→
CF = y

−−→
CA1 = y~a+ y~c .

Vektor
−→
EF , který má tud́ıž vyjádřeńı

−→
EF =

−→
CF −

−→
CE = (x+ y − 1)~a− x~b+ (y − x)~c ,

je ovšem podle zadáńı rovnoběžný s vektorem
−−→
BC1. Existuje tedy reálné č́ıslo z, pro které plat́ı

−→
EF = z

−−→
BC1 = −z~b+ z~c .

Porovnáńım koeficient̊u u obou vyjádřeńı vektoru
−→
EF jako kombinaćı lineárně nezávislých vek-

tor̊u ~a, ~b, ~c dostáváme soustavu rovnic

x+ y − 1 = 0 , −x = −z , y − x = z .

Řešeńım této soustavy je x = z = 1
3 a y = 2

3 . Pro hledaný poměr dostáváme

|EF |
|BC1|

= |z| = 1
3
.

Úloha 2.2.33: Na hranách DA, DB čtyřstěnu ABCD jsou zvoleny po řadě body A1, B1,
na úsečkách BA1, CB1 pak po řadě body M , N , přičemž úsečka MN je rovnoběžná s rovi-
nou ACD. Z rovnost́ı

|DB1| = m|DB| , |CN | = p|CB1| , |BM | = q|BA1|

vyjádřete č́ıslo q pomoćı č́ısel m a p.44

44[jur–96], str. 97–98, úloha 3.9.
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Řešeńı:
Zaved’me ještě č́ıslo n rovnost́ı |DA1| = n|DA| a označme ~a =

−→
DA, ~b =

−→
DB, ~c =

−→
DC (tyto

vektory jsou zřejmě lineárně nezávislé). Tři zadané a jednu zavedenou rovnost zapǐsme vektorově

−−→
DA1 = n~a ,

−−→
DB1 = m~b ,

−−→
BM = q

−−→
BA1 ,

−−→
CN = p

−−→
CB1

a vyjádřeme vektory
−−→
DM a

−−→
DN jako lineárńı kombinace vektor̊u ~a, ~b, ~c :

−−→
DM =

−→
DB +

−−→
BM = ~b+ q

−−→
BA1 = ~b+ q

(−−→
DA1 −

−→
DB

)
= qn~a+ (1− q)~b ,

−−→
DN =

−→
DC +

−−→
CN = ~c+ p

−−→
CB1 = ~c+ p

(−−→
DB1 −

−→
DC

)
= pm~b+ (1− p)~c .

Odtud pro vektor
−−→
MN dostáváme

−−→
MN =

−−→
DN −

−−→
DM = −qn~a+ (pm− 1 + q)~b+ (1− p)~c .

Podle zadáńı je vektor
−−→
MN rovnoběžný s rovinou ACD, což znamená, že je lineárńı kombinaćı

vektor̊u ~a, ~c, a proto koeficient u vektoru ~b v předchoźım vyjádřeńı vektoru
−−→
MN je nulový

(vektory ~a, ~b, ~c tvoř́ı bázi). Plat́ı tedy rovnost

pm− 1 + q = 0 , neboli q = 1− pm ,

což je hledaný vztah mezi č́ısly m, p, q ze zadáńı úlohy.

Úloha 2.2.34: Necht’ A, B, C, D jsou čtyři nekomplanárńı body v prostoru. Najděte množinu
střed̊u všech rovnoběžńık̊u, jejichž vrcholy lež́ı postupně na úsečkách AB, BC, CD, DA.45

Řešeńı:
Vrcholy P , Q, R, S uvažovaných rovnoběžńık̊u, které lež́ı po řadě na úsečkách AB, BC, CD,
DA, můžeme zapsat ve tvaru

P = tA+ (1− t)B , Q = uB + (1− u)C ,
45[bar–95], str. 16, úloha 184.

92



R = vC + (1− v)D , S = wD + (1− w)A ,

kde t, u, v, w ∈ 〈0, 1〉. Čtyřúhelńık PQRS je rovnoběžńık právě tehdy, když se jeho úhlopř́ıčky
navzájem p̊uĺı, tedy právě když maj́ı společný střed X :

X =
1
2

(P +R) =
1
2

(Q+ S) .

Po dosazeńı do této rovnice za body P , Q, R, S dostaneme

tA+ (1− t)B + vC + (1− v)D = uB + (1− u)C + wD + (1− w)A .

Protože body A, B, C, D nejsou komplanárńı, muśı se koeficienty u jednotlivých bod̊u na obou
stranách rovnice rovnat, což vede na soustavu rovnic

t = 1− w , 1− t = u , v = 1− u , 1− v = w .

Č́ısla u, v, w vyjádř́ıme v závislosti na t :

u = 1− t , v = 1− u = t , w = 1− v = 1− t .

Střed X rovnoběžńıku PQRS má pak vyjádřeńı

X =
1
2

(tA+ (1− t)B + tC + (1− t)D) = t · A+ C

2
+ (1− t) · B +D

2
,

kde t ∈ 〈0, 1〉. Středy všech popsaných rovnoběžńık̊u PQRS tedy lež́ı na úsečce spojuj́ıćı středy
úseček AC a BD. Naopak každý bod X této úsečky je středem toho rovnoběžńıku, jehož vrcholy
maj́ı vyjádřeńı z úvodu řešeńı, ve kterých polož́ıme u = w = 1 − t a v = t, kde t je jako dř́ıve
zmı́něný parametr bodu X na nalezené úsečce. Tato úsečka je tedy hledanou množinou.

Úloha 2.2.35: Je dán nerovinný šestiúhelńık, jehož protěǰśı strany jsou rovnoběžné. Dokažte,
že středy všech šesti jeho stran lež́ı v jedné rovině.46

Řešeńı:
Označme šestiúhelńık ABCDEF a uvažujme vektory ~b =

−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−→
AD, ~e =

−→
AE,

46[bar–95], str. 40, úloha 424.
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~f =
−→
AF . Protože podle zadáńı jsou protilehlé strany rovnoběžné, existuj́ı reálná č́ısla u, v, w

taková, že
~b = u(~d− ~e) , ~c−~b = v(~e− ~f) , ~d− ~c = w~f .

Kdyby byly vektory ~d, ~e, ~f lineárně závislé, v rovině jimi určené by ležely i vektory ~b, ~c − ~b
a ~d − ~c, a tedy i vektory ~b a ~c, takže šestiúhelńık ABCDEF by byl (v rozporu se zadáńım)
rovinný. Tak jsme vysvětlili, že vektory ~d, ~e, ~f jsou lineárně nezávislé. Sečteńım vypsaných tř́ı
rovnic dostaneme

~d = u~d+ (v − u)~e+ (w − v)~f .

Porovnáńım koeficient̊u u jednotlivých lineárně nezávislých vektor̊u na obou stranách rovnice
dostáváme, že u = 1, v = 1 i w = 1. Protilehlé strany šestiúhelńıku jsou tedy nejen rov-
noběžné, ale taky stejně dlouhé. Protože úhlopř́ıčky každého rovnoběžńıku se navzájem p̊uĺı,
z rovnoběžńık̊u ABDE, BCEF a CDFA vid́ıme, že úsečky AD, BE a CF maj́ı společný střed,
který označ́ıme P . Šestiúhelńık je tedy středově souměrný podle středu P . Stač́ı tedy dokázat,
že středy G = 1

2(A + B), H = 1
2(B + C), I = 1

2(C + D), J = 1
2(D + E) stran AB, BC, CD,

DE lež́ı ve stejné rovině, nebot’ v ńı lež́ı i střed P úsečky GJ , a tedy i středy zbylých stran EF
a FA, které jsou souměrně sdružené se středy H, I podle středu P . Všimněme si, že plat́ı

−→
HI =

1
2

(C +D −B − C) =
1
2
−→
BD ,

−→
GJ =

1
2

(D + E −A−B) =
1
2

(−→
BD +

−→
AE
)

=
1
2

(−→
BD +

−→
BD

)
=
−→
BD ,

kde rovnost
−→
AE =

−→
BD jsme źıskali z rovnoběžńıku ABDE. To znamená, že HI ‖ BD ‖ GJ , a

tedy body G, H, I, J jsou skutečně komplanárńı.

Úloha 2.2.36: V rovině nebo prostoru je dáno šest bod̊u A1, A2, A3, A4, A5, A6 takových, že
existuje šest trojúhelńık̊u A1A2A3, A2A3A4, A3A4A5, A4A5A6, A5A6A1, A6A1A2. Vı́me nav́ıc,
že jejich těžǐstě tvoř́ı v uvedeném pořad́ı vrcholy šestiúhelńıku. Dokažte, že tento šestiúhelńık je
středově souměrný, a pak rozhodněte, zda je nutně rovinný (nebo m̊uže být i prostorový).47

Řešeńı:
Těžǐstě T1, . . . , T6 uvedených trojúhelńık̊u maj́ı vyjádřeńı

T1 =
1
3

(A1 +A2 +A3) , T2 =
1
3

(A2 +A3 +A4) , T3 =
1
3

(A3 +A4 +A5) ,

T4 =
1
3

(A4 +A5 +A6) , T5 =
1
3

(A5 +A6 +A1) , T6 =
1
3

(A6 +A1 +A2) .

Odtud pro středy úhlopř́ıček T1T4, T2T5 a T3T6 zkoumaného šestiúhelńıku T1T2T3T4T5T6 plat́ı

1
2

(T1 + T4) =
1
6

(A1 +A2 +A3 +A4 +A5 +A6) =
1
2

(T2 + T5) =
1
2

(T3 + T6) .

Všechny tři úsečky proto maj́ı společný střed, šestiúhelńık je tedy středově souměrný podle
středu O = 1

6(A1 +A2 +A3 +A4 +A5 +A6).

47[bom–96], str. 110-111, úloha 9.5, řešeńı str. 113-114.
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Na př́ıkladu ukážeme, že zkoumaný středově souměrný šestiúhelńık nemuśı být rovinný.
Zvoĺıme-li body A1, . . . , A6 ve vrcholech krychle podle obrázku (pro jednoduchost ṕı̌seme jen in-
dexy bod̊u), budou jednotlivá těžǐstě T1, . . . , T6 podle kritéria dokázaného v následuj́ıćı Poznámce
tvořit nerovinný šestiúhelńık; vektory

−−−→
A1A4,

−−−→
A2A5,

−−−→
A3A6 totiž nelež́ı v jedné rovině.

Poznámka:
K úloze doplňme vlastńı výsledek o tom, že zkoumaný šestiúhelńık T1T2T3T4T5T6 je rovinný
právě tehdy, když jsou vektory

−−−→
A1A4,

−−−→
A2A5,

−−−→
A3A6 komplanárńı. Před d̊ukazem zd̊urazněme, že

posledńı podmı́nku splňuj́ı i některé nerovinné šestiúhelńıky A1A2A3A4A5A6. Př́ıklad je možné
sestrojit opět na vrcholech krychle (viz obrázek s vyznačenou trojićı závislých vektor̊u; všech
šest těžǐst’ Ti zřejmě lež́ı v rovině rovnoběžné s předńı a zadńı stěnou, jež má od nich vzdálenosti
v poměru 1 : 2).

Důkaz kritéria rovinnosti:
Povšimněme si, že z právě dokázané souměrnosti podle středu O plyne, že je šestiúhelńık
T1T2T3T4T5T6 rovinný právě tehdy, když jsou vektory

−−→
OT1,

−−→
OT2,

−−→
OT3 lineárně závislé. Vyjádřeme

je jako lineárńı kombinace vektor̊u
−−−→
A1A4,

−−−→
A2A5,

−−−→
A3A6 :

−−→
OT1 =

1
6

(2A1 + 2A2 + 2A3−A1−A2−A3−A4−A5−A6) =
1
6

(A1 +A2 +A3−A4−A5−A6) =

= −1
6
−−−→
A1A4 −

1
6
−−−→
A2A5 −

1
6
−−−→
A3A6 ,

−−→
OT2 =

1
6

(2A2 + 2A3 + 2A4−A1−A2−A3−A4−A5−A6) =
1
6

(A2 +A3 +A4−A1−A5−A6) =
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=
1
6
−−−→
A1A4 −

1
6
−−−→
A2A5 −

1
6
−−−→
A3A6 ,

−−→
OT3 =

1
6

(2A3 + 2A4 + 2A5−A1−A2−A3−A4−A5−A6) =
1
6

(A3 +A4 +A5−A1−A2−A6) =

=
1
6
−−−→
A1A4 +

1
6
−−−→
A2A5 −

1
6
−−−→
A3A6 .

Z koeficient̊u nalezených lineárńıch kombinaćı sestav́ıme determinat

D = det

 −1
6 −1

6 −1
6

1
6 −1

6 −1
6

1
6

1
6 −1

6

 = − 1
216

+
1

216
− 1

216
− 1

216
− 1

216
− 1

216
= − 1

54
6= 0 .

Protože determinant je nenulový, vektory
−−→
OT1,

−−→
OT2,

−−→
OT3 jsou lineárně závislé právě tehdy, když

jsou lineárně závislé vektory
−−−→
A1A4,

−−−→
A2A5,

−−−→
A3A6. T́ım je kritérium rovinnosti dokázáno.

Úloha 2.2.37: V prostoru jsou dány dva pravidelné pětiúhelńıky A1B1C1D1E a A2B2C2D2E
se společným vrcholem E, které nelež́ı v jedné rovině. Dokažte, že př́ımky A1A2, B1B2, C1C2,
D1D2 jsou rovnoběžné s některou rovinou.48

Řešeńı:
Vektory

−−→
EC1 a

−−→
ED1 vyjádř́ıme jako lineárńı kombinace lineárně nezávislých vektor̊u

−−→
EA1,

−−→
EB1.

Existuje zřejmě jednoznačně daná čtveřice č́ısel p , q , r , s ∈ R taková, že

−−→
EC1 = p

−−→
EA1 + q

−−→
EB1 ,

−−→
ED1 = r

−−→
EA1 + s

−−→
EB1 .

Podobně vektory
−−→
EC2 a

−−→
ED2 vyjádř́ıme jako lineárńı kombinace lineárně nezávislých vektor̊u−−→

EA2,
−−→
EB2. Protože každé dva pravidelné pětiúhelńıky jsou navzájem podobné, muśı být koefi-

cienty v těchto lineárńıch kombinaćıch stejné jako v prvńım př́ıpadě:

−−→
EC2 = p

−−→
EA2 + q

−−→
EB2 ,

−−→
ED2 = r

−−→
EA2 + s

−−→
EB2 .

48[jur–96], str. 100, úloha 3.6*.
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Předchoźı rovnosti využijeme k vyjádřeńı vektor̊u
−−−→
C1C2 a

−−−→
D1D2 :

−−−→
C1C2 =

−−→
EC2 −

−−→
EC1 = p(

−−→
EA2 −

−−→
EA1) + q(

−−→
EB2 −

−−→
EB1) = p

−−−→
A1A2 + q

−−−→
B1B2 ,

−−−→
D1D2 =

−−→
ED2 −

−−→
ED1 = r(

−−→
EA2 −

−−→
EA1) + s(

−−→
EB2 −

−−→
EB1) = r

−−−→
A1A2 + s

−−−→
B1B2 .

Vektory
−−−→
C1C2 a

−−−→
D1D2 jsou tedy rovnoběžné s rovinou určenou vektory

−−−→
A1A2 a

−−−→
B1B2. Všechny

čtyři př́ımky A1A2, B1B2, C1C2, D1D2 jsou tedy rovnoběžné s rovinou určenou vektory
−−−→
A1A2

a
−−−→
B1B2.

Na závěr této kapitoly vyřeš́ıme několik úloh, které svým zadáńım sice nepatř́ı do afinńı
geometrie, avšak v jejich řešeńıch hraj́ı afinńı výpočty rozhoduj́ıćı roli.

Úloha 2.2.38: Necht’ ABCD je kosočtverec a M , N , P jsou vnitřńı body stran AB, BC, CD.
Ukažte, že těžǐstě trojúhelńıku MNP lež́ı na př́ımce AC, právě když |AM |+ |DP | = |BN |.49

Řešeńı:
Necht’ body M , N , P děĺı strany AB, BC, CD v poměrech daných č́ısly m,n, p ∈ (0, 1) :

−−→
AM = m

−→
AB ,

−−→
BN = n

−→
BC ,

−→
DP = p

−→
DC .

Z těchto vektorových rovnost́ı pro body M , N , P plynou vyjádřeńı

M = (1−m)A+mB , N = (1− n)B + nC , P = (1− p)D + pC .

Protože ABCD je podle zadáńı úlohy kosočtverec, a tedy plat́ı |AB| = |BC| = |BD|, je
podmı́nka ze zadáńı |AM | + |DP | = |BN | ekvivalentńı podmı́nce m|AB| + p|DC| = n|BC|,
neboli m+ p = n.

Pro těžǐstě T trojúhelńıku MNP plat́ı

T =
1
3

(M +N + P ) =
1
3

((1−m)A+mB + (1− n)B + nC + (1− p)D + pC) =

49[bech–02], str. 20, úloha 4.
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=
1
3

((1−m)A+ (1− n+m)B + (n+ p)C + (1− p)D) .

Protože ABCD je kosočtverec, plat́ı D − C = A − B. Po dosazeńı do předchoźıho vyjádřeńı
za bod D = C +A−B dostaneme

T =
1
3

((1−m)A+ (1− n+m)B + (n+ p)C + (1− p)(C +A−B)) =

=
1
3

((2−m− p)A+ (m+ p− n)B + (n+ 1)C) .

Bod T lež́ı na př́ımce AC jen tehdy, když je lineárńı kombinaćı bod̊u A a C (body A, B, C tvoř́ı
trojúhelńık), takže koeficient u bodu B v nalezené kombinaci muśı být nulový, neboli m+p = n,
což jsme měli ukázat.

Úloha 2.2.39: Je dán trojúhelńık ABC s obsahem S, uvnitř trojúhelńıku, jehož vrcholy jsou
ve středech stran trojúhelńıku ABC, je libovolně zvolen bod U . Označme A′, B′, C ′ po řadě
obrazy bod̊u A, B, C v souměrnosti se středem U . Dokažte, že šestiúhelńık AC ′BA′CB′ má
obsah 2S.50

Řešeńı:
Označme T trojúhelńık, jehož vrcholy jsou ve středech stran trojúhelńıku ABC (jde tedy
o trojúhelńık tvořený středńımi př́ıčkami trojúhelńıku ABC). Jestliže bod U je totožný s tě-
žǐstěm T trojúhelńıku ABC (U = T ), je tvrzeńı úlohy splněno, nebot’ pak pro obsahy d́ılč́ıch
trojúhelńık̊u plat́ı

SA′BC = SUBC , SB′AC = SUAC , SC′AB = SUAB .

V př́ıpadě U 6= T , označme U ′ prozat́ım libovolný vnitřńı bod trojúhelńıku ABC. Protože obsah
zkoumaného šestiúhelńıku je roven součtu obsah̊u tř́ı čtyřúhelńık̊u AC ′BU ′, BA′CU ′, CB′AU ′,
bude tvrzeńı úlohy zřejmě platit, když se nám (pro dané U) podař́ı bod U ′ vybrat tak, aby
všechny tři zmı́něné čtyřúhelńıky byly rovnoběžńıky. Protože pro bod U plat́ı

U =
1
2

(A+A′) =
1
2

(B +B′) =
1
2

(C + C ′) ,

50[cze–11], úloha 2, krajské kolo MO, kategorie A, 18. ledna 2011.
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maj́ı body A′, B′, C ′ vyjádřeńı

A′ = 2U −A , B′ = 2U −B , C ′ = 2U − C .

Zmı́něné čtyřúhelńıky budou rovnoběžńıky právě tehdy, když budou mı́t úsečky AB a C ′U ′,
BC a A′U ′, AC a B′U ′ společný střed (tj. když bodou odpov́ıdaj́ıćı dvojice bod̊u ekvipolentńı),
neboli

1
2

(A+B) =
1
2

(C ′ + U ′) ,
1
2

(B + C) =
1
2

(A′ + U ′) ,
1
2

(A+ C) =
1
2

(B′ + U ′) .

Předchoźı rovnosti budou zřejmě splněny právě tehdy, když bod U ′ bude mı́t vyjádřeńı

U ′ = A+B + C − 2U , neboli U ′ = 3T − 2U , neboli U ′ − T = −2(U − T ) ,

kde T = 1
3(A + B + C) je těžǐstě trojúhelńıku ABC. Posledńı odvozená rovnost znamená, že

hledaný bod U ′ je obrazem bodu U ve stejnolehlosti se středem T a koeficientem −2. V této
stejnolehlosti je ovšem obrazem trojúhelńıku T výchoźı trojúhelńık ABC, takže vnitřńı bod U
trojúhelńıku T se opravdu zobraźı na vnitřńı bod U ′ trojúhelńıku ABC, jak jsme potřebovali
dokázat.

Úloha 2.2.40: Necht’ D a E jsou body zvolené po řadě na stranách AC a AB trojúhelńıku ABC
tak, že úsečka DE neńı rovnoběžná se stranou BC. Necht’ F a G jsou body zvolené po řadě
na úsečkách BC a ED tak, že

|BF |
|FC|

=
|EG|
|GD|

=
|BE|
|CD|

.

Dokažte, že př́ımka GF je rovnoběžná s osou úhlu BAC.51

Řešeńı:
Body D a E lež́ı postupně na úsečkách AC a AB, existuj́ı tedy č́ısla p, q ∈ 〈0, 1〉, pro která plat́ı

E = (1− p)A+ pB , D = (1− q)A+ qC ,

odkud plyne
|BE| = (1− p)|AB| a |CD| = (1− q)|AC| .

51[kin–02], str. 1–2 a 4, př́ıklad 2 – Crux Problem 2333.
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Nyńı označme poměr ze zadáńı

t =
|BF |
|FC|

=
|EG|
|GD|

=
|BE|
|CD|

> 0 .

Z těchto pod́ıl̊u délek plynou dvě vektorové a jedna skalárńı rovnost

−→
BF = t

−→
FC ,

−→
EG = t

−→
GD , |BE| = t|CD| .

Z posledńı rovnosti po dosazeńı délek z prvńı věty řešeńı obdrž́ıme:

(1− p)|AB| = t(1− q)|AC| . (2.18)

Pro body F , G pak po úpravě a dosazeńı za E a D dostáváme vyjádřeńı

F =
B + tC

t+ 1
, G =

E + tD

t+ 1
=

(1− p)A+ pB + t((1− q)A+ qC)
t+ 1

.

Odtud pro vektor
−→
GF vycháźı

−→
GF = F −G =

B + tC − (1− p)A− pB − t(1− q)A− tqC
t+ 1

=

=
(1− p)B − (1− p)A− t(1− q)A+ t(1− q)C

t+ 1
=

(1− p)
−→
AB + t(1− q)

−→
AC

t+ 1
=

=
(1− p) · |AB|

t+ 1

( −→
AB

|AB|
+
−→
AC

|AC|

)
,

přičemž pro posledńı rovnost jsme využili vztahu (2.18). To ovšem znamená, že vektor
−→
GF je

reálným násobkem vektoru
−→
AB
|AB| +

−→
AC
|AC| , což je směrový vektor osy úhlu BAC, nebot’ sč́ıtané

vektory jsou jednotkové směrové vektory jeho ramen.

Úloha 2.2.41: Necht’ T je těžǐstě trojúhelńıku ABC a necht’ d je př́ımka prot́ınaj́ıćı strany AB
a AC v bodech B1 a C1 tak, že body A a T nejsou touto př́ımkou odděleny. Dokažte, že pro
obsahy čtyřúhelńık̊u BB1TC1, CC1TB1 a obsah trojúhelńıku ABC plat́ı

SBB1TC1 + SCC1TB1 ≥
4
9
SABC .

Dále určete, kdy v dané nerovnosti nastane rovnost.52

52[bech–07], str. 38–39, úloha 6.3.
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Řešeńı:
Označme D střed strany BC trojúhelńıku ABC a M pr̊useč́ık úseček AD a B1C1. Dále zaved’me
následuj́ıćı poměry

|AC1|
|AC|

= α ,
|AB1|
|AB|

= β ,
|AM |
|AD|

= γ ,

kde α, β, γ jsou kladná reálná č́ısla menš́ı nebo rovna 1. Pro dotyčné vektory pak plat́ı

−−→
AC1 = α

−→
AC ,

−−→
AB1 = β

−→
AB ,

−−→
AM = γ

−→
AD ,

−→
AT =

2
3
−→
AD ,

−→
AD =

1
2

(
−→
AB +

−→
AC) .

Nejprve najdeme č́ıslo γ v závislosti na α a β. Pro vektory
−−−→
MB1 a

−−−→
MC1 můžeme psát následuj́ıćı

rovnosti:

−−−→
MB1 =

−−→
AB1 −

−−→
AM = β

−→
AB − γ

−→
AD = β

−→
AB − γ

2

(−→
AB +

−→
AC
)

=
(
β − γ

2

)−→
AB − γ

2
−→
AC ,

−−−→
MC1 =

−−→
AC1 −

−−→
AM = α

−→
AC − γ

−→
AD = α

−→
AC − γ

2

(−→
AB +

−→
AC
)

= −γ
2
−→
AB +

(
α− γ

2

)−→
AC .

Nenulové vektory
−−−→
MB1 a

−−−→
MC1 jsou ovšem lineárně závislé, existuje tedy reálné č́ıslo k takové,

že
−−−→
MC1 = k

−−−→
MB1, po dosazeńı

−γ
2
−→
AB +

(
α− γ

2

)−→
AC = k

(
β − γ

2

)−→
AB − kγ

2
−→
AC .

Vektory
−→
AB a

−→
AC jsou lineárně nezávislé, a tedy koeficienty u těchto vektor̊u na obou stranách

rovnosti se muśı rovnat, odtud

k =
α− γ

2

−γ
2

=
−γ

2

β − γ
2

, po úpravě γ =
2αβ
α+ β

.

Protože body A a T podle zadáńı nejsou od sebe př́ımkou d = B1C1 odděleny, je

γ =
|AM |
|AD|

≥ |AT |
|AD|

=
2
3
, odtud

2αβ
α+ β

≥ 2
3
. (2.19)
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Pro obsah čtyřúhelńıku BB1TC1 plat́ı:

SBB1TC1 = SABC1 − SATC1 − SATB1 .

Nyńı najdeme poměry obsah̊u jednotlivých užitých trojúhelńık̊u k obsahu trojúhelńıku ABC.
Využijeme přitom pravidlo: Shoduj́ı-li se dva trojúhelńıky v jedné straně a v jednom k ńı
přilehlém úhlu, pak jejich obsahy jsou ve stejném poměru jako jejich druhé strany přilehlé
k onomu úhlu.

SABC1

SABC
=
|AC1|
|AC|

= α ,
SATC1

SABC
=
SATC1

2SADC
=

1
2
· |AT |
|AD|

· |AC1|
|AC|

=
α

3
,

SATB1

SABC
=
SATB1

2SADB
=

1
2
· |AT |
|AD|

· |AB1|
|AB|

=
β

3
.

Po dosazeńı tak dostáváme

SBBTC1 = αSABC −
α

3
SABC −

β

3
SABC =

2α− β
3

SABC .

Analogicky lze odvodit vyjádřeńı

SCCTB1 =
2β − α

3
SABC .

Po dosazeńı dokazovaná nerovnost ze zadáńı přejde do tvaru

2α− β
3

+
2β − α

3
≥ 4

9
, neboli α+ β ≥ 4

3
.

Z již dř́ıve odvozené podmı́nky (2.19) pro č́ısla α, β plyne 3αβ ≥ α + β, odtud pak s ohledem
na zřejmou nerovnost (x+ y)2 ≥ 4xy máme

(α+ β)2 ≥ 4αβ ≥ 4
3

(α+ β) ,

odkud po vyděleńı č́ıslem α+ β plyne

α+ β ≥ 4
3
.

T́ım je nerovnost dokázána.

Rovnost nastane, jen když α = β a zároveň 2αβ
α+β = 2

3 , což znamená α = β = 2
3 . Právě tehdy

úsečka B1C1 procháźı těžǐstěm T a je rovnoběžná s př́ımkou BC.

Úloha 2.2.42: Necht’ M je vnitřńı bod čtyřstěnu ABCD. Dokažte, že

VMBCD ·
−−→
MA+ VMACD ·

−−→
MB + VMABD ·

−−→
MC + VMABC ·

−−→
MD = ~o ,

kde VXY ZW označuje objem čtyřstěnu XY ZW .53

53[dju–06], str. 72, úloha 5. Rovinnou analogii výsledku uvedeme později jako př́ıklad 3.1.21 a d̊ukaz provedeme
odlǐsným zp̊usobem založeným na užit́ı skalárńıho součinu.
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Řešeńı:
Označme postupně A1, B1, C1, D1 pr̊useč́ıky př́ımek AM , BM , CM , DM s protilehlými stěnami
čtyřstěnu. Protože pro objemy jehlan̊u se společnou podstavou plat́ı např́ıklad

VMBCD =
|MA1|
|AA1|

· VABCD ,

je dokazovaná rovnost ze zadáńı ekvivalentńı s rovnost́ı

|MA1|
|AA1|

·
−−→
MA+

|MB1|
|BB1|

·
−−→
MB +

|MC1|
|CC1|

·
−−→
MC +

|MD1|
|DD1|

·
−−→
MD = ~o .

Protože bod M lež́ı uvnitř čtyřstěnu ABCD, existuj́ı kladná reálná č́ısla a, b, c, d taková, že
a+ b+ c+ d = 1 a bod M má vyjádřeńı

M = aA+ bB + dC + dD .

Protože bod A1 lež́ı v rovině BCD, existuj́ı reálná č́ısla b′, c′, d′ taková, že

A1 = b′B + c′C + d′D .

Při označeńı λ = |MA1|
|AA1| pro odpov́ıdaj́ıćı vektory plat́ı

−−−→
MA1 = λ

−−→
AA1 , odtud M = λA+ (1− λ)A1 .

Dosazeńım dř́ıve vypsaných vyjádřeńı za M a A1 do předchoźı rovnosti dostáváme

aA+ bB + dC + dD = λA+ (1− λ)(b′B + c′C + d′D) .

Porovnáńım koeficient̊u u bodu A (body A, B, C, D jsou nekomplanárńı, a tedy př́ıslušné koefi-
cienty z obou stran se muśı rovnat) dostaneme λ = a. Odtud plyne prvńı ze čtyř analogických
rovnost́ı

|MA1|
|AA1|

= a ,
|MB1|
|BB1|

= b ,
|MC1|
|CC1|

= c ,
|MD1|
|DD1|

= d .
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Z vyjádřeńı pro bod M , které přeṕı̌seme do tvaru

~o = a
−−→
AM + b

−−→
BM + c

−−→
CM + d

−−→
DM ,

po dosazeńı nalezených poměr̊u za a, b, c, d již dostaneme rovnost, o které jsme v úvodu řešeńı
dokázali, že je ekvivalentńı s rovnost́ı ze zadáńı úlohy.

Úloha 2.2.43: Necht’ daná rovina prot́ıná bočńı hrany V A, V B, V C, V D pravidelného čtyř-
bokého jehlanu ABCDV ve vnitřńıch bodech, které označ́ıme postupně M , N , P , Q. Dokažte
rovnost 54

1
|VM |

+
1
|V P |

=
1
|V N |

+
1
|V Q|

.

Řešeńı:
Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat, že |V A| = |V B| = |V C| = |V D| = 1. Dále
označme velikosti

|VM | = m, |V N | = n , |V P | = p , |V Q| = q .

Vyjádřeme vektory
−−→
NM ,

−−→
NP ,

−−→
NQ jako lineárńı kombinace vektor̊u ~a =

−→
V A, ~b =

−→
V B, ~c =

−→
V C

(které jsou lineárně nezávislé):
−−→
NM =

−−→
VM −

−−→
V N = m~a− n~b ,

−−→
NP =

−→
V P −

−−→
V N = p~c− n~b ,

−−→
NQ =

−→
V Q−

−−→
V N = q

−→
V D − n~b = q(

−→
V A+

−→
AD)− n~b = q(

−→
V A+

−→
BC)− n~b =

= q(~a+
−→
V C −

−→
V B)− n~b = q~a− (n+ q)~b+ q~c ,

(přitom jsme využili rovnosti
−→
AD =

−→
BC). Protože body M , N , P , Q lež́ı podle zadáńı v jedné

rovině, vektory
−−→
NM ,

−−→
NP ,

−−→
NQ jsou lineárně závislé. Determinant sestavený z koeficient̊u u li-

neárńıch kombinaćı těchto vektor̊u je tedy nulový (nebot’ vektory ~a, ~b, ~c jsou lineárně nezávislé).
Plat́ı tedy

det

 m −n 0
0 −n p
q −n− q q

 = 0 ,

54[jur–96], str. 96, úloha 3.7.
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odtud
−mnq − npq +mp(n+ q) = 0 , neboli mnq + npq = mnp+mpq .

Po vyděleńı posledńı rovnosti nenulovým č́ıslem mnpq (protože M , N , P , Q jsou podle zadáńı
vnitřńı body hran, je m,n, p, q 6= 0 a tedy také mnpq 6= 0) dostáváme

1
m

+
1
p

=
1
n

+
1
q
.
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Kapitola 3

Aplikace skalárńıho součinu

3.1 Př́ıklady teoretického významu

Obecná tvrzeńı o vektorech

Př́ıklad 3.1.1: Pro libovolné vektory ~a, ~b plat́ı: |~a+~b|2 + |~a−~b|2 = 2(|~a|2 + |~b|2). Dokažte.1

Řešeńı:
Užit́ım vlastnost́ı skalárńıho součinu uprav́ıme levou stranu dokazované rovnosti

|~a+~b|2 + |~a−~b|2 = 〈~a+~b,~a+~b〉+ 〈~a−~b,~a−~b〉 =

= |~a|2 + |~b|2 + 2〈~a,~b〉+ |~a|2 + |~b|2 − 2〈~a,~b〉 = 2(|~a|2 + |~b|2) .

Př́ıklad 3.1.2: Pro libovolné vektory ~a, ~b plat́ı |~a| = |~b| právě tehdy, když ~a+~b ⊥ ~a−~b. Dokažte.2

Řešeńı:
Na rovnost |~a| = |~b| budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:

〈~a,~a〉 = 〈~b,~b 〉 ⇔ 〈(~a+~b )−~b, (~a−~b ) +~b 〉 = 〈~b,~b 〉 ⇔

⇔ 〈~a+~b,~a−~b 〉+ 〈~a+~b,~b 〉 − 〈~b,~a−~b 〉 − 2〈~b,~b 〉 = 0 ⇔

⇔ 〈~a+~b,~a−~b 〉 = 0 ⇔ ~a+~b ⊥ ~a−~b .

Na dokázaný výsledek se budeme mnohokrát v daľśım textu odvolávat jako na vztah

|~a| = |~b| ⇔ ~a+~b ⊥ ~a−~b . (3.1)

Př́ıklad 3.1.3: Dokažte, že pro libovolné čtyři body A, B, C, D v rovině či prostoru vždy plat́ı 3

|AB|2 + |CD|2 − |BC|2 − |AD|2 = 2
〈−→
AC,
−→
DB

〉
.

1[pra–86], str. 100, úloha 2.
2[pra–86], str. 100, úloha 3.
3[eng–97], str. 293, úloha E8.
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Řešeńı:
V levé straně dokazovaného vztahu přejdeme k velikostem vektor̊u a źıskaný výraz ekvivalentně
uprav́ıme:

|
−→
AB|2 + |

−→
CD|2 − |

−→
BC|2 − |

−→
AD|2 = |

−→
AB|2 + |

−→
CD|2 − |

−→
BD +

−→
DC|2 − |

−→
AB +

−→
BD|2 =

= |
−→
AB|2 + |

−→
CD|2 − |

−→
BD|2 − |

−→
DC|2 − |

−→
AB|2 − |

−→
BD|2 − 2

〈−→
BD,

−→
DC

〉
− 2
〈−→
AB,

−→
BD

〉
=

= −2
〈−→
BD,

−→
BD +

−→
DC +

−→
AB
〉

= 2
〈−→
DB,

−→
AB +

−→
BD +

−→
DC

〉
.

Protože druhý vektor v posledńım skalárńım součinu je roven vektoru
−→
AC, je zadaná rovnost

dokázána.

Poznámka:
Dokázané tvrzeńı má následuj́ıćı d̊usledky.

• V libovolném čtyřúhelńıku ABCD, jakož i ve čtyřstěnu ABCD plat́ı:

AC ⊥ BD ⇔ |AB|2 + |CD|2 = |BC|2 + |AD|2 .

• Pro délky stran a úhlopř́ıček libovolného lichoběžńıku ABCD se základnami AB a CD
plat́ı rovnost e2 +f2 = b2 +d2 +2ac, kterou dostaneme z odvozené rovnosti záměnou bod̊u
B a C :

e2 + f2 − b2 − d2 = |AC|2 + |BD|2 − |CB|2 − |AD|2 = 2
〈−→
AB,

−→
DC

〉
= 2ac ,

nebot’ vektory
−→
AB a

−→
DC jsou souhlasně rovnoběžné.4

• Rovnoběžńıková rovnost e2 +f2 = 2(a2 +b2) (viz dále př́ıklad 3.1.5), která se odvod́ı stejně
jako předchoźı ”lichoběžńıková“ rovnost, když se polož́ı d = b a c = a.

• Vyjádřeńı délky těžnice trojúhelńıku pomoćı délek jeho stran. K tomu účelu doplńıme
trojúhelńık ABC na rovnoběžńık ABCD s úhlopř́ıčkami a a 2ta. Podle rovnoběžńıkové
rovnosti plat́ı

a2 + 4t2a = 2b2 + 2c2 , odtud t2a =
1
4

(2b2 + 2c2 − a2) .

4Dodejme, že v každém konvexńım čtyřúhelńıku ABCD plat́ı nerovnost e2+f2 ≤ b2+d2+2ac podle Poznámky
za úlohou 3.2.50.

107



Př́ıklad 3.1.4: Dokažte, že pro libovolné čtyři body A, B, C, V v rovině nebo prostoru plat́ı 5

〈−→
AB,

−→
CV

〉
+
〈−→
CA,
−→
BV

〉
+
〈−→
BC,

−→
AV
〉

= 0 .

Řešeńı:
Vyjádřeme všechny vektory na levé straně rovnosti pomoćı vektor̊u s počátečńım bodem A a
pak zkoumaný součet upravme:

〈−→
AB,

−→
CV

〉
+
〈−→
CA,
−→
BV

〉
+
〈−→
BC,

−→
AV
〉

=

=
〈−→
AB,−

−→
AC +

−→
AV
〉

+
〈
−
−→
AC,−

−→
AB +

−→
AV
〉

+
〈
−
−→
AB +

−→
AC,
−→
AV
〉

=

= −
〈−→
AB,

−→
AC
〉

+
〈−→
AB,

−→
AV
〉

+
〈−→
AC,
−→
AB
〉
−
〈−→
AC,
−→
AV
〉
−
〈−→
AB,

−→
AV
〉

+
〈−→
AC,
−→
AV
〉

= 0 .

T́ım je rovnost ze zadáńı úlohy dokázána.

Poznámka:
Jsou-li body A, B, C vrcholy libovolného trojúhelńıku, pak dokázaná rovnost znamená, že
pr̊useč́ıkem dvou výšek procháźı výška třet́ı, nebot’ jsou-li dva ze sč́ıtanc̊u v dokázané rovnosti
rovny nule, je roven nule i třet́ı sč́ıtanec.

Jsou-li body A, B, C, V vrcholy libovolného čtyřstěnu, vyjadřuje dokázaná rovnost tvrzeńı,
že jsou-li dvě a dvě protěǰśı hrany čtyřstěnu na sebe kolmé, je na sebe kolmá i třet́ı dvojice
protilehlých hran.

5[kuř–89], str. 84.
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Rovnoběžnost a kolmost ve čtyřúhelńıku

Př́ıklad 3.1.5: Dokažte rovnoběžńıkovou rovnost 2(a2 + b2) = e2 + f2, kde a, b jsou délky
sousedńıch stran libovolného rovnoběžńıku a e, f jsou délky jeho úhlopř́ıček.

Řešeńı:
V rovnoběžńıku ABCD označ́ıme ~a =

−→
AB =

−→
DC, ~b =

−→
BC =

−→
AD, ~e =

−→
AC, ~f =

−→
DB. Pak zřejmě

~e = ~a+~b, ~f = ~b− ~a, takže pro délky úhlopř́ıček plat́ı

e2 = |~e |2 = |~a+~b|2 = a2 + b2 + 2〈~a,~b 〉 , f2 = |~f |2 = |~b− ~a|2 = b2 + a2 − 2〈~b,~a〉 .

Sečteńım těchto dvou rovnost́ı dostaneme

e2 + f2 = a2 + b2 + 2〈~a,~b 〉+ b2 + a2 − 2〈~b,~a〉 = 2(a2 + b2) .

T́ım je d̊ukaz hotov. Zopakovali jsme vlastně postup z řešeńı Př́ıkladu 3.1.3.

Př́ıklad 3.1.6: Necht’ P,Q jsou středy úhlopř́ıček libovolného čtyřúhelńıku ABCD. Dokažte
Eulerovu rovnost:

a2 + b2 + c2 + d2 = e2 + f2 + 4|PQ|2 ,

kde a, b, c, d jsou délky stran dotyčného čtyřúhelńıku a e, f jsou délky jeho úhlopř́ıček.6

Řešeńı:
Označ́ıme vektory ~a =

−→
AB, ~b =

−→
BC, ~c =

−→
CD, ~d =

−→
DA, ~e =

−→
AC, ~f =

−→
BD. Protože ABCD je

čtyřúhelńık, je ~a+~b+ ~c+ ~d = ~o. Pro střed P úsečky AC a střed Q úsečky BD plat́ı

P =
1
2

(A+ C) a Q =
1
2

(B +D) .

Dále označ́ıme s výraz rovný rozd́ılu délek úseček z dokazované rovnosti

s = a2 + b2 + c2 + d2 − e2 − f2 − 4|PQ|2 .

Podobně jako při řešeńı Úlohy 3.1.5 můžeme psát:

e2 = |~e |2 = |~a+~b|2 = a2 + b2 + 2〈~a,~b 〉 , f2 = |~e |2 = |~d+ ~a|2 = a2 + d2 + 2〈~a, ~d 〉 ,
6[pra–86], str. 105, úloha 5.42.
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|PQ|2 =
∣∣∣1
2

(B +D −A− C)
∣∣∣2 =

1
4
· |~a+ ~c |2 =

1
4

(a2 + c2 + 2〈~a,~c 〉) .

Tato tři vyjádřeńı nyńı využijeme k určeńı dř́ıve definovaného rozd́ılu s :

s = a2 + b2 + c2 + d2 − a2 − b2 − 2〈~a,~b 〉 − a2 − d2 − 2〈~a, ~d 〉 − a2 − c2 − 2〈~a,~c 〉 =

= −2a2 − 2〈~a,~b 〉 − 2〈~a, ~d 〉 − 2〈~a,~c 〉 = −2〈~a,~a+~b+ ~c+ ~d 〉 = −2〈~a, ~o 〉 = 0 .

T́ım je Eulerova rovnost dokázána.

Poznámka 1:
Protože některý čtyřúhelńık je rovnoběžńık, právě když středy jeho úhlopř́ıček splývaj́ı, má
dokázaná Eulerova rovnost tento d̊usledek: Délky stran a úhlopř́ıček čtyřúhelńıku ABCD splňuj́ı
vztah

a2 + b2 + c2 + d2 = e2 + f2

tehdy a jen tehdy, když ABCD je rovnoběžńık. V kladném př́ıpadě přejde uvedená rovnost (po
dosazeńı c = a, d = b) v rovnoběžńıkovou rovnost 2(a2 + b2) = e2 + f2 z Úlohy 3.1.5.

Poznámka 2:
Uvedený d̊ukaz Eulerovy věty vede rovněž k závěru, že pro libovolné čtyři body A, B, C, D
v prostoru plat́ı rovnost

|AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 = |AC|2 + |BD|2 + 4|PQ|2 ,

kde P , Q jsou středy dvojic bod̊u A, C a B, D. Odtud plyne obecná nerovnost

|AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 ≥ |AC|2 + |BD|2 , (3.2)

v ńıž rovnost nastane v jediném př́ıpadě – když
−→
AB =

−→
DC. Vylepšeńı tohoto výsledku v podobě

nerovnosti

2|AB| · |CD|+ |BC|2 + |DA|2 ≥ |AC|2 + |BD|2 (3.3)

uvedeme v Úloze 3.2.50.7 Ještě však dodejme, že rovnost v nerovnosti (3.3) nastane právě tehdy,
když vektory

−→
AB,

−→
DC jsou bud’ souhlasně rovnoběžné, nebo je aspoň jeden z nich roven ~o,

podmı́nka
−→
AB =

−→
DC tedy neńı nutná.

7Dı́ky zřejmému odhadu x2 + y2 ≥ 2xy (x, y ∈ R) je skutečně (3.2) d̊usledkem (3.3).
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Př́ıklad 3.1.7: Úhlopř́ıčky čtyřúhelńıku ABCD jsou navzájem kolmé, právě když pro délky jeho
stran plat́ı rovnost a2 + c2 = b2 + d2. Dokažte.8

Řešeńı:
Vektory určené stranami a úhlopř́ıčkami čtyřúhelńıkuABCD označme jako obvykle (viz obrázek)
a na zadanou rovnost aplikujeme ekvivalentńı úpravy:

a2 + c2 = b2 + d2 ⇔ |~a|2 + |~c |2 − |~b|2 − |~d |2 = 0 ⇔

⇔ |~e−~b|2 + | − ~e− ~d |2 − |~b|2 − |~d |2 = 0 ⇔

⇔ |~e |2 + |~b|2 − 2〈~e,~b 〉+ |~e |2 + |~d |2 + 2〈~e, ~d 〉 − |~b|2 − |~d |2 = 0 ⇔

⇔ 〈~e,~e−~b+ ~d〉 = 0 ⇔ 〈~e,−~c−~b 〉 = 0 ⇔ 〈~e, ~f〉 = 0 .

Skalárńı součin 〈~e, ~f〉 se rovná nule, právě když jsou vektory ~e a ~f , a tedy i úhlopř́ıčky AC a
BD, navzájem kolmé.

Př́ıklad 3.1.8: Úhlopř́ıčky čtyřúhelńıku jsou navzájem kolmé právě tehdy, když spojnice střed̊u
jeho protilehlých stran maj́ı shodné délky. Dokažte.9

Řešeńı:
Necht’ K, L, M , N jsou postupně středy stran AB, BC, CD, AD čtyřúhelńıku ABCD :

K =
1
2

(A+B) , L =
1
2

(B + C) , M =
1
2

(C +D) , N =
1
2

(A+D) .

8[eng–97], str. 293, úloha E6; [pra–86], str. 100, úloha 5.5. Tvrzeńı rovněž plyne z výsledku Př́ıkladu 3.1.3, jak
jsme uvedli v Poznámce za jeho řešeńım.

9[eng–97], str. 293, úloha E7. Tvrzeńı lze také snadno dokázat geometrickou úvahou o tom, kdy je Varignon̊uv
rovnoběžńık z Př́ıkladu 2.1.4 pravoúhelńıkem.
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Máme dokázat, že plat́ı ekvivalence
−→
AC ⊥

−→
BD ⇔

∣∣−−→MK
∣∣2 =

∣∣−→NL∣∣2 ,
upravujme proto ekvivalentně rovnost z jej́ı pravé strany:〈

K −M,K −M
〉
−
〈
L−N,L−N

〉
= 0 ⇔

⇔ 1
4
〈
C +D −A−B,C +D −A−B

〉
− 1

4
〈
A+D −B − C,A+D −B − C

〉
= 0 ⇔

⇔
∣∣−→AC∣∣2 +

∣∣−→BD∣∣2 + 2〈
−→
AC,
−→
BD〉 −

∣∣−→CA∣∣2 − ∣∣−→BD∣∣2 − 2〈
−→
CA,
−→
BD〉 = 0 ⇔

⇔ 2〈
−→
AC,
−→
BD〉+ 2〈

−→
AC,
−→
BD〉 = 0 ⇔ 〈

−→
AC,
−→
BD〉 = 0 ⇔

−→
AC ⊥

−→
BD .

Př́ıklad 3.1.9: Dokažte Eulerovu větu: V libovolném čtyřúhelńıku ABCD plat́ı

|AC|2 + |BD|2 = 2(|MN |2 + |PQ|2) ,

kde MN a PQ jsou spojnice střed̊u jeho protilehlých stran.10

Řešeńı:
Jsou-li body M , N , P , Q po řadě středy stran AB, CD, BC, DA, plat́ı pro ně vyjádřeńı

M =
1
2

(A+B) , N =
1
2

(C +D) , P =
1
2

(B + C) , Q =
1
2

(A+D) ,

odtud
−−→
MN =

1
2

(C +D−A−B) =
1
2

(−→
AC +

−→
BD

)
,
−→
PQ =

1
2

(A+D−B −C) =
1
2

(
−
−→
AC +

−→
BD

)
,

a proto plat́ı

|MN |2 + |PQ|2 =
1
4
|
−→
AC +

−→
BD|2 +

1
4
| −
−→
AC +

−→
BD|2 =

1
4
|
−→
AC|2 +

1
4
|
−→
BD|2 +

1
2
〈
−→
AC,
−→
BD〉+

+
1
4
|
−→
AC|2 +

1
4
|
−→
BD|2 − 1

2
〈
−→
AC,
−→
BD〉 =

1
2
|AC|2 +

1
2
|BD|2 ,

což je požadovaná rovnost.

10[eng–97], str. 298, úloha 7.
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Př́ıklad 3.1.10: Pro libovolný čtyřúhelńık ABCD dokažte větu: Pro každý bod X plat́ı rovnost
|AX|2 + |CX|2 = |BX|2 + |DX|2 právě tehdy, když ABCD je pravoúhelńık.11

Řešeńı:
Na rovnost přepsanou pro velikosti vektor̊u∣∣−→AX∣∣2 +

∣∣−−→CX∣∣2 =
∣∣−−→BX∣∣2 +

∣∣−−→DX∣∣2
budeme po přechodu ke skalárńım součin̊um aplikovat ekvivalentńı úpravy:∣∣−→AX∣∣2 +

∣∣−−→CX∣∣2 − ∣∣−−→BX∣∣2 − ∣∣−−→DX∣∣2 = 0 ,∣∣−→AB +
−−→
BX

∣∣2 +
∣∣−−→CX∣∣2 − ∣∣−−→BX∣∣2 − ∣∣−→DC +

−−→
CX

∣∣2 = 0 ,∣∣−→AB∣∣2 + 2
〈−→
AB,

−−→
BX

〉
−
∣∣−→DC∣∣2 − 2

〈−→
DC,

−−→
CX

〉
= 0 ,∣∣−→AB∣∣2 + 2

〈−→
AB,

−→
BC +

−−→
CX

〉
−
∣∣−→DC∣∣2 − 2

〈−→
DC,

−−→
CX

〉
= 0 ,∣∣−→AB∣∣2 + 2

〈−→
AB,

−→
BC

〉
+ 2
〈−→
AB,

−−→
CX

〉
−
∣∣−→DC∣∣2 − 2

〈−→
DC,

−−→
CX

〉
= 0 ,∣∣−→AB∣∣2 − ∣∣−→DC∣∣2 + 2

〈−→
AB,

−→
BC

〉
+ 2
〈−→
AB −

−→
DC,

−−→
CX

〉
= 0 .

Posledńı rovnost je splněna pro každý bod X právě tehdy, když plat́ı
−→
AB =

−→
DC (nebot’ hodnota

skalárńıho součinu 〈
−→
AB −

−→
DC,

−−→
CX〉 je nezávislá na volbě bodu X jedině tehdy, když vektor

−→
AB−

−→
DC je nulový; pak má i rozd́ıl |

−→
AB|2− |

−→
DC|2 nulovou hodnotu) a zároveň 〈

−→
AB,

−→
BC〉 = 0.

Prvńı podmı́nka znamená, že ABCD je rovnoběžńık a druhá podmı́nka, že vektory
−→
BC a

−→
AB

jsou navzájem kolmé. To nastane zároveň právě tehdy, když ABCD je pravoúhelńık.

Př́ıklad 3.1.11: Dokažte, že čtyřúhelńık ABCD je rovnoběžńık právě tehdy, když se pro li-
bovolný bod M skalárńı součin 〈

−−→
MA,

−−→
MC〉 lǐśı od skalárńıho součinu 〈

−−→
MB,

−−→
MD〉 o stejnou

hodnotu, která na volbě bodu M nezáviśı. Dále ukažte, že v př́ıpadě rovnoběžńıku ABCD je tato
hodnota rozd́ılu skalárńıch součin̊u rovna nule, právě když je ABCD pravoúhelńık.12

Řešeńı:
Označme

s(M) =
〈−−→
MA,

−−→
MC

〉
−
〈−−→
MB,

−−→
MD

〉
a pro libovolné dva body M1, M2 najděme vztah mezi hodnotami s(M1), s(M2). Plat́ı

s(M2) =
〈−−→
M2A,

−−→
M2C

〉
−
〈−−→
M2B,

−−−→
M2D

〉
=
〈−−−−→
M2M1 +

−−→
M1A,

−−−−→
M2M1 +

−−→
M1C

〉
−

−
〈−−−−→
M2M1 +

−−→
M1B,

−−−−→
M2M1 +

−−−→
M1D

〉
=
∣∣−−−−→M2M1

∣∣2 +
〈−−−−→
M2M1,

−−→
M1C

〉
+
〈−−→
M1A,

−−−−→
M2M1

〉
+

+
〈−−→
M1A,

−−→
M1C

〉
−
∣∣−−−−→M2M1

∣∣2 − 〈−−−−→M2M1,
−−−→
M1D

〉
−
〈−−→
M1B,

−−−−→
M2M1

〉
−
〈−−→
M1B,

−−−→
M1D

〉
=

11[eng–97], str. 298, úloha 2.
12Prvńı část z [pra–86], str. 102, úloha 5.16, druhá část z [eng–97], str. 298, úloha 10.
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=
〈−−→
M1A,

−−→
M1C

〉
−
〈−−→
M1B,

−−−→
M1D

〉
+
〈−−−−→
M2M1,

−−→
M1C +

−−→
M1A

〉
−
〈−−−−→
M2M1,

−−−→
M1D +

−−→
M1B

〉
=

=
〈−−→
M1A,

−−→
M1C

〉
−
〈−−→
M1B,

−−−→
M1D

〉
+
〈−−−−→
M2M1,

−−→
M1A+

−−→
M1C −

−−→
M1B −

−−−→
M1D

〉
=

= s(M1) +
〈−−−−→
M2M1,

−→
DC −

−→
AB
〉

Má-li platit s(M1) = s(M2), muśı být
〈−−−−→
M2M1,

−→
DC−

−→
AB
〉

= 0. To má být splněno pro libovolné

body M1, M2, a tedy muśı platit
−→
AB =

−→
DC. Naopak z této rovnosti (jež charakterizuje rov-

noběžńıky ABCD) podle odvozené rovnosti obecně plat́ı s(M1) = s(M2). T́ım je prvńı tvrzeńı
př́ıkladu dokázáno.

V př́ıpadě rovnoběžńıku ABCD do rovnosti definuj́ıćı hodnotu s(M) dosad́ıme za vektory
−−→
MB =

−−→
MA+ ~u,

−−→
MD =

−−→
MA+ ~v,

−−→
MC =

−−→
MA+ ~u+ ~v, kde ~u =

−→
AB, ~v =

−→
AD. Dostaneme

s(M) =
〈−−→
MA,

−−→
MC

〉
−
〈−−→
MB,

−−→
MD

〉
=
〈−−→
MA,

−−→
MA+ ~u+ ~v

〉
−
〈−−→
MA+ ~u,

−−→
MA+ ~v

〉
=

=
〈−−→
MA,

−−→
MA

〉
+
〈−−→
MA,~u

〉
+
〈−−→
MA,~v

〉
−
〈−−→
MA,

−−→
MA

〉
−
〈−−→
MA,~v

〉
−
〈−−→
MA,~u

〉
−
〈
~u,~v
〉

= 〈~u,~v〉 ,

takže s(M) = 0 pro každý bod M právě tehdy, když 〈~u,~v〉 = 0 neboli
−→
AB ⊥

−→
AD.

Př́ıklad 3.1.12: Pro libovolný tětivový čtyřúhelńık (tj. čtyřúhelńık, kterému lze opsat kružnici)
dokažte: Šest př́ımek vedených vždy středem jedné strany kolmo k protilehlé straně procháźı
jedńım bodem M . Úhlopř́ıčky jsou zde rovněž považovány za dvě protilehlé strany. (Bod M se
nazývá Mongeovým bodem daného tětivového čtyřúhelńıku.)13

13[eng–97], str. 299, úloha 17.
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Řešeńı:
Označme O střed kružnice opsané uvažovanému tětivovému čtyřúhelńıku ABCD. Z rovnosti
|OC| = |OD| v trojúhelńıku OCD je jasné, že vektor kolmý ke straně CD je např́ıklad vektor
1
2(C+D)−O, tedy vektor ze středu O do středu úsečky CD. Je to i ve shodě s výsledkem (3.1),

podle kterého z rovnosti |
−→
OC| = |

−→
OD| plyne

−→
CD =

−→
OD −

−→
OC ⊥

−→
OD +

−→
OC = 2

(
C +D

2
−O

)
.

Proto př́ımka procházej́ıćı středem strany AB a kolmá na stranu CD má rovnici

pAB : X =
1
2

(A+B) + t · 1
2

(C +D − 2O) , t ∈ R .

Analogicky rovnice př́ımky procházej́ıćı středem strany CD a kolmé na stranu AB má tvar

pCD : X =
1
2

(C +D) + s · 1
2

(A+B − 2O) , s ∈ R .

Nyńı zaṕı̌seme rovnici pro společné body př́ımek pAB a pCD (jež mohou být i totožné)

pAB ∩ pCD : A+B + t(C +D − 2O) = C +D + s(A+B − 2O) ,

A+B + tC + tD − 2tO = sA+ sB + C +D − 2sO .

Protože posledńı rovnice je splněna pro s = t = 1, na obou př́ımkách lež́ı bod M s vyjádřeńım

M =
1
2

(A+B + C +D − 2O) .

Jelikož vzorec pro bod M se nezměńı při jakékoliv permutaci bod̊u A, B, C, D, procházej́ı
bodem M i ostatńı čtyři, analogickým zp̊usobem značené, př́ımky pBC , pAD, pAC , pBD.

Vlastnosti obecného trojúhelńıku

Př́ıklad 3.1.13: Dokažte Thaletovu větu: Je-li bod O střed úsečky AB o délce 2r, pak pro každý
bod X r̊uzný od bod̊u A, B je úhel AXB pravý právě tehdy, když |OX| = r.14

14Vektorový d̊ukaz tohoto klasického výsledku je převzat z [kuř–89], str. 88.

115



Řešeńı:
Protože podle zadáńı |OA| = |OB| = r, je podmı́nka |OX| = r ekvivalentńı s rovnost́ı skalárńıch
součin̊u 〈−−→

OX,
−−→
OX

〉
=
〈−→
OA,
−→
OA
〉
.

Na tuto rovnost aplikujeme ekvivalentńı úpravy s přihlédnut́ım k rovnosti
−→
OA =

−→
BO :〈−−→

OX,
−−→
OX

〉
−
〈−→
OA,
−→
OA
〉

= 0 ⇔
〈−−→
OX −

−→
OA,
−−→
OX +

−→
OA
〉

= 0 ⇔

⇔
〈−→
AO +

−−→
OX,

−−→
OX +

−→
BO

〉
= 0 ⇔

〈−→
AX,

−−→
BX

〉
= 0 ⇔ |^AXB| = π

2
.

T́ım je Thaletova věta dokázána.

Př́ıklad 3.1.14: Jako doplněk k Thaletově větě z Př́ıkladu 3.1.13 dokažte následuj́ıćı tvrzeńı:
Všechny body X dané roviny ABC, které vyhovuj́ı podmı́nce〈−→

AX,
−−→
CX

〉
=
〈−→
CB,

−→
AX

〉
,

tvoř́ı Thaletovu kružnici sestrojenou nad pr̊uměrem AB.15

Řešeńı:
Zkoumanou rovnost postupně uprav́ıme:〈−→

AX,
−−→
CX

〉
=
〈−→
CB,

−→
AX

〉
⇔

〈−→
AX,

−−→
CX −

−→
CB

〉
= 0 ⇔

⇔
〈−→
AX,

−−→
BX

〉
= 0 ⇔

〈
X −A,X −B

〉
= 0 .

Odvozená rovnost je vyjádřeńım podmı́nky, že úhel AXB je pravý. Jak v́ıme z elementárńı
geometrie, vyhovuj́ıćı body X vyplńı Thaletovu kružnici nad pr̊uměrem AB. Přesvědč́ıme se
o tom nezávisle na Př́ıkladu 3.1.13 následuj́ıćı úpravou źıskané rovnice:〈

X − A+B

2
− A−B

2
, X − A+B

2
+
A−B

2

〉
= 0 ,

(
X − A+B

2

)2

=
(
A−B

2

)2

.

To znamená, že se skutečně jedná o kružnici k = (S, r) se středem S = 1
2(A + B), tj. středem

úsečky AB, a poloměrem r = 1
2 |A−B|, tj. polovinou velikosti vektoru

−→
AB.

Př́ıklad 3.1.15: Dokažte, že výšky trojúhelńıku lež́ı na třech př́ımkách, které procházej́ı jedńım
bodem (zvaným ortocentrum daného trojúhelńıku). (Výškou trojúhelńıku rozumı́me každou ze tř́ı
úseček spojuj́ıćıch vždy vrchol trojúhelńıku s jeho kolmým pr̊umětem na př́ımku protěǰśı strany.) 16

15[eng–97], str. 298, úloha 8.
16Stejně jako v Př́ıkladu 3.1.13 uvád́ıme vektorový d̊ukaz z [kuř–89], str. 84.
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Řešeńı:
Necht’ bod V je pr̊useč́ık př́ımek, na kterých lež́ı výšky vedené z bodu A a z bodu B trojúhelńıku
ABC. Pak plat́ı 〈−→

BC,
−→
V A
〉

= 0 a
〈−→
CA,
−→
V B

〉
= 0 .

Zřejmé rovnosti
−→
V C =

−→
V B +

−→
BC a

−→
V C =

−→
V A+

−→
AC skalárně vynásob́ıme po řadě vektory

−→
CA

a
−→
BC : 〈−→

V C,
−→
CA
〉

=
〈−→
V B +

−→
BC,

−→
CA
〉

a
〈−→
V C,

−→
BC

〉
=
〈−→
V A+

−→
AC,
−→
BC

〉
.

Sečteńım těchto rovnost́ı a úpravou źıskáme

〈−→
V C,

−→
CA
〉

+
〈−→
V C,

−→
BC

〉
=
〈−→
V B,

−→
CA
〉

+
〈−→
BC,

−→
CA
〉

+
〈−→
V A,
−→
BC

〉
+
〈−→
AC,
−→
BC

〉
.

Jelikož prvńı a třet́ı sč́ıtanec na pravé straně jsou rovny nule, dostaneme

〈−→
V C,

−→
BC +

−→
CA
〉

=
〈−→
BC,

−→
CA
〉
−
〈−→
CA,
−→
BC

〉
, neboli

〈−→
V C,

−→
BA
〉

= 0 .

To znamená, že bud’ plat́ı C = V , nebo je př́ımka CV kolmá na stranu AB, proto na ńı lež́ı
výška z vrcholu C. V obou př́ıpadech je tvrzeńı dokázáno.

Př́ıklad 3.1.16: Tvrzeńı z Př́ıkladu 3.1.15 o existenci ortocentra V obecného trojúhelńıku ABC
dokažte znovu společně s rovnostmi

−→
OV =

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC , (3.4)

−→
AV =

−→
OB +

−→
OC ,

−→
BV =

−→
OA+

−→
OC ,

−→
CV =

−→
OA+

−→
OB , (3.5)

kde O je střed kružnice opsané dotyčnému trojúhelńıku.17

17[bud–71], str. 87–88, věta 3.6; [pra–86], část 2, str. 101, úloha 5.8.
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Řešeńı:
Označme vektory ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC. Dále označme C ′ bod určený vektorovou rovnost́ı−−→

OC ′ = ~a + ~b. Protože |~a| = |~b|, je podle (3.1) ~a + ~b ⊥ ~a − ~b, neboli
−−→
OC ′ ⊥

−→
AB. Ukážeme, že

dokazovaná rovnost (3.4) určuje takový bod V , který skutečně lež́ı na př́ımkách všech tř́ı výšek.
Jestliže je tedy jistý bod V zadán rovnost́ı

−→
OV = ~a+~b+ ~c ,

pak
−→
OV − ~c = ~a+~b neboli

−→
CV =

−−→
OC ′. Protože

−−→
OC ′ ⊥

−→
AB, je také

−→
CV ⊥

−→
AB, to znamená, že

bod V lež́ı na kolmici vedené bodem C na stranu AB, tedy na stejné př́ımce jako výška z bodu C.
Při cyklické záměně bod̊u A, B, C má bod V stále stejné vyjádřeńı, a proto je společným bodem
př́ımek všech tř́ı výšek.

Z dokázané rovnosti
−→
CV =

−−→
OC ′ plyne vektorová rovnost

−→
CV = ~a+~b =

−→
OA+

−→
OB. Ze symetrie

plynou i zbylé z rovnost́ı (3.5).

Poznámka:
Význam vzorce (3.4) výrazně doceńıme v druhé části Kapitoly 3, kde ho uplatńıme v řešeńı
samostatné početné skupiny úloh. Již nyńı však porovnejme vzorec (3.4) pro polohový vektor

−→
OV

ortocentra V se vzorcem pro polohový vektor
−→
OT těžǐstě T trojúhelńıku ABC, který jsme

odvodili v Př́ıkladu 2.1.2. Z rovnost́ı
−→
OV =

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC a

−→
OT =

1
3

(−→
OA+

−→
OB +

−→
OC
)

okamžitě plyne vztah −→
OV = 3

−→
OT , (3.6)

který znamená, že bud’ plat́ı O = T = V (trojúhelńık ABC je pak rovnostranný), nebo O, T , V
jsou tři r̊uzné body, které lež́ı v uvedeném pořad́ı na jedné př́ımce, a to tak, že |OT | : |TV | = 1 : 2.
Ř́ıká se j́ı Eulerova př́ımka daného trojúhelńıku ABC (libovolného trojúhelńıku, který neńı
rovnostranný).

Daľśı poznatky spojené s Eulerovou př́ımkou uvedeme v Př́ıkladu 3.1.19.
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Př́ıklad 3.1.17: Po př́ıkladech 3.1.15 a 3.1.16 podejte třet́ı d̊ukaz existence ortocentra V obecného
trojúhelńıku ABC, tentokrát společně s poznatkem, že bod V je jediný bod roviny trojúhelńı-
ku ABC, který splňuje soustavu rovnic 18

〈−→
AV ,

−→
BV

〉
=
〈−→
AV ,
−→
CV

〉
=
〈−→
BV ,

−→
CV

〉
. (3.7)

Řešeńı:
Označme (pro zat́ım libovolný bod V ) vektory ~a =

−→
V A, ~b =

−→
V B, ~c =

−→
V C. Je-li V pr̊useč́ık

kolmice z vrcholu A k př́ımce BC a kolmice z vrcholu B k př́ımce CA, pro odpov́ıdaj́ıćı skalárńı
součiny směrových vektor̊u plat́ı〈

~a,
−→
BC

〉
= 0 a

〈
~b,
−→
CA
〉

= 0 ,

což s ohledem na rovnosti
−→
BC = ~c−~b a

−→
CA = ~a− ~c po řadě znamená, že

〈~a,~b 〉 = 〈~a,~c 〉 a 〈~b,~a〉 = 〈~b,~c 〉 .

Odtud již plyne, že také plat́ı

〈~a,~c 〉 = 〈~b,~c 〉 , neboli
〈
~c,
−→
AB
〉

= 0 ,

takže bod V lež́ı i na kolmici z bodu C k př́ımce AB. T́ım je existence pr̊useč́ıku tř́ı př́ımek,
na nichž lež́ı výšky trojúhelńıku, dokázána. Jako vedleǰśı produkt našeho postupu jsme dostali,
že ortocentrum V splňuje soustavu rovnost́ı 〈~a,~b 〉 = 〈~a,~c 〉 = 〈~b,~c 〉, neboli (3.7).

Zbývá dokázat, že pokud naopak nějaký bod V roviny trojúhelńıku ABC splňuje sou-
stavu (3.7), pak lež́ı na všech třech př́ımkách jeho výšek (je tedy ortocentrem). Předpokládejme
proto, že plat́ı (3.7), pak pro dř́ıve zavedené vektory ~a, ~b, ~c z prvńı rovnosti 〈~a,~b 〉 = 〈~a,~c 〉 plyne

0 = 〈~a,~b 〉 − 〈~a,~c 〉 = 〈~a,~b− ~c 〉 =
〈
~a,
−→
CB

〉
,

což znamená, že bod V lež́ı na kolmici z bodu A k př́ımce BC. Podobně bychom ukázali, že
bod V lež́ı také na kolmici z bodu B na př́ımku AC a na kolmici z bodu C k př́ımce AB. Bod V
splňuj́ıćı (3.7) je tedy skutečně ortocentrem trojúhelńıku ABC.

18Původńı formulace inspirovaná učebnicovým d̊ukazem z [koč–09], str. 45.
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Př́ıklad 3.1.18: Dokažte, že pro vzdálenost ortocentra V od středu O kružnice opsané trojúhel-
ńıku ABC plat́ı vzorec

|OV | =
√

9r2 − a2 − b2 − c2 ,
kde a, b, c jsou délky jeho stran a r je poloměr zmı́něné kružnice.19

Řešeńı:
Pro délku c strany AB plat́ı

c2 = |
−→
AB|2 = |

−→
OB −

−→
OA|2 = 〈

−→
OB −

−→
OA,
−→
OB −

−→
OA〉 = 2r2 − 2〈

−→
OA,
−→
OB〉 .

Z této a analogických rovnost́ı pro a2, b2 obdrž́ıme pro skalárńı součiny vektor̊u
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC

vyjádřeńı

〈
−→
OA,
−→
OB〉 = r2 − 1

2
c2 , 〈

−→
OA,
−→
OC〉 = r2 − 1

2
b2 , 〈

−→
OB,

−→
OC〉 = r2 − 1

2
a2 .

Pro vzdálenost středu O kružnice opsané od ortocentra V pak podle vzorce (3.4) plat́ı

|
−→
OV |2 = |

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC|2 = r2 + r2 + r2 + 2〈

−→
OA,
−→
OB〉+ 2〈

−→
OA,
−→
OC〉+ 2〈

−→
OB,

−→
OC〉 =

= 3r2 + 2(3r2 − 1
2
a2 − 1

2
b2 − 1

2
c2) = 9r2 − a2 − b2 − c2

a vzorec ze zadáńı př́ıkladu je tak dokázán. Dodejme, že jeho d̊usledkem je nerovnost

a2 + b2 + c2 ≤ 9r2 ,

v ńıž nastane rovnost jedině v př́ıpadě V = O, kdy je daný trojúhelńık rovnostranný.

Př́ıklad 3.1.19: Necht’ k = (O, r) je kružnice opsaná trojúhelńıku ABC a V jeho ortocentrum.
Středy stran, paty výšek a středy úseček AV , BV , CV lež́ı vždy na jediné (tzv. Feuerbachově)
kružnici k1 = (F, r2), přičemž střed F lež́ı na Eulerově př́ımce (př́ımce OV ) a p̊uĺı úsečku OV .
Dokažte.20

19Na námět školitele, který p̊uvod výsledku nezná.
20[bud–71], str. 89–91, věta 3.8; [gar–05], str. 219, úloha 1. Feuerbachově kružnici se také běžně ř́ıká kružnice

dev́ıti bod̊u (bod̊u, o kterých je řeč právě v zadáńı př́ıkladu).
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Řešeńı:
Zaved’me nejprve polohové vektory vrchol̊u ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC. Pro polohový vektor

~v =
−→
OV ortocentra V využijeme vyjádřeńı ~v = ~a+~b+ ~c odvozené jako významný vzorec (3.4)

v Úloze 3.1.16. Definujeme nyńı bod F jako střed úsečky OV . Pak pro jeho polohový vektor
~f =
−→
OF plat́ı

~f =
1
2
~v =

1
2
~a+

1
2
~b+

1
2
~c .

Střed strany AB označ́ıme C1 :

C1 =
1
2

(A+B) ,

patu výšky z vrcholu C označ́ıme C2 a střed úsečky CV označ́ıme C3 :

C3 =
1
2

(C + V ) =
1
2

(C +O + ~a+~b+ ~c ) .

Nyńı dokážeme, že |FC1| = |FC2| = |FC3| = r
2 . Z vyjádřeńı bod̊u F a C1 máme

−−→
FC1 = C1 − F =

1
2

(A+B)−O − 1
2
~a− 1

2
~b− 1

2
~c = −1

2
~c ,

a odtud |
−−→
C1F | = 1

2 |
−→
CO| = 1

2r. Podobně
−−→
FC3 = C3 − F =

1
2

(C +O + ~a+~b+ ~c )−O − 1
2
~a− 1

2
~b− 1

2
~c =

1
2
~c ,

a odtud |
−−→
C3F | = 1

2 |~c | =
1
2r. Body C1 a C3 na kružnici k1 = (F, r2) proto lež́ı. Nav́ıc z předchoźıch

rovnost́ı plyne
−−→
FC1 +

−−→
FC3 = ~o, takže úsečka C1C3 má střed v bodě F a je tud́ıž pr̊uměrem

uvažované kružnice k1. Z Thaletovy věty pro pravoúhlý trojúhelńık C1C2C3 plyne, že na téže
kružnici k1 také lež́ı bod C2. Cyklickou záměnou bod̊u A, B, C dostaneme stejné tvrzeńı pro
středy stran BC, AC, paty výšek vedených z vrchol̊u A, B a pro středy úseček AV , BV .

Př́ıklad 3.1.20: Na kružnici opsané libovolnému trojúhelńıku ABC lež́ı body souměrně sdružené
s jeho ortocentrem V

1. podle střed̊u stran AB, BC, AC,

2. podle os, kterými jsou př́ımky AB, BC, AC.

Dokažte.21

21[kin–04], str.1–2 a 4, př́ıklad 2.
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Řešeńı:

1. Zvolme střed O kružnice opsané za počátek a zaved’me polohové vektory

~a =
−→
OA , ~b =

−→
OB , ~c =

−→
OC .

Polohové vektory středu C1 strany AB a ortocentra V (podle (3.4)) jsou

−−→
OC1 =

1
2

(~a+~b ) ,
−→
OV = ~a+~b+ ~c .

Pro bod V ′c souměrně sdružený s ortocentrem V podle středu C1 plat́ı

1
2

(−−→
OV ′c +

−→
OV

)
=
−−→
OC1 ,

takže polohový vektor bodu V ′c má vyjádřeńı
−−→
OV ′c = 2

−−→
OC1 −

−→
OV = (~a+~b )− (~a+~b+ ~c ) = −~c .

Odtud plyne, že velikost vektoru
−−→
OV ′c je rovna poloměru kružnice opsané trojúhelńıkuABC,

bod V ′c tedy lež́ı na kružnici opsané, a to tak, že úsečka CV ′c je jej́ım pr̊uměrem. Podobně
bychom ukázali, že rovněž body V ′a, V ′b , souměrně sdružené s ortocentrem V po řadě podle
střed̊u stran BC, AC, lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABC. T́ım je d̊ukaz části 1
hotov.

2. Označme ještě k kružnici opsanou trojúhelńıku ABC. Uvažujme osovou souměrnost podle
př́ımkyAB. Tvrzeńı, že obraz ortocentra V v osové souměrnosti s osouAB lež́ı na kružnici k,
je ekvivalentńı s tvrzeńım, že bod V lež́ı na kružnici k′, která je obrazem kružnice k
v uvažované osové souměrnosti podle př́ımky AB. Toto tvrzeńı nyńı dokážeme. Protože
|
−→
OA| = |

−→
OB|, střed O′c kružnice k′ je určen rovnost́ı:

−−→
OO′c =

−→
OA+

−→
OB = ~a+~b ,

odtud plyne −−→
O′cV =

−→
OV −

−−→
OO′c = (~a+~b+ ~c )− (~a+~b ) = ~c .

Bod V má tedy od středu O′c vzdálenost |~c | rovnou poloměru obou shodných kružnic k a k′,
takže skutečně plat́ı V ∈ k′ a d̊ukaz druhé části je hotov.

Poznámka 1:
Výsledek druhé části předchoźı úlohy lze, jak jsme viděli v pr̊uběhu řešeńı, vyjádřit takto: Tři
kružnice, které jsou souměrně sdružené s kružnićı opsanou danému trojúhelńıku podle př́ımek
jeho stran, procházej́ı jedńım bodem, totǐz jeho ortocentrem. Pro každý trojúhelńık ABC, který
neńı pravoúhlý, a jeho ortocentrum V to znamená, že kružnice opsané trojúhelńık̊um ABC,
ABV , ACV , BCV jsou shodné, tzn. maj́ı stejný poloměr. Body A, B, C, V maj́ı v takové
situaci rovnocenné role: Každý z nich je ortocentrem trojúhelńıku, jehož vrcholy jsou zbylé tři
body.22

22Taková čtveřice komplanárńıch bod̊u se někdy nazývá ortocentrická.
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Poznámka 2:
Dokázali jsme, že na kružnici opsané trojúhelńıku ABC, jej́ıž střed budeme značit O, lež́ı (kromě
vrchol̊u A, B, C) ještě šest daľśıch, obecně vzato r̊uzných, významných bod̊u, totiž obrazy or-
tocentra V v šesti souměrnostech podle střed̊u stran AB, BC, AC a podle př́ımek, na kterých
lež́ı strany trojúhelńıku. Zobraźıme-li opsanou kružnici ve stejnolehlosti se středem V a koefici-
entem 1

2 , dostaneme kružnici polovičńıho poloměru, jej́ıž střed F je středem úsečky OV a která
procháźı těmito dev́ıti body: středy úseček AV , BV , CV , středy stran trojúhelńıku ABC a
patami výšek. Dokázali jsme tak podruhé tvrzeńı z Př́ıkladu 3.1.19 o Feuerbachově kružnici.
Zopakujme, že jej́ı střed F je určen polohovým vektorem

−→
OF =

1
2
−→
OV =

1
2

(
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC) . (3.8)

Př́ıklad 3.1.21:
1. Dokažte rovnost SBXC ·

−→
XA + SAXC ·

−−→
XB + SAXB ·

−−→
XC = ~o, kde X je libovolný vnitřńı

bod trojúhelńıku ABC a kde SKLM znač́ı obsah trojúhelńıku KLM .

2. Dokažte rovnost a
−→
IA + b

−→
IB + c

−→
IC = ~o, kde I znač́ı střed kružnice vepsané trojúhelńıku

ABC o stranách délek a = |BC|, b = |AC|, c = |AB|.

3. Dokažte rovnost da ·
−→
XA+db ·

−−→
XB+dc ·

−−→
XC = ~o, kde da, db, dc znač́ı vzdálenosti libovolného

bodu X rovnostranného trojúhelńıku ABC od př́ımek jeho stran v pořad́ı BC, AC, AB.23

23[pra–86], str. 101, úloha 5.9.
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Řešeńı:

1.

Nejprve označ́ıme vektory ~a =
−→
XA, ~b =

−−→
XB, ~c =

−−→
XC a velikosti úhl̊u α = |^BXC|,

β = |^CXA| a γ = |^AXB|. Dále označ́ıme

~x = SBXC ·
−→
XA+ SAXC ·

−−→
XB + SAXB ·

−−→
XC

a dokážeme, že ~x = ~o.

Pro obsahy trojúhelńık̊u plat́ı

SBXC =
1
2
bc sinα SAXC =

1
2
ac sinβ SAXB =

1
2
ab sin γ .

Odtud pro vektor ~x dostáváme

~x =
1
2
bc sinα · ~a+

1
2
ac sinβ ·~b+

1
2
ab sin γ · ~c .

Nyńı vypoč́ıtáme skalárńı součiny 〈~x,~a〉, 〈~x,~b 〉 a 〈~x,~c 〉. Pro prvńı z nich máme

〈~x,~a〉 =
1
2
bc sinα〈~a,~a〉+

1
2
ac sinβ〈~b,~a〉+

1
2
ab sin γ〈~c,~a〉 =

1
2
bc sinα · a2+

+
1
2
ac sinβ · ba cos γ +

1
2
ab sin γ · ca cosβ =

1
2
a2bc(sinα+ sinβ cos γ + sin γ cosβ) =

=
1
2
a2bc (sinα+ sin(β + γ)) .

Protože α+ β + γ = 2π, je β + γ = 2π − α. Dosazeńım dostáváme

〈~x,~a〉 =
1
2
a2bc (sinα+ sin(2π − α)) = 0 .

Analogicky

〈~x,~b 〉 =
1
2
ab2c(sinα cos γ + sinβ + sin γ cosα) =

1
2
ab2c (sinβ + sin(α+ γ)) = 0

〈~x,~c 〉 =
1
2
abc2(sinα cosβ + sinβ cosα+ sin γ) =

1
2
abc2 (sin γ + sin(α+ β)) = 0 .

Z rovnost́ı 〈~x,~a〉 = 〈~x,~b 〉 = 〈~x,~c 〉 = 0 již plyne ~x = ~o.
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2.

Označ́ıme vektory ~a0 =
−→
IA, ~b0 =

−→
IB, ~c0 =

−→
IC a velikosti úhl̊u γ = |^AIB|, α = |^BIC|,

β = |^AIC|. Dále označ́ıme
~x = a~a0 + b~b0 + c~c0 .

Pro obsah trojúhelńıku AIB plat́ı

S4AIB =
1
2
rc =

1
2
a0b0 sin γ, odtud c =

1
r
a0b0 sin γ

a analogicky

a =
1
r
b0c0 sinα, b =

1
r
a0c0 sinβ .

Podobně jako v části 1 lze dokázat, že 〈~x,~a0〉 = 〈~x,~b0〉 = 〈~x,~c0〉 = 0 (výpočty zde nebu-
deme opakovat), a tedy ~x = ~o.

3.

Nejprve označ́ıme vektory ~a =
−→
XA, ~b =

−−→
XB, ~c =

−−→
XC, u velikost strany rovnostranného

trojúhelńıku ABC a zavedeme úhly α = |^BXC|, β = |^CXA| a γ = |^AXB|. Naš́ım
ćılem je dokázat, že vektor

~x = da~a+ db~b+ dc~c

(kde da, db, dc jsou vzdálenosti zavedené v zadáńı úlohy) je nulový. Pro obsah trojúhelńıku
AXB plat́ı

S4AXB =
1
2
dcu =

1
2
ab sin γ , odtud dc =

1
u
ab sin γ ,

a podobně

db =
1
u
ac sinβ, da =

1
u
bc sinα .

Podobně jako v částech 1 a 2 lze dokázat, že 〈~x,~a〉 = 〈~x,~b 〉 = 〈~x,~c 〉 = 0, a tedy ~x = ~o.
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Základńı vlastnosti čtyřstěnu

Př́ıklad 3.1.22: Jestlǐze v daném čtyřstěnu jsou dvě dvojice protilehlých hran navzájem kolmé,
pak je i třet́ı dvojice protilehlých hran navzájem kolmá. Dokažte.24

Řešeńı:
Označme daný čtyřstěn ABCD tak, aby podle zadáńı platilo

−→
AB ⊥

−→
CD a

−→
AC ⊥

−→
BD. Př́ıslušné

skalárńı součiny jsou tedy nulové:

〈−→
AB,

−→
CD

〉
= 0 ,

〈−→
AC,
−→
BD

〉
= 0 .

Ukážeme, že rovněž skalárńı součin vektor̊u
−→
BC a

−→
AD zbývaj́ıćıch dvou protilehlých hran je

roven nule (sč́ıtáńı a odeč́ıtáńı vektor̊u lze sledovat podle šipek na obrázku):

〈−→
BC,

−→
AD

〉
=
〈
−
−→
AB +

−→
AC,
−→
AD

〉
=
〈−→
AC,
−→
AD

〉
−
〈−→
AB,

−→
AD

〉
=

=
〈−→
AC,
−→
AB +

−→
BD

〉
−
〈−→
AB,

−→
AC +

−→
CD

〉
=
〈−→
AC,
−→
AB
〉

+
〈−→
AC,
−→
BD

〉
−

−
〈−→
AB,

−→
AC
〉
−
〈−→
AB,

−→
CD

〉
=
〈−→
AC,
−→
BD

〉
−
〈−→
AB,

−→
CD

〉
= 0− 0 = 0 .

T́ım je d̊ukaz vztahu BC ⊥ AD hotov.

Př́ıklad 3.1.23: V rovnostranném trojúhelńıku střed O kružnice opsané, střed I kružnice ve-
psané a těžǐstě T zřejmě splývaj́ı. Pokud naopak nějaké dva z bod̊u O, I, T splývaj́ı, je př́ıslušný
trojúhelńık rovnostranný. Podobně v pravidelném čtyřstěnu body O, I, T s analogickým významem
zřejmě splývaj́ı, plat́ı i v této situaci obrácené tvrzeńı? 25

24[lar–90], str. 392, úloha 8.3.18. O čtyřstěnech maj́ıćıch každé dvě protilehlé hrany navzájem kolmé pojednáme
v Př́ıkladu 3.1.27.

25[bar–95], str. 45, úloha 479.
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Řešeńı:
Obrácené tvrzeńı neplat́ı. Ukážeme totiž, že v nepravidelném čtyřstěnu, ve kterém každé dvě
protilehlé hrany jsou stejně dlouhé, body T , O a I také splývaj́ı. Takový nepravidelný čtyřstěn
ABCD zřejmě existuje a podle jeho těžǐstě T zavedeme vektory

~a =
−→
TA , ~b =

−→
TB , ~c =

−→
TC , ~d =

−→
TD .

Protože protilehlé hrany čtyřstěnu jsou stejně dlouhé, dostáváme podmı́nky

|~a−~b|2 = |~c− ~d |2 , |~a− ~c |2 = |~b− ~d |2 , |~a− ~d |2 = |~b− ~c |2 . (3.9)

Z rovnosti T = 1
4(A+B + C +D) plyne ~a+~b+ ~c+ ~d = ~o, odkud

|~a+~b|2 = |~c+ ~d |2 , |~a+ ~c |2 = |~b+ ~d |2 , |~a+ ~d |2 = |~b+ ~c |2 . (3.10)

Užit́ım rovnosti |~x±~y|2 = |~x|2 + |~y|2± 2〈~x, ~y〉 po sečteńı odpov́ıdaj́ıćıch si rovnic z (3.9) a (3.10)
dostaneme

|~a|2 + |~b|2 = |~c |2 + |~d |2 , |~a|2 + |~c |2 = |~b|2 + |~d |2 , |~a|2 + |~d |2 = |~b|2 + |~c |2 .

Odtud zřejmě plyne, že |~a|2 = |~b|2 = |~c |2 = |~d |2, neboli |TA| = |TB| = |TC| = |TD|, což
znamená, že T je střed opsané kulové plochy čtyřstěnu ABCD, tj. body T a O splývaj́ı.

Úvahu o středu I vepsané kulové plochy začneme následovně. V uvažovaném čtyřstěnu,
ve kterém jsou protilehlé hrany stejně dlouhé, jsou zřejmě všechny čtyři stěny čtyřstěnu shodné
trojúhelńıky. S ohledem na objem čtyřstěnu muśı být tedy stejně dlouhé všechny čtyři jeho
tělesové výšky. Protože těžǐstě T rozděluje každou těžnici čtyřstěnu (spojnici vrcholu s těžǐstěm
protilehlé stěny) v poměru 3 : 1, vzdálenost těžǐstě T od každé stěny je 1

4 odpov́ıdaj́ıćı výšky.
Bod T je tud́ıž stejně vzdálený od všech stěn čtyřstěnu, a tedy splývá nejen se středem O opsané
kulové plochy (viz výše), ale rovněž se středem I vepsané kulové plochy.
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Př́ıklad 3.1.24: Středem každé hrany libovolného čtyřstěnu ved’me rovinu kolmou k protěǰśı
(mimoběžné) hraně. Dostaneme tak šest navzájem r̊uznoběžných rovin procházej́ıćıch jedńım
bodem, dokažte. (Zmı́něný bod se nazývá Monge̊uv bod daného čtyřstěnu.) 26

Řešeńı:
Pro daný čtyřstěn ABCD zavedeme polohové vektory

~a =
−→
OA , ~b =

−→
OB , ~c =

−→
OC , ~d =

−→
OD ,

kde O je střed opsané kulové plochy. Protože |~a| = |~b| = |~c | = |~d |, pro každé dva r̊uzné vektory
~x, ~y z množiny {~a ,~b ,~c , ~d} plat́ı podle (3.1), že ~x+ ~y ⊥ ~x− ~y, neboli 〈~x+ ~y, ~x− ~y〉 = 0.

Ukážeme, že bod M určený polohovým vektorem

−−→
OM =

1
2

(~a+~b+ ~c+ ~d ) (3.11)

je pr̊useč́ıkem všech šesti rovin ze zadáńı úlohy, které jsou zřejmě navzájem r̊uznoběžné, nebot’
žádné dvě z hran čtyřstěnu nejsou rovnoběžné.

Označme S střed strany AB určený polohovým vektorem
−→
OS = 1

2(~a+~b ) a ověřme, že bod M
lež́ı v rovině procházej́ıćı bodem S kolmo na hranu CD. K tomu stač́ı ukázat, že př́ımka SM je
kolmá na hranu CD, neboli že 〈

−−→
SM,

−→
CD〉 = 0. Vyjádřeme potřebné vektory

−→
CD = ~d− ~c ,

−−→
SM =

−−→
OM −

−→
OS =

1
2

(~a+~b+ ~c+ ~d )− 1
2

(~a+~b ) =
1
2

(~c+ ~d ) .

Odtud již pro uvedený skalárńı součin dostáváme, co jsme chtěli ukázat:

〈
−−→
SM,

−→
CD〉 = −1

2
〈~c+ ~d,~c− ~d 〉 = 0 .

S ohledem na symetrii bod M lež́ı i ve zbylých pěti uvažovaných rovinách, je tedy společným
bodem všech šesti rovin a d̊ukaz je hotov.

Př́ıklad 3.1.25: Dokažte, že pro libovolný čtyřstěn ABCD jsou následuj́ıćı podmı́nky ekviva-
lentńı: 27

(i) Tělesové výšky čtyřstěnu ABCD lež́ı na čtyřech př́ımkách, které procházej́ı jedńım bodem.28

(ii) Plat́ı současně AB ⊥ CD, AC ⊥ BD a AD ⊥ BC.

(iii) Plat́ı |AB|2 + |CD|2 = |AC|2 + |BD|2 = |AD|2 + |BC|2 .

(iv) Spojnice střed̊u protilehlých hran čtyřstěnu ABCD jsou tři úsečky téže délky.

26Vlastńı aplikace sestavená na námět klasického výsledku.
27Vlastńı aplikace sestavená na námět klasického výsledku.
28Takový čtyřstěn se nazývá ortocentrický a zmı́něnému společnému bodu všech čtyř př́ımek tělesových výšek

(který některé čtyřstěny nemaj́ı) se ř́ıká ortocentrum př́ıslušného čtyřstěnu.
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Řešeńı:
Pro daný čtyřstěn ABCD zavedeme polohové vektory

~a =
−→
OA , ~b =

−→
OB , ~c =

−→
OC , ~d =

−→
OD ,

kde O je střed kulové plochy opsané tomuto čtyřstěnu. Protože |~a| = |~b| = |~c | = |~d | = r,
pro každé dva r̊uzné vektory ~x, ~y z množiny {~a ,~b ,~c , ~d} podle (3.1) plat́ı

~x+ ~y ⊥ ~x− ~y , neboli 〈~x+ ~y, ~x− ~y〉 = 0 . (3.12)

• Nejprve ukážeme, že jsou ekvivalentńı podmı́nky (i) a (ii) pomoćı dvou implikaćı.
(i) ⇒ (ii):
Předpokládejme, že plat́ı (i), že tedy existuje bod V splňuj́ıćı zároveň čtyři podmı́nky
AV ⊥ (BCD), BV ⊥ (ACD), CV ⊥ (ABD), DV ⊥ (ABC). Odtud pro skalárńı součin
vektor̊u

−→
AB a

−→
CD plyne〈−→

AB,
−→
CD

〉
=
〈−→
AV ,
−→
CD

〉
−
〈−→
BV ,

−→
CD

〉
= 0 ,

přitom prvńı skalárńı součin v posledńı rovnosti je nulový, protože vektor
−→
AV je kolmý

na rovinu BCD, tedy i na vektor
−→
CD; druhý skalárńı součin je nulový, protože vektor−→

BV je kolmý na rovinu ACD, tedy i na vektor
−→
CD. To znamená, že

−→
AB ⊥

−→
CD. Podobně

bychom ukázali, že
−→
AC ⊥

−→
BD a

−→
AD ⊥

−→
BC.

(ii) ⇒ (i):
Předpokládejme, že plat́ı (ii) neboli – vyjádřeno pomoćı skalárńıch součin̊u a zavedených
polohových vektor̊u –〈

~b− ~a, ~d− ~c
〉

= 0 ,
〈
~c− ~a, ~d−~b

〉
= 0 ,

〈
~d− ~a,~c−~b

〉
= 0 . (3.13)

Ukážeme, že pak Monge̊uv bod M čtyřstěnu ABCD, určený podle Př́ıkladu 3.1.24 rov-
nost́ı (3.11)

−−→
OM =

1
2

(~a+~b+ ~c+ ~d ) ,

lež́ı na každé z př́ımek jeho tělesových výšek. K d̊ukazu AM ⊥ (BCD) urč́ıme skalárńı
součiny (s využit́ım (3.12) a (3.13)):〈−−→

AM,
−→
BC

〉
=
〈−−→
OM −

−→
OA,
−→
OC −

−→
OB

〉
=
〈1

2
(~a+~b+ ~c+ ~d )− ~a,~c−~b

〉
=

=
1
2
〈~b+ ~c,~c−~b 〉+

1
2
〈~d− ~a,~c−~b 〉 = 0 ,〈−−→

AM,
−→
BD

〉
=
〈−−→
OM −

−→
OA,
−→
OD −

−→
OB

〉
=
〈1

2
(~a+~b+ ~c+ ~d )− ~a, ~d−~b

〉
=

=
1
2
〈~b+ ~d, ~d−~b 〉+

1
2
〈~c− ~a, ~d−~b 〉 = 0 .

Odtud již plyne, že vektor
−−→
AM je kolmý na rovinu (BCD), nebot’ jej́ı vektory

−→
BC a

−→
BD jsou lineárně nezávislé. S ohledem na symetrii bychom stejně ukázali, že plat́ı také
BM ⊥ (ACD), CM ⊥ (ABD), DM ⊥ (ABC).
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• Nyńı ukážeme, že jsou ekvivalentńı podmı́nky (ii) a (iii). Prvńı z nich je vyjádřena sou-
stavou rovnost́ı (3.13), které můžeme ještě přepsat do tvaru

〈~a, ~d 〉+ 〈~b,~c 〉 = 〈~a,~c 〉+ 〈~b, ~d 〉 , 〈~a, ~d 〉+ 〈~b,~c 〉 = 〈~a,~b 〉+ 〈~c, ~d 〉 ,

〈~a,~c 〉+ 〈~b, ~d 〉 = 〈~a,~b 〉+ 〈~c, ~d 〉 .

Při označeńı

s1 = 〈~a,~b 〉+ 〈~c, ~d 〉 , s2 = 〈~a,~c 〉+ 〈~b, ~d 〉 , s3 = 〈~a, ~d 〉+ 〈~b,~c 〉

je tak podmı́nka (ii) ze zadáńı úlohy ekvivalentńı podmı́nce s1 = s2 = s3. Vyjádřeme nyńı
pomoćı skalárńıch součin̊u součty z podmı́nky (iii):

|AB|2 + |CD|2 = |~b−~a|2 + |~d−~c |2 = |~a|2 + |~b|2 + |~c |2 + |~d |2−2〈~a,~b 〉−2〈~c, ~d 〉 = 4r2−2s1 ,

|AC|2 + |BD|2 = |~c−~a|2 + |~d−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 + |~c |2 + |~d |2− 2〈~a,~c 〉− 2〈~b, ~d 〉 = 4r2− 2s2 ,

|AD|2 + |BC|2 = |~d−~a|2 + |~c−~b|2 = |~a|2 + |~b|2 + |~c |2 + |~d |2− 2〈~a, ~d 〉− 2〈~b,~c 〉 = 4r2− 2s3 .

Vid́ıme, že (iii) plat́ı právě tehdy, když s1 = s2 = s3, což je právě tehdy, když plat́ı (ii).

• Nakonec ukážeme, že jsou ekvivalentńı podmı́nky (ii) a (iv). Vyjádřeme druhé mocniny
vzdálenost́ı d1, d2, d3 po řadě střed̊u hran AB a CD, AC a BD, AD a BC :

d2
1 =

∣∣∣1
2

(~a+~b )− 1
2

(~c+ ~d )
∣∣∣2 =

1
4
|~a+~b− ~c− ~d |2 =

=
1
4

(
4r2 + 2〈~a,~b 〉 − 2〈~a,~c 〉 − 2〈~a, ~d 〉 − 2〈~b,~c 〉 − 2〈~b, ~d 〉+ 2〈~c, ~d 〉

)
= r2 +

1
2

(s1− s2− s3) ,

d2
2 =

∣∣∣1
2

(~a+ ~c )− 1
2

(~b+ ~d )
∣∣∣2 =

1
4
|~a−~b+ ~c− ~d |2 =

=
1
4

(
4r2 − 2〈~a,~b 〉+ 2〈~a,~c 〉 − 2〈~a, ~d 〉 − 2〈~b,~c 〉+ 2〈~b, ~d 〉 − 2〈~c, ~d 〉

)
= r2+

1
2

(−s1+s2−s3) ,

d2
3 =

∣∣∣1
2

(~a+ ~d )− 1
2

(~b+ ~c )
∣∣∣2 =

1
4
|~a−~b− ~c+ ~d |2 =

=
1
4

(
4r2 − 2〈~a,~b 〉 − 2〈~a,~c 〉+ 2〈~a, ~d 〉+ 2〈~b,~c 〉 − 2〈~b, ~d 〉 − 2〈~c, ~d 〉

)
= r2+

1
2

(−s1−s2+s3) .

Rovnosti d1 = d2 = d3 vyjadřuj́ıćı podmı́nku (iv) tedy nastanou právě tehdy, když budou
splněny rovnosti

s1 − s2 − s3 = −s1 + s2 − s3 = −s1 − s2 + s3 ,

což je zřejmě ekvivalentńı s rovnostmi s1 = s2 = s3, neboli podmı́nkou (ii).
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Př́ıklad 3.1.26: Dokažte, že čtyři př́ımky, které procházej́ı těžǐsti stěn čtyřstěnu a jsou na př́ı-
slušnou stěnu kolmé, procházej́ı jedńım bodem právě tehdy, když procházej́ı jedńım bodem čtyři
př́ımky, na kterých lež́ı tělesové výšky čtyřstěnu.29

Řešeńı:
V libovolném čtyřstěnu ABCD označme

TA =
1
3

(B + C +D) , TB =
1
3

(A+ C +D) , TC =
1
3

(A+B +D) , TD =
1
3

(A+B + C)

postupně těžǐstě stěn BCD, ACD, ABD, ABC.

• Předpokládejme, že existuje pr̊useč́ık čtyř kolmic na stěny čtyřstěnu vedených jejich těžǐsti,
označme ho P . Pak vektor

−−→
PTA je kolmý na stěnu BCD,

−−→
PTB je kolmý na ACD,

−−→
PTC je

kolmý na ABD a
−−→
PTD je kolmý na ABC. Pro libovolný bod př́ımky vA vedené z vrcholu A

a kolmo ke stěně BCD pak plat́ı

vA : X = A+ k(TA − P ) =
1
3

(3A+ kB + kC + kD − 3kP ) , k ∈ R ,

analogicky pak pro body na př́ımkách výšek vB, vC , vD plat́ı

vB : X = B + l(TB − P ) =
1
3

(lA+ 3B + lC + lD − 3lP ) , l ∈ R ,

vC : X = C +m(TC − P ) =
1
3

(mA+mB + 3C +mD − 3mP ) , m ∈ R ,

vD : X = D + n(TD − P ) =
1
3

(nA+ nB + nC + 3D − 3nP ) , n ∈ R .

Vid́ıme, že pro k = l = m = n = 3 má bod X všech čtyř výšek stejné vyjádřeńı, tento bod
je tedy společným bodem všech čtyř př́ımek vA, vB, vC , vD.

• Předpokládejme naopak, že př́ımky všech čtyř výšek maj́ı společný bod, a označme jej V .
Pak vektor

−→
AV je kolmý na stěnu BCD,

−→
BV je kolmý na ACD,

−→
CV je kolmý na ABD,−→

DV je kolmý na ABC. Pro libovolné body Y kolmic pA, pB, pC , pD ke stěnám BCD,
ACD, ABD, ABC procházej́ıćıch jejich těžǐsti TA, TB, TC , TD plat́ı:

pA : Y = TA + α(A− V ) =
1
3

(3αA+B + C +D − 3αV ) , α ∈ R ,

pB : Y = TB + β(B − V ) =
1
3

(A+ 3βB + C +D − 3βV ) , β ∈ R ,

pC : Y = TC + γ(C − V ) =
1
3

(A+B + 3γC +D − 3γV ) , γ ∈ R ,

pD : Y = TD + δ(D − V ) =
1
3

(A+B + C + 3δD − 3δV ) , δ ∈ R .

Pro α = β = γ = δ = 1
3 dostáváme, že př́ıslušný bod Y je společným bodem těchto čtyř

kolmic.
29[gel–07], str. 206, úloha 586. O čtyřstěnech, jejichž tělesové výšky procházej́ı jedńım bodem, jsme pojednali

v Př́ıkladu 3.1.25.
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Poznámka:
Geometrický d̊ukaz uvedené ekvivalence lze podat úvahou o těžǐsti T daného čtyřstěnu ABCD,
který má podle Př́ıkladu 2.1.6 vyjádřeńı

T =
1
4

(A+B + C +D)

a splňuje vektorové rovnosti

−−→
TTA = −1

3
−→
TA ,

−−→
TTB = −1

3
−→
TB ,

−−→
TTC = −1

3
−→
TC ,

−−→
TTD = −1

3
−→
TD .

Z nich plyne, že obrazem uvažované čtveřice př́ımek vA, vB, vC , vD ve stejnolehlosti se středem T
a koeficientem −1

3 je právě čtveřice př́ımek pA, pB, pC , pD. Proto př́ımky jedné čtveřice maj́ı
společný bod, právě když ho maj́ı př́ımky druhé čtveřice.

Př́ıklad 3.1.27: Dokažte, že v každém čtyřstěnu, ve kterém protilehlé hrany sv́ıraj́ı tři úhly téže
velikosti, jsou tyto úhly pravé. Jsou-li nav́ıc každé dvě jeho protilehlé hrany stejně dlouhé, je
takový čtyřstěn pravidelný, zd̊uvodněte.30

Řešeńı:
Postup založ́ıme na tvrzeńı, které nejprve samostatně zformulujeme a dokážeme.

Lemma: Pro libovolné body K, L, M , N v prostoru, které nelež́ı v jedné rovině, plat́ı nerovnost

|KM | · |LN | < |KL| · |MN |+ |LM | · |KN | .

Důkaz:
Označme K1, L1, M1, N1 kolmé pr̊uměty bod̊u K, L, M , N do roviny % zvolené tak, aby byla
rovnoběžná s (dle předpokladu mimoběžnými) př́ımkami KM a LN . Potom plat́ı

|KM | = |K1M1| , |LN | = |L1N1| , |KL| > |K1L1| ,

|KN | > |K1N1| , |LM | > |L1M1| , |MN | > |M1N1| ,

nebot’ ze zadáńı plyne, že př́ımky KL, KN , LM a MN jsou s rovinou % r̊uznoběžné. Dokazovaná
nerovnost tak plyne ze známé Ptolemaiovy nerovnosti (viz např. [lei–06]), podle ńıž pro libovolné
komplanárńı body K1, L1, M1, N1 plat́ı

|K1M1| · |L1N1| ≤ |K1L1| · |M1N1|+ |L1M1| · |K1N1| . �
30[neg–05], str. 14, úloha 31; [bech–04], str. 58, úloha 2.
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Nyńı se vrát́ıme k řešeńı p̊uvodńı úlohy. V uvažovaném čtyřstěnu ABCD označme α shodný
úhel mezi jeho protilehlými hranami. Podle tvrzeńı z Př́ıkladu 3.1.4 pro obecnou čtveřici bod̊u
A, B, C, D plat́ı 〈−→

AB,
−→
CD

〉
+
〈−→
AC,
−→
DB

〉
+
〈−→
AD,

−→
BC

〉
= 0 ,

odkud v našem př́ıpadě po dosazeńı za skalárńı součiny dostáváme

cosα (±|AB| · |CD| ± |AC| · |BD| ± |AD| · |BC|) = 0 .

Je-li cosα = 0, znamená to, že AB ⊥ CD, AC ⊥ BD, AD ⊥ BC, jak jsme měli dokázat.
Připust’me, že cosα 6= 0, pak

±|AB| · |CD| ± |AC| · |BD| ± |AD| · |BC| = 0 ,

tedy jeden z kladných součin̊u |AB| · |CD|, |AC| · |BD|, |AD| · |BC| je roven součtu daľśıch dvou.
Existuje proto pořad́ı K, L, M , N bod̊u A, B, C, D, při kterém plat́ı

|KL| · |MN | = |KM | · |LN |+ |KN | · |LM | ,

což je v rozporu s Lemmatem. Možnost cosα 6= 0 je tak vyloučena a prvńı tvrzeńı př́ıkladu je
t́ım dokázáno.

V druhé části řešeńı budeme předpokládat, že úsečky v každém z již dokázaných vztah̊u
AB ⊥ CD, AC ⊥ BD, AD ⊥ BC maj́ı stejné délky. Předně využijeme prvńıho d̊usledku z
Poznámky za řešeńım Př́ıkladu 3.1.3, podle kterého z AC ⊥ BD plyne

|AB|2 + |CD|2 = |BC|2 + |AD|2 ,

analogicky pak

|AC|2 + |BD|2 = |BC|2 + |AD|2 , |AB|2 + |CD|2 = |AC|2 + |BD|2 .

S využit́ım předpokládaných rovnost́ı |AD| = |BC|, |AB| = |CD| a |AC| = |BD| odtud
dostáváme |AB| = |AC| = |AD|, čili velikosti všech šesti hran se rovnaj́ı a ABCD je pravi-
delný čtyřstěn.

3.2 Daľśı řešené úlohy

Kolmost součtu a rozd́ılu dvou vektor̊u

V řešeńı úloh tohoto paragrafu budeme využ́ıvat ekvivalenci (3.1)

|~a| = |~b| ⇔ ~a+~b ⊥ ~a−~b

dokázanou v Př́ıkladu 3.1.2. Geometrický význam této ekvivalence je, že úhlopř́ıčky kosočtverce
jsou navzájem kolmé. Tato ekvivalence byla využita již v předchoźı části této kapitoly v př́ıkladech
3.1.12, 3.1.16, 3.1.24, 3.1.25. Dále bude využita v řešeńı náročněǰśıch úloh 3.2.28, 3.2.46, 3.2.70,
3.2.74, 3.2.75, zařazených do jiných paragraf̊u.
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Úloha 3.2.1: Na kružnici je dáno pět r̊uzných bod̊u. Každé tři z nich jsou vrcholy trojúhelńıku,
jehož těžǐstěm vedeme př́ımku kolmou na tětivu spojuj́ıćı zbylé dva dané body. Takto dostaneme
celkem 10 př́ımek; dokažte, že všechny procházej́ı jedńım bodem.31

Řešeńı:
Dané body na kružnici se středem O označme A, B, C, D, E a uvažme jednu z 10 popsaných
př́ımek, která procháźı těžǐstěm T trojúhelńıku ABC kolmo na př́ımku DE. Těžǐstě T je určeno
polohovým vektorem

−→
OT =

1
3

(−→
OA+

−→
OB +

−→
OC
)
,

z rovnosti |
−→
OD| = |

−→
OE| podle (3.1) plyne, že vektor

−→
OD+

−→
OE je kolmý na vektor

−→
DE, takže je

směrovým vektorem uvažované př́ımky. Ta je proto tvořena body X, pro které plat́ı

−−→
OX =

−→
OT +

−→
TX =

−→
OT + t

(−→
OD +

−→
OE

)
=

1
3

(−→
OA+

−→
OB +

−→
OC
)

+ t
(−→
OD +

−→
OE

)
, t ∈ R .

Zvoĺıme-li t = 1
3 , dostaneme bod X s polohovým vektorem

−−→
OX =

1
3

(−→
OA+

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD +

−→
OE

)
,

jehož vyjádřeńı nezálež́ı na pořad́ı bod̊u A, B, C, D, E. Takový bod X proto lež́ı na všech deseti
uvažovaných př́ımkách, nebot’ nezálež́ı na tom, který z deseti trojúhelńık̊u s vrcholy v množině
{A,B,C,D,E} vybereme.

Úloha 3.2.2: Necht’ O je střed jednotkové kružnice procházej́ıćı body A1, A2 a A3, dále necht’
P1 je střed druhé z obou jednotkových kružnic, které procházej́ı body A2, A3. Středy P2 a P3

jsou definovány podobně. Dokažte, že body P1, P2 a P3 lež́ı na jednotkové kružnici, jej́ı̌z střed
označ́ıme Q4. Nyńı přidejme čtvrtý bod A4 na p̊uvodńı kružnici a zopakujme celý výše uvedený
postup s každou skupinou tř́ı bod̊u z A1, A2, A3, A4. Tak dostaneme čtyři kružnice se středy Q1,
Q2, Q3, Q4. Dokažte, že body Q1, Q2, Q3, Q4 lež́ı na jednotkové kružnici a najděte jej́ı střed
v závislosti na bodech A1, A2, A3, A4.32

31Na námět školitele, který p̊uvod výsledku nezná.
32[gar–05], str. 220, úloha 5.
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Řešeńı:
Označme vektory ~a1 =

−−→
OA1, ~a2 =

−−→
OA2, ~a3 =

−−→
OA3. Druhá jednotková kružnice procházej́ıćı

body A2, A3 je kružnice, jej́ıž střed je souměrně sdružený se středem O p̊uvodńı kružnice podle
osy A2A3, a tedy pro vektor ~p1 =

−−→
OP1 z kosočtverce OA2P1A3 plyne podle pravidla (3.1)

~p1 = ~a2 + ~a3 ,

analogicky pro vektory ~p2 =
−−→
OP2 a ~p3 =

−−→
OP3 plat́ı

~p2 = ~a1 + ~a3 , ~p3 = ~a1 + ~a2 .

Ověřme, že střed Q4 jednotkové kružnice procházej́ıćı body P1, P2, P3 (jej́ıž existenci máme
dokázat) je určený vektorem

−−→
OQ4 = ~a1 + ~a2 + ~a3. Pro takový bod Q4 z předchoźıch rovnost́ı

plyne
−−−→
P1Q4 = ~a1,

−−−→
P2Q4 = ~a2,

−−−→
P3Q4 = ~a3, tud́ıž body P1, P2 a P3 skutečně lež́ı na kružnici

se středem Q4 o poloměru |~a1| = |~a2| = |~a3| = 1.

Analogicky najdeme středy Q1, Q2, Q3 určené rovnostmi:

−−→
OQ1 = ~a2 + ~a3 + ~a4 ,

−−→
OQ2 = ~a1 + ~a3 + ~a4 ,

−−→
OQ3 = ~a1 + ~a2 + ~a4 .

Definujeme-li nyńı bod X polohovým vektorem
−−→
OX = ~a1 + ~a2 + ~a3 + ~a4, pak

−−→
XQ1 = ~a1,−−→

XQ2 = ~a2,
−−→
XQ3 = ~a3,

−−→
XQ4 = ~a4. Body Q1, Q2, Q3, Q4 tedy lež́ı na kružnici se středem X a

poloměrem |~a1| = |~a2| = |~a3| = |~a4| = 1.

Úloha 3.2.3: Uvnitř stran BC, CA, AB libovolného trojúhelńıku ABC jsou zvoleny po řadě
body D, E, F . Dokažte, že kružnice opsané trojúhelńık̊um ABC a DEF jsou soustředné právě
tehdy, když plat́ı 33

|DB| · |DC| = |EC| · |EA| = |FA| · |FB| . (3.14)

33Vlastńı námět.
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Řešeńı:
Nejprve dokážeme pomocné tvrzeńı.

Lemma: Pro libovolný bod X př́ımky AB plat́ı〈−→
AX,

−−→
BX

〉
= |OX|2 − r2 , (3.15)

má-li daný bod O od obou r̊uzných bod̊u A, B stejnou vzdálenost r.

Důkaz:
Z rovnosti |

−→
OA| = |

−→
OB| = r podle (3.1) vyplývá

−→
OA−

−→
OB ⊥

−→
OA+

−→
OB, neboli

−→
AB ⊥

−→
OA+

−→
OB.

Pro skalárńı součin vektor̊u
−→
AX,

−−→
BX s libovolným koncovým bodem X úpravou dostáváme:〈−→

AX,
−−→
BX

〉
=
〈−−→
OX −

−→
OA,
−−→
OX −

−→
OB

〉
= |OX|2 −

〈−−→
OX,

−→
OA+

−→
OB

〉
+
〈−→
OA,
−→
OB

〉
=

= |OX|2 −
〈−−→
OX,

−→
OA+

−→
OB

〉
+
〈−→
OA,
−→
OA+

−→
OB

〉
−
〈−→
OA,
−→
OA
〉

=

= |OX|2 +
〈−→
OA−

−−→
OX,

−→
OA+

−→
OB

〉
− r2 = |OX|2 − r2 +

〈−→
XA,

−→
OA+

−→
OB

〉
.

Předpokládáme-li, že bod X lež́ı na př́ımce AB, je vektor
−→
XA rovnoběžný s vektorem

−→
BA, který

je kolmý na vektor
−→
OA+

−→
OB, odtud plyne, že taky

−→
XA ⊥

−→
OA+

−→
OB. Skalárńı součin v posledńı

rovnosti je tedy nulový a dostáváme tak dokazovanou rovnost (3.15). �

Nyńı se vrat’me k řešeńı úlohy. Označme O střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC a r jej́ı
poloměr. Pak pro bod D na úsečce BC (a podobně pro body E, F na úsečkách CA, AB) podle
předchoźıho Lemmatu pro skalárńı součin dvou nesouhlasně rovnoběžných vektor̊u plat́ı:

−|DB| · |DC| =
〈−→
BD,

−→
CD

〉
= |OD|2 − r2 ,

−|EA| · |EC| =
〈−→
AE,
−→
BE

〉
= |OE|2 − r2 ,

−|FA| · |FB| =
〈−→
AF,
−→
BF

〉
= |OF |2 − r2 .

Odtud již vid́ıme, že rovnosti (3.14) plat́ı právě tehdy, když |OD|2 = |OE|2 = |OF |2, neboli
když O je střed kružnice opsané trojúhelńıku DEF .
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Poznámka:
Naš́ım Lemmatem jsme vlastně dokázali tvrzeńı o mocnosti bodu ke kružnici: Vedeme-li daným
bodem X libovolnou př́ımku, která protne danou kružnici k(O, r) v bodech A, B, pak hodnota
skalárńıho součinu

〈−→
AX,

−−→
BX

〉
je pro všechny takové př́ımky stejná:

〈−→
AX,

−−→
BX

〉
= |OX|2 − r2 .

Důkazy incidence př́ımek

Netriviálńı situace, kdy dané př́ımky (v počtu větš́ım než 2) procházej́ı jedńım bodem, jsme
zkoumali již v Kapitole 2 věnované afinńım vztah̊um. Nyńı se budeme zabývat touto proble-
matikou v př́ıpadě, kdy jsou př́ımky zadané jako r̊uzné kolmice, osy úseček apod. Mimo úlohy
uvedené v tomto paragrafu byla incidence př́ımek v této kapitole náplńı již dř́ıve uvedených
př́ıklad̊u 3.1.12, 3.1.15, 3.1.16, 3.1.18, 3.1.24 a úlohy 3.2.1.

Úloha 3.2.4: Vně nad stranami trojúhelńıku ABC jsou sestrojeny libovolné (třeba i navzá-
jem ne podobné) pravoúhelńıky ABDE, BCFG, CAHI. Ukažte, že osy úseček HE, DG a FI
procházej́ı jedńım bodem.34

Řešeńı:
Necht’ P je pr̊useč́ık os úseček DG a HE. Ukážeme, že pak bod P lež́ı i na ose úsečky FI.
K tomu použijeme výsledku Př́ıkladu 3.1.10 na bod P a jednotlivé pravoúhelńıky:

|PB|2 + |PE|2 = |PA|2 + |PD|2 , |PA|2 + |PI|2 = |PC|2 + |PH|2 ,

|PC|2 + |PG|2 = |PB|2 + |PF |2 .

Protože bod P lež́ı na ose úsečky DG, plat́ı rovnost |PD|2 = |PG|2. Analogicky plat́ı rovnost
|PH|2 = |PE|2. Odtud plyne, že výsledek sečteńı tř́ı výše uvedených rovnost́ı lze zjednodušit
do tvaru

|PI|2 = |PF |2 ,

což však znamená, že bod P lež́ı i na ose třet́ı úsečky IF .

34[eng–97], str. 298, úloha 3.
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Úloha 3.2.5: V rovině jsou dány dva trojúhelńıky ABC a A′B′C ′ takové, že kolmice z bod̊u A,
B, C po řadě na př́ımky B′C ′, A′C ′, A′B′ se prot́ınaj́ı v jednom bodě. Ukažte, že rovněž kolmice
vedené z bod̊u A′, B′, C ′ po řadě na př́ımky BC, AC, AB se prot́ınaj́ı v jednom bodě.35

Řešeńı:
Označme P pr̊useč́ık kolmic vedených z bod̊u A, B, C na př́ımky B′C ′, A′C ′, A′B′. Dále označme
P ′ pr̊useč́ık kolmic vedených z bod̊u A′, B′ na př́ımky BC, AC. Ukážeme, že skalárńı součin
vektor̊u

−−→
P ′C ′ a

−→
AB je roven nule. K d̊ukazu využijeme toho, že jsou-li dva libovolné vektory

−−→
XY

a
−−→
ZW navzájem kolmé, pak pro libovolný bod K plat́ı

0 =
〈−−→
XY ,

−−→
ZW

〉
=
〈−−→
KX −

−−→
KY ,

−−→
ZW

〉
, odtud

〈−−→
KX,

−−→
ZW

〉
=
〈−−→
KY ,

−−→
ZW

〉
.

Pětinásobným užit́ım tohoto poznatku, a to postupně k dvojićım vektor̊u a bodu
−−→
A′C ′ ⊥

−→
PB a

P ′,
−→
BC ⊥

−−→
P ′A′ a P ,

−−→
A′B′ ⊥

−→
PC a P ′,

−→
AC ⊥

−−→
P ′B′ a P ,

−−→
B′C ′ ⊥

−→
PA a P ′, dostáváme〈−−→

P ′C ′,
−→
PB

〉
=
〈−−→
P ′A′,

−→
PB

〉
=
〈−−→
P ′A′,

−→
PC
〉

=
〈−−→
P ′B′,

−→
PC
〉

=
〈−−→
P ′B′,

−→
PA
〉

=
〈−−→
P ′C ′,

−→
PA
〉
,

což znamená, že 〈−−→
P ′C ′,

−→
PB −

−→
PA
〉

=
〈−−→
P ′C ′,

−→
AB
〉

= 0 .

Z posledńı rovnosti plyne, že bod P ′ lež́ı na kolmici k př́ımce AB vedené bodem C ′ (at’ je vektor
−−→
P ′C ′ nulový či nikoliv), což jsme potřebovali dokázat.

Úloha 3.2.6: Ke kružnici opsané danému trojúhelńıku sestrojme tečny v jeho vrcholech. Ke každé
z nich ved’me kolmici středem strany protilehlé k vrcholu, kterým tečna procháźı. Dokažte, že tyto
tři kolmice se prot́ınaj́ı v jednom bodě.36

Řešeńı:
Označme A, B, C vrcholy daného trojúhelńıku,

A1 =
1
2

(B + C) , B1 =
1
2

(B + C) , C1 =
1
2

(B + C)

35[gel–07], str. 204.
36[kin–04], str.1–2,4; př́ıklad 4, [hon–01], str. 241–242.
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středy protilehlých stran a pa, pb, pc kolmice vedené po řadě body A1, B1, C1 k tečnám ta, tb,
tc kružnice opsané s body dotyku A, B, C. Jej́ı střed označ́ıme O a uváž́ıme polohové vektory
~a =
−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC. Protože vektor ~a je směrový vektor př́ımky pa, je tato př́ımka tvořená

body X pro které plat́ı

−−→
OX =

−−→
OA1 +

−−→
A1X =

1
2

(~b+ ~c ) + p~a , p ∈ R .

Podobně pro libovolný bod Y př́ımky pb a libovolný bod Z př́ımky pc můžeme psát

−→
OY =

−−→
OB1 +

−−→
B1Y =

1
2

(~a+ ~c ) + q~b , q ∈ R ,

−→
OZ =

−−→
OC1 +

−−→
C1Z =

1
2

(~a+~b ) + r~c , r ∈ R .

Zvoĺıme-li za parametry č́ısla p = q = r = 1
2 , dostaneme stejný bod F určený polohovým

vektorem −→
OF =

1
2

(~a+~b+ ~c ) ,

což mimochodem je (podle Poznámky 2 za Úlohou 3.1.20) střed Feuerbachovy kružnice trojú-
helńıku ABC. T́ımto bodem F proto procházej́ı všechny tři kolmice pa, pb, pc.

Úloha 3.2.7: Necht’ O je střed kulové plochy opsané čtyřstěnu ABCD. Uvažujme jej́ı pr̊uměry
AA1, BB1, CC1, DD1. Necht’ A0, B0, C0, D0 jsou postupně těžǐstě trojúhelńık̊u BCD, ACD,
ABD, ABC. Ukažte, že př́ımky A0A1, B0B1, C0C1, D0D1 se prot́ınaj́ı v jednom bodě.37

Řešeńı:
Podle zadáńı AA1, BB1, CC1, DD1 jsou pr̊uměry kulové plochy, takže bod O je jejich střed,
odkud plynou vyjádřeńı

A1 = 2O −A , B1 = 2O −B , C1 = 2O − C , D1 = 2O −D .

Těžǐstě A0, B0, C0, D0 trojúhelńık̊u ze zadáńı jsou určena rovnostmi

A0 =
1
3

(B + C +D) , B0 =
1
3

(A+ C +D) , C0 =
1
3

(A+B +D) , D0 =
1
3

(A+B + C) .

Necht’ T je těžǐstě celého čtyřstěnu, tedy T = 1
4(A + B + C + D). Uvažujme dále bod E

určený rovnost́ı
−→
OE = 2

−→
OT . Ukážeme, že bod E je pr̊useč́ık př́ımek A0A1, B0B1, C0C1, D0D1.

Vyjádřeme např́ıklad vektor
−−−→
A1A0 :

−−−→
A1A0 =

1
3

(B + C +D)− (2O −A) =
1
3

(B + C +D − 6O + 3A) =

=
1
3

(A+B + C +D − 4O + 2A− 2O) =
4
3
−→
OT +

2
3
−→
OA =

2
3
−→
OE − 2

3
−−→
OA1 =

2
3
−−→
A1E .

37[tho–07], str. 28, úloha G-1998-2.
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Z určeného vztahu mezi vektory
−−−→
A1A0,

−−→
A1E již plyne, že bod E lež́ı na př́ımce A1A0. Analogicky

by se ukázalo, že bod E lež́ı také na př́ımkách B0B1, C0C1,D0D1. T́ım je tvrzeńı úlohy dokázáno,
nav́ıc se ukázalo, že zkoumaný pr̊useč́ık E určený polohovým vektorem

−→
OE = 2

−→
OT =

1
2

(−→
OA+

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD

)
je Mongeovým bodem čtyřstěnu ABCD, o kterém jsme pojednali v Př́ıkladu 3.1.24.

Ověřováńı kolmosti

Ověřováńı kolmosti dvou vektor̊u ~u, ~v pomoćı rovnosti 〈~u,~v〉 = 0 z Definice 1.2.4 je jednou
z nejobvykleǰśıch aplikaćı skalárńıho součinu při řešeńı geometrických úloh. Vezmeme-li přitom
za vektory ~u, ~v směrové vektory př́ımek nebo normálové vektory rovin v prostoru, dostaneme
prostředek k dokazováńı vzájemné kolmosti dvou př́ımek, resp. dvou rovin. Připomeňme, že
zřejmým zp̊usobem rozšǐrujeme relaci kolmosti také na polopř́ımky a úsečky: Dva útvary tohoto
druhu jsou navzájem kolmé, jsou-li navzájem kolmé př́ımky, na kterých tyto útvary lež́ı.

Úloha 3.2.8: V rovnoramenném trojúhelńıku ABC označme D střed základny BC, E patu
kolmice vedené z bodu D na stranu AC a F střed úsečky DE. Dokažte, že úsečky AF a BE jsou
navzájem kolmé.38

Řešeńı:
Máme-li v řeči vektor̊u dokázat, že AF ⊥ BE, znamená to ukázat, že skalárńı součin

〈−→
AF,
−→
BE

〉
je nulový. Upravme nejprve tento skalárńı součin takto:〈−→
AF,
−→
BE

〉
=
〈−→
AE +

−→
EF,

−→
BD +

−→
DE

〉
=
〈−→
AE,
−→
BD

〉
+
〈−→
AE,
−→
DE

〉
+
〈−→
EF,

−→
BD

〉
+
〈−→
EF,

−→
DE

〉
.

Vektor
−→
DE je však podle zadáńı kolmý na vektor

−→
AC, tedy i na vektor

−→
AE, což znamená, že〈−→

AE,
−→
DE

〉
= 0. Spolu s rovnost́ı

−→
AE =

−→
AD +

−→
DE odtud dostaneme

〈−→
AF,
−→
BE

〉
=
〈−→
AD +

−→
DE,

−→
BD

〉
+
〈−→
EF,

−→
BD

〉
+
〈−→
EF,

−→
DE

〉
38[lar–90], str. 387–388, úloha 8.3.6.
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Protože v rovnoramenném trojúhelńıku ABC je bod D střed základny BC, je vektor
−→
AD kolmý

na vektor
−→
BC a tedy i na

−→
BD, odtud

〈−→
AD,

−→
BD

〉
= 0. Proto lze vyjádřeńı skalárńıho součinu

upravit do tvaru 〈−→
AF,
−→
BE

〉
=
〈−→
DE,

−→
BD

〉
+
〈−→
EF,

−→
BD

〉
+
〈−→
EF,

−→
DE

〉
a k daľśı úpravě využ́ıt toho, že

−→
BD =

−→
DC,

−→
EF = −1

2

−→
DE a konečně

−→
DE ⊥

−→
EC :

〈−→
AF,
−→
BE

〉
=
〈−→
DE,

−→
DC

〉
− 1

2
〈−→
DE,

−→
DC

〉
− 1

2
〈−→
DE,

−→
DE

〉
=

1
2
〈−→
DE,

−→
DC

〉
− 1

2
〈−→
DE,

−→
DE

〉
=

=
1
2
〈−→
DE,

−→
DC −

−→
DE

〉
=

1
2
〈−→
DE,

−→
EC
〉

= 0 .

Úloha 3.2.9: Pro těžǐstě T libovolného trojúhelńıku ABC plat́ı: AT ⊥ BT ⇔ a2 + b2 = 5c2, kde
a, b, c jsou obvykle značené délky jeho stran. Dokažte.39

Řešeńı:
Označme jako na obrázku vektory ~b =

−→
CA a ~a =

−→
CB, pak

−→
CT =

2
3
· ~a+~b

2
=

1
3

(~a+~b ) ,
−→
AT =

−→
AC +

−→
CT =

1
3

(~a− 2~b ) ,
−→
BT =

−→
BC +

−→
CT =

1
3

(~b− 2~a) .

Proto je kolmost vektor̊u AT ⊥ BT ekvivalentńı podmı́nce

〈~a− 2~b,~b− 2~a〉 = 0 ,

na kterou budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:

〈~a,~b〉 − 2|~a|2 − 2|~b|2 + 4〈~b,~a〉 = 0 ⇔ 5〈~a,~b〉 = 2|~a|2 + 2|~b|2 .

Nyńı využijeme toho, že |~a −~b|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2〈~a,~b〉 a odtud 2〈~a,~b〉 = |~a|2 + |~b|2 − |~a −~b|2.
Po dosazeńı dostáváme daľśı ekvivalentńı vztahy

5|~a|2 + 5|~b|2 − 5|~a−~b|2 = 4|~a|2 + 4|~b|2 ,

|~a|2 + |~b|2 = 5|~a−~b|2 ,

což je pravá strana dokazované ekvivalence.
39[eng–97], str. 293, úloha E8.
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Úloha 3.2.10: Bud’te O střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC, D střed strany AB a E těžǐstě
trojúhelńıku ADC. Dokažte ekvivalenci 40

CD ⊥ OE ⇔ |AB| = |AC| .

Řešeńı:
Označme r = |OA| = |OB| = |OC|. Pro střed D strany AB a těžǐstě E trojúhelńıku ACD plat́ı:

D =
1
2

(A+B) , E =
1
3

(A+ C +D) =
1
3

(
A+ C +

1
2
A+

1
2
B

)
=

1
2
A+

1
6
B +

1
3
C .

Obě strany ekvivalence ze zadáńı úlohy ted’ ekvivalentně uprav́ıme.

Pro vztah z levé strany plat́ı ekvivalence

CD ⊥ OE ⇔ 〈D − C,E −O〉 = 0 ⇔

⇔
〈1

2
A+

1
2
B − C, 1

2
A+

1
6
B +

1
3
C −O

〉
= 0 ⇔

⇔ 〈A+B − 2C, 3A+B + 2C − 6O〉 = 0 ⇔

⇔ 〈(A−O) + (B −O)− 2(C −O), 3(A−O) + (B −O) + 2(C −O)〉 = 0 ⇔

⇔ (3 + 1− 4)r2 + 4〈A−O,B −O〉 − 4〈A−O,C −O〉+ 0〈B −O,C −O〉 = 0 ⇔

⇔ −4〈A−O,C −O〉+ 4〈A−O,B −O〉 = 0 ⇔
〈−→
AO,
−→
CB

〉
= 0 .

Pro vztah z pravé strany dostáváme ekvivalence

|AB| = |AC| ⇔
∣∣−→AB∣∣2 − ∣∣−→AC∣∣2 = 0 ⇔

∣∣−→AO +
−→
OB

∣∣2 − ∣∣−→AO +
−→
OC
∣∣2 = 0 ⇔

⇔ r2 + r2 + 2
〈−→
AO,
−→
OB

〉
− r2 − r2 − 2

〈−→
AO,
−→
OC
〉

= 0 ⇔
〈−→
AO,
−→
OB −

−→
OC
〉

= 0 ⇔

⇔
〈−→
AO,
−→
CB

〉
= 0 .

Obě strany ekvivalence jsou tedy ekvivalentńı podmı́nce
−→
AO ⊥

−→
CB, která je splněna právě

tehdy, když bod A lež́ı na ose strany BC, neboli |AB| = |AC|.
40[eng–97], str. 299, úloha 26.
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Úloha 3.2.11: V šestiúhelńıku ABCDEF označme M , N , P , Q, R, S po řadě středy stran
AB, BC, CD, DE, EF , FA. Dokažte, že rovnost

|RN |2 = |MQ|2 + |PS|2 (3.16)

nastane, právě když MQ ⊥ PS.41

Řešeńı:
Pro středy M , N , P , Q, R, S stran šestiúhelńıku ABCDEF plat́ı rovnosti

M =
1
2

(A+B) , N =
1
2

(B + C) , P =
1
2

(C +D) ,

Q =
1
2

(D + E) , R =
1
2

(E + F ) , S =
1
2

(F +A) .

V rovnosti (3.16) ze zadáńı úlohy přejdeme od délek úseček k velikostem vektor̊u, dosad́ıme
předchoźı vyjádřeńı střed̊u jednotlivých stran a na źıskanou rovnost budeme aplikovat ekviva-
lentńı úpravy: ∣∣−−→RN ∣∣2 =

∣∣−−→MQ
∣∣2 +

∣∣−→PS∣∣2 ,
1
4
|B + C − E − F |2 =

1
4
|D + E −A−B|2 +

1
4
|F +A− C −D|2 ,∣∣−−→CF −−→BE∣∣2 =

∣∣−→AD +
−→
BE

∣∣2 +
∣∣−−→AD +

−→
CF
∣∣2 ,∣∣−→CF ∣∣2 +

∣∣−→BE∣∣2 + 2
〈−→
CF,

−→
BE

〉
=
∣∣−→AD∣∣2 +

∣∣−→BE∣∣2 + 2
〈−→
AD,

−→
BE

〉
+
∣∣−→AD∣∣2 +

∣∣−→CF ∣∣2 − 2
〈−→
AD,

−→
CF
〉
,

2
∣∣−→AD∣∣2 + 2

〈−→
AD,

−→
BE

〉
− 2
〈−→
AD,

−→
CF
〉
− 2
〈−→
CF,

−→
BE

〉
= 0 ,〈−→

AD,
−→
AD +

−→
BE

〉
−
〈−→
CF,

−→
AD +

−→
BE

〉
= 0 ,〈−→

AD −
−→
CF,

−→
AD +

−→
BE

〉
= 0 .

Protože
−→
AD−

−→
CF = D−A−F +C = 2(P − S) a

−→
AD+

−→
BE = D−A+E −B = 2(Q−M), je

posledńı podmı́nka ekvivalentńı s rovnost́ı
〈−→
PS,
−−→
MQ

〉
= 0, neboli MQ ⊥ PS.

41[and–06], str. 92, úloha 2.
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Úloha 3.2.12: Označme E, F , G, H po řadě středy stran daného čtyřúhelńıku ABCD. Dokažte,
že př́ımky AB a CD jsou navzájem kolmé právě tehdy, když plat́ı42

|AD|2 + |BC|2 = 2|EG|2 + 2|FH|2 (3.17)

Řešeńı:
Zaved’me polohové vektory ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, ~d =

−→
OD. Pro polohové vektory střed̊u

E, F , G, H stran čtyřúhelńıku ABCD pak plat́ı rovnosti

~e =
1
2

(~a+~b ) , ~f =
1
2

(~b+ ~c ) , ~g =
1
2

(~c+ ~d ) , ~h =
1
2

(~d+ ~a) .

V rovnosti (3.17) ze zadáńı úlohy přejdeme od délek úseček k velikostem vektor̊u, dosad́ıme
polohové vektory stran a předchoźı vyjádřeńı střed̊u jednotlivých stran. Na dotyčnou rovnost
pak budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:∣∣~d− ~a∣∣2 +

∣∣~c−~b∣∣2 = 2|~g − ~e |2 + 2|~h− ~f |2 ⇔

∣∣~d− ~a∣∣2 +
∣∣~c−~b∣∣2 =

1
2
|~c+ ~d− ~a−~b|2 +

1
2
|~d+ ~a−~b− ~c |2 ⇔

2(|~d |2 + |~a|2 − 2〈~a, ~d 〉+ |~b|2 + |~c |2 − 2〈~b,~c 〉) =

= |~a|2 + |~b|2 + |~c |2 + |~d |2 + 2〈~a,~b 〉 − 2〈~a,~c 〉 − 2〈~a, ~d 〉 − 2〈~b,~c 〉 − 2〈~b, ~d 〉+ 2〈~c, ~d 〉+

+|~a|2 + |~b|2 + |~c |2 + |~d |2 − 2〈~a,~b 〉 − 2〈~a,~c 〉+ 2〈~a, ~d 〉+ 2〈~b,~c 〉 − 2〈~b, ~d 〉 − 2〈~c, ~d 〉 ⇔

−4〈~a, ~d 〉 − 4〈~b,~c 〉 = −4〈~a,~c 〉 − 4〈~b, ~d 〉 ⇔

〈~a, ~d− ~c 〉+ 〈~b,~c− ~d 〉 = 0 ⇔ 〈~b− ~a,~c− ~d 〉 = 0 .

Protože ~b− ~a =
−→
AB a ~c− ~d =

−→
DC, posledńı rovnost je ekvivalentńı s t́ım, že úsečky AB a CD

jsou navzájem kolmé.

42[and–06], str. 94, úloha 6.
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Úloha 3.2.13: Necht’ KLMN a K ′L′M ′N ′ jsou dva čtyřúhelńıky, pro jejichž strany plat́ı vztahy
KL ⊥ K ′L′, LM ⊥ L′M ′, MN ⊥ M ′N ′, NK ⊥ N ′K ′. Plat́ı-li nav́ıc KM ⊥ L′N ′, pak také
plat́ı LN ⊥ K ′M ′. Dokažte.43

Řešeńı:
Označ́ıme následuj́ıćı vektory ~v1 =

−→
KL, ~v2 =

−−→
LM , ~v3 =

−−→
MN , ~v4 =

−−→
NK a ~w1 =

−−→
K ′L′,

~w2 =
−−−→
L′M ′, ~w3 =

−−−→
M ′N ′, ~w4 =

−−−→
N ′K ′. Tyto čtveřice vektor̊u tvoř́ı orientované strany dvou

čtyřúhelńık̊u, plat́ı tedy

~v1 + ~v2 + ~v3 + ~v4 = ~o , ~w1 + ~w2 + ~w3 + ~w4 = ~o . (3.18)

Ze zadaných podmı́nek vzájemné kolmosti pro odpov́ıdaj́ıćı skalárńı součiny plyne

〈~v1, ~w1〉 = 〈~v2, ~w2〉 = 〈~v3, ~w3〉 = 〈~v4, ~w4〉 = 0 , (3.19)

〈~v1 + ~v2, ~w2 + ~w3〉 = 0 . (3.20)

Naš́ı úlohou je dokázat, že rovněž plat́ı

〈~v2 + ~v3, ~w1 + ~w2〉 = 0 . (3.21)

Rovnost (3.20) uprav́ıme roznásobeńım a poté užit́ım vztah̊u (3.18) a (3.19). Postupně dostaneme

0 = 〈~v1 + ~v2, ~w2 + ~w3〉 = 〈~v1, ~w2〉+ 〈~v1, ~w3〉+ 〈~v2, ~w2〉+ 〈~v2, ~w3〉 =

= 〈~v1, ~w2〉+ 〈~v1, ~w3〉+ 〈~v2, ~w3〉 = −〈~v1, ~w1 + ~w4〉+ 〈~v2, ~w3〉 = −〈~v1, ~w4〉+ 〈~v2, ~w3〉 ,
odtud pak

〈~v1, ~w4〉 = 〈~v2, ~w3〉 . (3.22)

Podobně budeme upravovat levou stranu dokazované rovnosti (3.21), když po užit́ı (3.18) a
roznásobeńı uplatńıme (3.19) a nakonec ještě (3.22):

〈~v2 + ~v3, ~w1 + ~w2〉 = 〈−~v1 − ~v4,−~w3 − ~w4〉 = 〈~v1, ~w3〉+ 〈~v1, ~w4〉+ 〈~v4, ~w3〉 =

= 〈~v1, ~w3〉+ 〈~v2, ~w3〉+ 〈~v4, ~w3〉 = 〈~v1 + ~v2 + ~v4, ~w3〉 = −〈~v3, ~w3〉 = 0 .

43[gel–07], str. 206, Lemma k úloze 585.
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Úloha 3.2.14: Necht’ ABCD je konvexńı čtyřúhelńık. Předpokládejme, že př́ımky rovnoběžné
s AD a CD procházej́ıćı ortocentrem V trojúhelńıku ABC protnou strany AB a BC po řadě
v bodech P a Q. Dokažte, že kolmice vedená z bodu V na př́ımku PQ procháźı ortocentrem V ′

trojúhelńıku ACD.44

Řešeńı:
Pro strany čtyřúhelńık̊u AV CV ′ a QBPV plat́ı AV ⊥ QB, V C ⊥ BP , CV ′ ⊥ PV (protože
CV ′ ⊥ AD a PV ‖ AD), V ′A ⊥ V Q (protože V ′A ⊥ CD a V Q ‖ CD), nav́ıc i pro jednu dvojici
úhlopř́ıček máme AC ⊥ BV . Tvrzeńı úlohy V V ′ ⊥ PQ o druhé dvojici úhlopř́ıček proto plyne
z výsledku Úlohy 3.2.13.

Úloha 3.2.15: Dokažte, že každé dvě protilehlé strany nerovinného čtyřúhelńıku jsou shodné
právě tehdy, když př́ımka spojuj́ıćı středy obou jeho úhlopř́ıček je na tyto úhlopř́ıčky kolmá.45

Řešeńı:
Daný čtyřúhelńık označme ABCD, středy úhlopř́ıček pak jsou 1

2(A+C) a 1
2(B+D). Ekvivalenci,

kterou máme dokázat, přeṕı̌seme do tvaru

(|AB|2 = |CD|2) ∧ (|BC|2 = |AD|2) ⇔

⇔
〈1

2
(A+ C)− 1

2
(B +D), C −A

〉
= 0 ∧

〈1
2

(A+ C)− 1
2

(B +D), D −B
〉

= 0 ,

který přehledněji zaṕı̌seme jako (3.23) ∧ (3.24)⇔ (3.25) ∧ (3.26), kde∣∣−→AB∣∣2 − ∣∣−→CD∣∣2 = 0 , (3.23)∣∣−→BC∣∣2 − ∣∣−→AD∣∣2 = 0 , (3.24)〈−→
BA+

−→
DC,

−→
AC
〉

= 0 , (3.25)〈−→
BA+

−→
DC,

−→
BD

〉
= 0 . (3.26)

Ekvivalenci dokážeme postupně jako dvě implikace.

44[gel–07], str. 206, úloha 585.
45[eng–97], str. 299, úloha 14; [lar–90], str. 388–390, úloha 8.3.8, v ńı je jen jedna implikace.
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• ”⇒ ”
Vyjdeme z rovnost́ı (3.23) a (3.24), jejichž sečteńım a daľśımi úpravami dostaneme:∣∣−→AB∣∣2 − ∣∣−→CD∣∣2 +

∣∣−→BC∣∣2 − ∣∣−→AD∣∣2 = 0 ⇒

∣∣−→AD +
−→
DB

∣∣2 − ∣∣−→CD∣∣2 +
∣∣−→BD +

−→
DC

∣∣2 − ∣∣−→AD∣∣2 = 0 ⇒

2
∣∣−→DB∣∣2 + 2

〈−→
AD,

−→
DB

〉
+ 2
〈−→
BD,

−→
DC

〉
= 0 ⇒〈−→

BD,
−→
BD −

−→
AD +

−→
DC

〉
= 0 ⇒

〈−→
BD,

−→
BA+

−→
DC

〉
= 0 .

To je rovnost (3.26). Nyńı rovnosti (3.23) a (3.24) odečteme:∣∣−→AB∣∣2 − ∣∣−→CD∣∣2 − ∣∣−→BC∣∣2 +
∣∣−→AD∣∣2 = 0 ⇒

∣∣−→AC +
−→
CB

∣∣2 − ∣∣−→CD∣∣2 − ∣∣−→BC∣∣2 +
∣∣−→AC +

−→
CD

∣∣2 = 0 ⇒

2
∣∣−→AC∣∣2 + 2

〈−→
AC,
−→
CB

〉
+ 2
〈−→
AC,
−→
CD

〉
= 0 ⇒〈−→

AC,
−→
AC +

−→
CB +

−→
CD

〉
= 0 ⇒

〈−→
AC,
−→
BA+

−→
DC

〉
= 0 .

To je rovnost (3.25). Prvńı implikace je dokázána.

• ”⇐ ”
Vyjdeme z rovnost́ı (3.25) a (3.26), jejichž sečteńım dostaneme:〈−→

BA+
−→
DC,

−→
AC +

−→
BD

〉
= 0 ⇒

〈−→
BC +

−→
DA,

−→
AD +

−→
BC

〉
= 0 ⇒

〈−→
BC −

−→
AD,

−→
BC +

−→
AD

〉
= 0 ⇒

∣∣−→BC∣∣2 − ∣∣−→AD∣∣2 = 0

To je rovnost (3.24). Nyńı rovnosti (3.25) a (3.26) odečteme:〈−→
BA+

−→
DC,

−→
AC −

−→
BD

〉
= 0 ⇒

〈−→
BA+

−→
DC,

−→
AB +

−→
DC

〉
= 0 ⇒

〈−→
DC −

−→
AB,

−→
DC +

−→
AB
〉

= 0 ⇒
∣∣−→AB∣∣2 − ∣∣−→CD∣∣2 = 0

To je rovnost (3.23). T́ım je druhá implikace dokázána.

Úloha 3.2.16: Uvažujme všechny čtyřstěny ABCD vepsané do dané kulové plochy. Ukažte, že
součet

S = |AB|2 + |AC|2 + |AD|2 − |BC|2 − |CD|2 − |DB|2

má minimálńı hodnotu právě tehdy, když všechny úhly mezi hranami dotyčného čtyřstěnu u jeho
vrcholu A jsou pravé.46

46[tho–07], str. 25, úloha G-1993-4.
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Řešeńı:
Necht’ O je střed a r poloměr dané kulové plochy. Na součet S budeme aplikovat ekvivalentńı
úpravy:

S = |
−→
OB −

−→
OA|2 + |

−→
OC −

−→
OA|2 + |

−→
OD −

−→
OA|2 − |

−→
OC −

−→
OB|2 − |

−→
OD −

−→
OC|2 − |

−→
OB −

−→
OD|2 =

= |
−→
OB|2 + |

−→
OA|2 − 2

〈−→
OB,

−→
OA
〉

+ |
−→
OC|2 + |

−→
OA|2 − 2

〈−→
OC,

−→
OA
〉

+ |
−→
OD|2 + |

−→
OA|2 − 2

〈−→
OD,

−→
OA
〉
−

−|
−→
OC|2 − |

−→
OB|2 + 2

〈−→
OC,

−→
OB

〉
− |
−→
OD|2 − |

−→
OC|2 + 2

〈−→
OD,

−→
OC
〉
− |
−→
OB|2 − |

−→
OD|2 + 2

〈−→
OB,

−→
OD

〉
.

Nyńı využijeme podmı́nky, že čtyřstěn ABCD je vepsán do kulové plochy, a tedy |
−→
OA| = |

−→
OB| =

= |
−→
OC| = |

−→
OD| = r. Pro součet S tak dostaneme vyjádřeńı

S = 2
(〈−→
OC,

−→
OB

〉
+
〈−→
OD,

−→
OC
〉

+
〈−→
OB,

−→
OD

〉
−
〈−→
OB,

−→
OA
〉
−
〈−→
OC,

−→
OA
〉
−
〈−→
OD,

−→
OA
〉)

=

= |
−→
OB +

−→
OC +

−→
OD −

−→
OA|2 −

(
|
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 + |

−→
OC|2 + |

−→
OD|2

)
=

= −4r2 + |
−→
OB +

−→
OC +

−→
OD −

−→
OA|2 .

Odtud vid́ıme, že S ≥ −4r2. Ukážeme-li, že existuj́ı vepsané čtyřstěny ABCD, pro které plat́ı−→
OB +

−→
OC +

−→
OD −

−→
OA = ~o, budou všechny takové čtyřstěny právě ty, pro které je součet S

minimálńı. Hledejme proto všechny čtyřstěny s uvedenou vlastnost́ı.

Necht’ A′ je bod souměrně sdružený s bodem A podle středu O. Úsečka AA′ tedy tvoř́ı
pr̊uměr dané kulové plochy a

−−→
AA′ = 2

−→
AO. Pak plat́ı

|^ABA′| = |^ACA′| = |^ADA′| = π

2
,

nebot’ body B, C, D lež́ı na Thaletových kružnićıch sestrojených nad pr̊uměrem AA′. Dı́ky
rovnostem

−−→
OX =

−→
OA+

−→
AX pro X = B,C,D je podmı́nka

−→
OB+

−→
OC+

−→
OD−

−→
OA = ~o ekvivalentńı

podmı́nce
−→
AB +

−→
AC +

−→
AD + 2

−→
OA = ~o , neboli

−→
AB +

−→
AC +

−→
AD =

−−→
AA′ .

Tato podmı́nka je d́ıky rovnostem
−−→
AA′ =

−→
AX +

−−→
XA′ pro X = B,C,D ekvivalentńı s každou

jednotlivou ze tř́ı rovnost́ı

−→
AC +

−→
AD =

−−→
BA′ ,

−→
AB +

−→
AD =

−−→
CA′ ,

−→
AB +

−→
AC =

−−→
DA′ .
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Předpokládejme nejprve, že posledńı tři vektorové rovnosti plat́ı. Potom s ohledem na výše
zmı́něné pravé úhly pro skalárńı součiny dostaneme

〈−→
AC +

−→
AD,

−→
AB
〉

=
〈−−→
BA′,

−→
AB
〉

= 0 ,

〈−→
AB +

−→
AD,

−→
AC
〉

=
〈−−→
CA′,

−→
AC
〉

= 0 ,

〈−→
AB +

−→
AC,
−→
AD

〉
=
〈−−→
DA′,

−→
AD

〉
= 0 ,

neboli〈−→
AB,

−→
AC
〉

+
〈−→
AB,

−→
AD

〉
= 0 ,

〈−→
AB,

−→
AC
〉

+
〈−→
AC,
−→
AD

〉
= 0 ,

〈−→
AB,

−→
AD

〉
+
〈−→
AC,
−→
AD

〉
= 0 .

Tyto tři rovnosti mohou být splněny jedině tak, že plat́ı

〈−→
AB,

−→
AC
〉

=
〈−→
AB,

−→
AD

〉
=
〈−→
AC,
−→
AD

〉
= 0 ,

což dokazuje, že hrany AB, AC, AD jsou navzájem kolmé.

Předpokládejme nyńı naopak, že hrany AB, AC a AD jsou navzájem kolmé. Pak A, B, C,
D jsou čtyři vrcholy kvádru ABD1CDC1A1B1 vepsaného do dané kulové plochy, nebot’ každý
čtyřstěn i každý kvádr má jedinou opsanou kulovou plochu. Protože tělesová úhlopř́ıčka AA1 je
pr̊uměrem kulové plochy opsané kvádru, můžeme ve vektorové rovnosti

−−→
AA1 =

−→
AB +

−→
AC +

−→
AD

(platné pro každý rovnoběžnostěn) nahradit vektor
−−→
AA1 vektorem −2

−→
OA a dostat tak rovnost

−→
AB +

−→
AC +

−→
AD + 2

−→
OA = ~o z prvńı části řešeńı, která zaručuje hodnotu S = −4r2. Na závěr

dodejme, že kvádry vepsané do dané kulové plochy zřejmě existuj́ı (je jich dokonce nekonečně
mnoho).

Posledńı dvě úlohy tohoto paragrafu se odlǐsuj́ı od předchoźıch úloh t́ım, že jejich náplńı
je hledáńı množin bod̊u dané vlastnosti. Kĺıčovou kolmost, která vede k jejich určeńı, je třeba
úvodem řešeńı objevit.

Úloha 3.2.17: Necht’ A je libovolný bod vnitřńı oblasti kružnice k, r̊uzný od jej́ıho středu. Pro
každou tětivu kružnice k procházej́ıćı bodem A uvažujme pr̊useč́ık dvou tečen, které se dotýkaj́ı
kružnice k v koncových bodech této tětivy. Najděte množinu pr̊useč́ık̊u všech takových dvojic
tečen.47

47[kin–04], str.1–2,4; př́ıklad 3.
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Řešeńı:
Označme X, Y pr̊useč́ıky libovolné sečny s kružnice k vedené bodem A a pr̊useč́ık tečen
ke kružnici k v bodech X a Y označme Z. Dokážeme, že množina všech takových bod̊u Z
je př́ımka p, která je kolmá na př́ımku OA a procháźı bodem A′, kde O je střed kružnice k a
bod A′ je obraz bodu A v kruhové inverzi určené kružnićı k, tj. ten bod polopř́ımky OA, pro
nějž plat́ı |OA| · |OA′| = r2, kde r je poloměr kružnice k. Pro jednoduchost předpokládejme, že
r = 1 a zaved’me polohové vektory

~a =
−→
OA , ~x =

−−→
OX , ~y =

−→
OY , ~z =

−→
OZ .

Podle zadáńı plat́ı 0 < |~a| < 1, |~x| = |~y| = 1 a existuje r ∈ R takové, že

~a = r~x+ (1− r)~y .

Protože bod Z lež́ı na obou uvažovaných tečnách, plat́ı ~z − ~x ⊥ ~x a ~z − ~y ⊥ ~y, což pomoćı
skalárńıho součinu zaṕı̌seme rovnostmi

〈~z − ~x, ~x〉 = 〈~z − ~y, ~y〉 = 0 ,

ze kterých s přihlédnut́ım k 〈~x, ~x〉 = 〈~y, ~y〉 = 1 plyne

〈~z, ~x〉 = 〈~z, ~y〉 = 1 .

Chceme-li dokázat, že bod Z lež́ı na kolmici p k př́ımce OA vedené bodem A′, muśıme ověřit
rovnost 〈

~z −
−−→
OA′,~a

〉
= 0 neboli 〈~z,~a〉 =

〈−−→
OA′,~a

〉
.

Protože vektory
−→
OA,

−−→
OA′ jsou souhlasně rovnoběžné, plat́ı〈−−→

OA′,~a
〉

=
〈−−→
OA′,

−→
OA
〉

= |
−→
OA| · |

−−→
OA′| = r2 = 1 ,

tud́ıž naš́ım úkolem je ověřit rovnost 〈~z,~a〉 = 1, což je snadné:

〈~z,~a〉 = 〈~z, r~x+ (1− r)~y〉 = r〈~z, ~x〉+ (1− r)〈~z, ~y〉 = r + (1− r) = 1 .
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V druhé části řešeńı naopak zvoĺıme libovolný bod Z na př́ımce p a ukážeme, že je pr̊useč́ıkem ta-
kových dvou tečen ke kružnici k, pro které bod A lež́ı na spojnici jejich bod̊u dotyku s kružnićı k.
Necht’ tedy Z je pevně zvolený bod př́ımky p. To, jak už v́ıme, znamená, že pro polohový
vektor ~z =

−→
OZ plat́ı 〈~z,~a〉 = 1. Uvažme nyńı sečnu s kružnice k vedenou bodem A kolmo

na př́ımku OZ.48 Je tvořena právě těmi body W , pro jejichž polohové vektory ~w =
−−→
OW plat́ı

〈~w − ~a, ~z〉 = 0 neboli
〈~w, ~z〉 = 〈~a, ~z〉 = 1 .

Pr̊useč́ıky X, Y kružnice k se sečnou s určuj́ı tětivu XY jdoućı bodem A a pro jejich polohové
vektory ~x =

−−→
OX, ~y =

−→
OY podle závěru předchoźı věty plat́ı 〈~x, ~z〉 = 〈~y, ~z〉 = 1. To lze s ohledem

na |~x| = |~y| = 1 zapsat jako 〈~x, ~z− ~x〉 = 〈~y, ~z− ~y〉 = 0 neboli ~x ⊥ ~z− ~x, ~y ⊥ ~z− ~y. Bod Z proto
skutečně lež́ı na tečnách ke kružnici k v bodech X a Y .

Úloha 3.2.18: Necht’ P je daný bod ve vnitřńı oblasti dané kružnice k(O, r). Dvě navzájem kolmé
polopř́ımky vycházej́ıćı z bodu P prot́ınaj́ı kružnici k v bodech A, B. Trojúhelńık PAB doplňme
bodem Q na pravoúhelńık PAQB. Jakou množinu vyplńı všechny body Q, když pro pevný bod P
uváž́ıme všechny dvojice kolmých polopř́ımek PA, PB? 49

Řešeńı:
K danému bodu P a libovolným dvěma r̊uzným bod̊um A, B na kružnici k doplńıme trojúhelńık
PAB na rovnoběžńık PAQB a dokážeme ekvivalenci

PA ⊥ PB ⇔ |OP |2 + |OQ|2 = 2r2 .

K tomu zavedeme vektory ~p =
−→
OP , ~a =

−→
OA a ~b =

−→
OB. Pak |~a| = |~b| = r a z rovnosti

−→
PQ =

−→
PA+

−→
PB plyne

−→
OQ =

−→
OP +

−→
PQ = ~p+ (~a− ~p) + (~b− ~p) = ~a+~b− ~p. Odtud

|OP |2+|OQ|2 = |~p |2+|~a+~b−~p |2 = |~p |2+|(~a−~p)+(~b−~p)+~p |2 = |~p |2+|~a−~p |2+|~b−~p |2+|~p |2+
48Nápovědu, jak k zadanému bodu Z ∈ p vybrat vhodnou sečnu s, lze źıskat z prvńı části řešeńı úlohy. Z rovnost́ı
〈~z, ~x〉 = 〈~z, ~y〉 = 1 totiž plyne ~z ⊥ ~x− ~y, takže př́ımky OZ a XY jsou navzájem kolmé.

49[eng–97], str. 299, úloha 23. Ze stejného zdroje je i prostorová analogie uvedené rovinné situace, kterou
uvedeme později jinou formou jako úlohu 3.2.32 na výpočet vzdálenosti.
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+2〈~a−~p, ~p 〉+2〈~b−~p, ~p 〉+2〈~a−~p,~b−~p 〉 = 2|~p |2+|~a|2+|~p |2−2〈~a, ~p 〉+|~b|2+|~p |2−2〈~b, ~p 〉+2〈~a, ~p 〉−

−2|~p |2 + 2〈~b, ~p 〉 − 2|~p |2 + 2〈~a− ~p,~b− ~p 〉 = 2r2 + 2〈~a− ~p,~b− ~p 〉 ,

takže plat́ı ekvivalence

|OP |2 + |OQ|2 = 2r2 ⇔ 〈~a− ~p,~b− ~p 〉 = 0 ,

přičemž rovnost napravo vyjadřuje kolmost vektor̊u ~a−~p =
−→
PA a~b−~p =

−→
PB. T́ım je ekvivalence

z úvodu našeho řešeńı dokázána. Plyne z ńı, že v př́ıpadě
−→
PA ⊥

−→
PB plat́ı |OQ|2 = 2r2 − p2,

tedy bod Q lež́ı na fixńı kružnici l se středem O a poloměrem
√

2r2 − p2, kde p = |OP |.

Ukažme nyńı, že naopak libovolný bod Q kružnice l je vrcholem jednoho z uvažovaných
pravoúhelńık̊u. Pro střed S úsečky PQ plat́ı

|
−→
OS| = 1

2
|
−→
OP +

−→
OQ| ≤ 1

2

(
p+

√
2r2 − p2

)
< r

(o platnosti posledńı nerovnosti za předpokladu 0 ≤ p < r se lze snadno přesvědčit ekviva-
lentńımi úpravami), takže bod S lež́ı uvnitř kružnice k a je tud́ıž středem některé jej́ı tětivy
AB. Potom však PAQB je rovnoběžńık, jehož strany PA, PB jsou navzájem kolmé podle
dokázané ekvivalence.

Dokázali jsme, že hledanou množinou bod̊u je kružnice l
(
O,
√

2r2 − p2
)

, kde p znač́ı vzdá-
lenost bod̊u O a P .

Výpočty délek a vzdálenost́ı

V tomto paragrafu uvedeme dvě skupiny úloh. Prvńı z nich obsahuje úlohy 3.2.19 až 3.2.32,
v jejichž řešeńı využ́ıváme k výpočtu délek nebo vzdálenost́ı pouze definičńıho vztahu (1.1) pro
velikost vektoru

|~u| =
√
〈~u, ~u〉

a základńıch vlastnost́ı skalárńıho součinu uvedených jako (i)–(iv) v Definici 1.2.1 skalárńıho
součinu, které budeme využ́ıvat automaticky, tj. bez odkaz̊u.

Úloha 3.2.19: Pro tři dané body A, B, C plat́ı |AC|2 + |BC|2 = 1
2 |AB|

2. Jaká je vzájemná
poloha těchto tř́ı bod̊u? 50

Řešeńı:
Danou rovnost uprav́ıme pomoćı ekvivalentńıch úprav:

2|
−→
AC|2 + 2|

−→
BC|2 − |

−→
AB|2 = 0 ,

2|
−→
AC|2 + 2|

−→
BC|2 − |

−→
AC +

−→
CB|2 = 0 ,

2|
−→
AC|2 + 2|

−→
BC|2 − |

−→
AC|2 − |

−→
CB|2 − 2

〈−→
AC,
−→
CB

〉
= 0 ,

50[eng–97], str. 298, úloha 9.
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|
−→
AC|2 + |

−→
BC|2 − 2

〈−→
AC,
−→
CB

〉
= 0 , neboli |

−→
AC −

−→
CB|2 = 0 ,

−→
AC −

−→
CB = ~o neboli (C −A)− (B − C) = ~o neboli C =

A+B

2
.

To právě znamená, že bod C je střed úsečky AB.

Úloha 3.2.20: Pro libovolné tři body A 6= B, M dokažte větu: Rovnost |QA|2 + |QB|2 =
= 2|QM |2 + 1

2 |AB|
2 plat́ı pro libovolný bod Q právě tehdy, když je bod M střed úsečky AB.51

Řešeńı:
Na zadanou rovnost budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:

2|
−→
QA|2 + 2|

−→
QB|2 − 4|

−−→
QM |2 − |

−→
AB|2 = 0 ,

2|
−−→
QM +

−−→
MA|2 + 2|

−−→
QM +

−−→
MB|2 − 4|

−−→
QM |2 − |

−→
AB|2 = 0 ,

2|
−−→
QM |2 + 2|

−−→
MA|2 + 4

〈−−→
QM,

−−→
MA

〉
+ 2|
−−→
QM |2 + 2|

−−→
MB|2 + 4

〈−−→
QM,

−−→
MB

〉
− 4|
−−→
QM |2 − |

−→
AB|2 = 0 ,

2|MA|2 + 2|MB|2 − |AB|2 + 4
〈−−→
QM,

−−→
MA+

−−→
MB

〉
= 0 .

Má-li platit posledńı rovnost pro každý bod Q, muśı být vektor
−−→
MA+

−−→
MB nulový, tj. muśı být

M = 1
2(A + B), pak již zřejmě plat́ı i 2|MA|2 + 2|MB|2 − |AB|2 = 0, tedy posledńı odvozená

rovnost plat́ı. To znamená, že p̊uvodně zadaná rovnost plat́ı pro každý bod Q právě tehdy, když
M je střed AB.

Úloha 3.2.21: Najděte bod X s minimálńım součtem čtverc̊u vzdálenost́ı od daných bod̊u A, B,
C, které tvoř́ı vrcholy trojúhelńıku.52

Řešeńı:
Dokážeme, že zkoumanou vlastnost má jedině těžǐstě T daného trojúhelńıku ABC. Pro libovolný
bod X součet

s =
∣∣−→XA∣∣2 +

∣∣−−→XB∣∣2 +
∣∣−−→XC∣∣2

uprav́ıme s využit́ım těžǐstě T takto:

s =
∣∣−→XT +

−→
TA
∣∣2 +

∣∣−→XT +
−→
TB
∣∣2 +

∣∣−→XT +
−→
TC
∣∣2 =

∣∣−→XT ∣∣2 +
∣∣−→TA∣∣2 +2

〈−→
XT,

−→
TA
〉

+
∣∣−→XT ∣∣2 +

∣∣−→TB∣∣2+

+2
〈−→
XT,

−→
TB
〉

+
∣∣−→XT ∣∣2 +

∣∣−→TC∣∣2 + 2
〈−→
XT,

−→
TC
〉

= |TA|2 + |TB|2 + |TC|2 + 3|XT |2+

+2
〈−→
XT,

−→
TA+

−→
TB +

−→
TC
〉
.

Jak dobře v́ıme, pro těžǐstě T plat́ı
−→
TA+

−→
TB +

−→
TC = ~o, a tedy

s = |TA|2 + |TB|2 + |TC|2 + 3|XT |2 .
51[eng–97], str. 298, úloha 12.
52[eng–97], str. 299, úloha 25, [pra–86], str. 102, úloha 5.15.
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Hodnota takového součtu s je nejmenš́ı, jedině když |XT | = 0, neboli X = T , což znamená, že
hledaným bodem X je právě těžǐstě T .

Poznámka:
Z uvedeného řešeńı plyne, že pro každý bod X plat́ı vzorec

|XA|2 + |XB|2 + |XC|2 = |TA|2 + |TB|2 + |TC|2 + 3|XT |2 ,

takže všechny body X se stejnou hodnotou součtu |XA|2 + |XB|2 + |XC|2 tvoř́ı kružnici
se středem T (která v př́ıpadě minimálńı hodnoty součtu zdegeneruje do bodu T ).

Úloha 3.2.22: Pravidelný n-úhelńık A1A2 . . . An je vepsaný do kružnice se středem O a po-
loměrem r. Necht’ X je libovolný bod, pro který plat́ı |OX| = d. Dokažte rovnost 53

n∑
i=1

|AiX|2 = n
(
r2 + d2

)
.

Řešeńı:
Nejprve vyjádř́ıme velikosti vektor̊u

−−→
AiX pomoćı skalárńıch součin̊u takto:∣∣−−→AiX∣∣2 =

∣∣−−→AiO +
−−→
OX

∣∣2 =
∣∣−−→AiO∣∣2 +

∣∣−−→OX∣∣2 + 2
〈−−→
AiO,

−−→
OX

〉
= d2 + r2 + 2

〈−−→
AiO,

−−→
OX

〉
.

Odtud sečteńım pro i = 1, 2, . . . , n dostáváme
n∑
i=1

|AiX|2 =
n∑
i=1

(
d2 + r2 + 2

〈−−→
AiO,

−−→
OX

〉)
= n

(
d2 + r2

)
− 2
〈 n∑
i=1

−−→
OAi,

−−→
OX

〉
.

Protože A1A2 . . . An je pravidelný n-úhelńık se středem O, plat́ı rovnost
∑n

i=1

−−→
OAi = ~o, nebot’

vektorový součet z levé strany se nezměńı při otočeńı všech sč́ıtaných vektor̊u o orientovaný
úhel 2π

n . Zrušeńım skalárńıho součinu v odvozené rovnosti dostáváme vzorec, který jsme měli
dokázat.

Úloha 3.2.23: Dokažte, že pro každý trojúhelńık ABC existuje v rovině ABC právě jeden bod X
takový, že součty čtverc̊u stran trojúhelńık̊u XAB, XBC, XCA se navzájem rovnaj́ı. Podejte
geometrickou interpretaci takového bodu X.54

53[eng–97], str. 298, úloha 4; [pra–86], str. 100, úloha 5.6. Pro n = 3 jde o výsledek uvedený v Poznámce
za předchoźı úlohou 3.2.21.

54[eng–97], str. 299, úloha 27.
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Řešeńı:
Pro bod X má platit série rovnost́ı

|
−→
AX|2 + |

−−→
BX|2 + |

−→
BA|2 = |

−−→
BX|2 + |

−−→
CX|2 + |

−→
CB|2 = |

−→
AX|2 + |

−−→
CX|2 + |

−→
CA|2 . (3.27)

Z prvńı rovnosti postupně dostáváme ekvivalentńı rovnosti:

|
−→
AX|2 + |

−→
BA|2 − |

−−→
CX|2 − |

−→
CB|2 = 0 ,

|
−→
AC +

−−→
CX|2 + |

−→
BC +

−→
CA|2 − |

−−→
CX|2 − |

−→
CB|2 = 0 ,

2|
−→
AC|2 + 2

〈−→
AC,
−−→
CX

〉
+ 2
〈−→
BC,

−→
CA
〉

= 0 ,

2
〈−→
AC,
−→
AC +

−−→
CX −

−→
BC

〉
= 0 ,

〈C −A,C −A+X − C − C +B〉 = 0 ,

〈C −A,X − C −A+B〉 = 0 .

Položme B0 = C + A − B. Pak C − B = B0 − A, tedy bod B0 doplňuje trojúhelńık ABC
na rovnoběžńık ABCB0 (vybarvený na obrázku). Posledńı ze série ekvivalentńıch rovnost́ı je
vyjádřeńım vztahu C − A ⊥ X − B0. Zjistili jsme, že prvńı rovnost v (3.27) plat́ı, právě když
bod X lež́ı na kolmici k př́ımce AC vedené bodem B0.

Cyklickou záměnou vrchol̊u A, B, C dostáváme, že druhá rovnost v (3.27) plat́ı právě tehdy,
když bod X lež́ı na kolmici k př́ımce BC vedené bodem A0 = B +C −A. Hledaný bod X tedy
existuje, je jediný a geometricky představuje ortocentrum trojúhelńıku A0B0C0, jehož středy
stran jsou dané body A, B, C.

Úloha 3.2.24: Úhlopř́ıčky AC a BD konvexńıho čtyřúhelńıku ABCD se prot́ınaj́ı v bodě O.
Ukažte, že rovnost

|AB|2 + |BC|2 + |CD|2 + |DA|2 = 2(|AO|2 + |BO|2 + |CO|2 + |DO|2)

plat́ı právě tehdy, když úhlopř́ıčky jsou navzájem kolmé nebo když bod O je středem alespoň jedné
z nich.55

55[eng–97], str. 299, úloha 18.
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Řešeńı:
Na zkoumanou rovnost budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:

2|
−→
AO|2 + 2|

−→
BO|2 + 2|

−→
CO|2 + 2|

−→
DO|2 − |

−→
AB|2 − |

−→
BC|2 − |

−→
CD|2 − |

−→
DA|2 = 0 ⇔

⇔ 2|
−→
AO|2 + 2|

−→
BO|2 + 2|

−→
CO|2 + 2|

−→
DO|2 − |

−→
AO +

−→
OB|2−

−|
−→
BO +

−→
OC|2 − |

−→
CO +

−→
OD|2 − |

−→
DO +

−→
OA|2 = 0 ⇔

⇔ 2
〈−→
OB,

−→
OA
〉

+ 2
〈−→
OC,

−→
OB

〉
+ 2
〈−→
OD,

−→
OC
〉

+ 2
〈−→
OA,
−→
OD

〉
= 0 ⇔

⇔
〈−→
OB,

−→
OA+

−→
OC
〉

+
〈−→
OD,

−→
OA+

−→
OC
〉

= 0 ⇔

⇔
〈−→
OB +

−→
OD,

−→
OA+

−→
OC
〉

= 0 .

Neńı-li bodO ani střed AC, ani středBD, posledńı rovnost je splněna právě tehdy, když nenulové
vektory 1

2(A+C)−O a 1
2(B+D)−O jsou navzájem kolmé. Protože tyto vektory jsou směrovými

vektory úhlopř́ıček AC a BD, jde skutečně o podmı́nku AC ⊥ BD.

Úloha 3.2.25: V prostoru jsou dány libovolné dva trojúhelńıky ABC a KLM . Přemı́st́ıme-li
je tak, aby splynula jejich těžǐstě, pak součet všech dev́ıti hodnot |XY |2, kde X ∈ {A,B,C} a
Y ∈ {K,L,M}, nebude záviset na tom, v jaké vzájemné poloze přitom přemı́stěné trojúhelńıky
budou. Dokažte.56

Řešeńı:
Označme T společné těžǐstě trojúhelńık̊u ABC a KLM (po jejich přesunut́ı), pak plat́ı

−→
AT +

−→
BT +

−→
CT = ~o a

−→
KT +

−→
LT +

−−→
MT = ~o . (3.28)

S využit́ım vektor̊u a skalárńıho součinu vypočtěme nejprve součet tř́ı trojic vzdálenost́ı

|AK|2 + |BL|2 + |CM |2 =
∣∣−→AT +

−→
TK

∣∣2 +
∣∣−→BT +

−→
TL
∣∣2 +

∣∣−→CT +
−−→
TM

∣∣2 =

= |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + |KT |2 + |LT |2 + |MT |2 + 2
〈−→
AT,
−→
TK

〉
+ 2
〈−→
BT,
−→
TL
〉

+ 2
〈−→
CT,
−−→
TM

〉
,

56[bom–96], str. 111, úloha 9.6, řešeńı str. 114.
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analogicky pak

|AL|2 + |BM |2 + |CK|2 = |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + |KT |2 + |LT |2 + |MT |2+

+2
〈−→
AT,
−→
TL
〉

+ 2
〈−→
BT,
−−→
TM

〉
+ 2
〈−→
CT,
−→
TK

〉
,

|AM |2 + |BK|2 + |CL|2 = |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + |KT |2 + |LT |2 + |MT |2+

+2
〈−→
AT,
−−→
TM

〉
+ 2
〈−→
BT,
−→
TK

〉
+ 2
〈−→
CT,
−→
TL
〉
.

Sečteńım odvozených tř́ı rovnost́ı dostáváme pro celkový součet S všech dev́ıti hodnot |XY |2
ze zadáńı vyjádřeńı

S = |AK|2 + |BL|2 + |CM |2 + |AL|2 + |BM |2 + |CK|2 + |AM |2 + |BK|2 + |CL|2 =

= 3(|AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + |KT |2 + |LT |2 + |MT |2) + 2
〈−→
AT,
−→
TK +

−→
TL+

−−→
TM

〉
+

+2
〈−→
BT,
−→
TK +

−→
TL+

−−→
TM

〉
+ 2
〈−→
CT,
−→
TK +

−→
TL+

−−→
TM

〉
,

které se užit́ım druhé z rovnost́ı (3.28) zjednoduš́ı na

S = 3(|AT |2 + |BT |2 + |CT |2 + |KT |2 + |LT |2 + |MT |2) .

Tato hodnota je pro bod T v roli společného těžǐstě obou trojúhelńık̊u nezávislá na zp̊usobu,
jak je kolem pevného bodu T v prostoru pootoč́ıme, což jsme měli dokázat.

Úloha 3.2.26: Necht’ ABCD je čtyřstěn, ve kterém těžnice vycházej́ıćı z bodu A v trojúhelńı-
ćıch ABC, ABD, ACD jsou navzájem kolmé. Dokažte, že všechny tři hrany dotyčného čtyřstěnu
vycházej́ıćı z bodu A jsou stejně dlouhé.57

Řešeńı:
Označme vektory ~b =

−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−→
AD a vektory odpov́ıdaj́ıćı těžnićım z bodu A

v trojúhelńıćıch ABC, ABD, ACD označme postupně ~t1, ~t2, ~t3. Pro tyto vektory plat́ı

~t1 =
1
2

(~b+ ~c ) , ~t2 =
1
2

(~b+ ~d ) , ~t3 =
1
2

(~c+ ~d ) .

57[bech–04], str. 99–100, úloha 5.
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Protože jsou těžnice navzájem kolmé, je skalárńı součin každých dvou z vektor̊u ~t1, ~t2, ~t3 roven
nule, což po dosazeńı vede k rovnostem

〈~t1,~t2〉 =
1
4
〈~b+ ~c,~b+ ~d 〉 =

1
4

(
|~b|2 + 〈~b, ~d 〉+ 〈~b,~c 〉+ 〈~c, ~d 〉

)
= 0 ,

〈~t1,~t3〉 =
1
4
〈~b+ ~c,~c+ ~d 〉 =

1
4

(
|~c |2 + 〈~b, ~d 〉+ 〈~b,~c 〉+ 〈~c, ~d 〉

)
= 0 ,

〈~t2,~t3〉 =
1
4
〈~b+ ~d,~c+ ~d 〉 =

1
4

(
|~d |2 + 〈~b, ~d 〉+ 〈~b,~c 〉+ 〈~c, ~d 〉

)
= 0 .

Odtud již vid́ıme, že |~b| = |~c | = |~d |, což jsme měli dokázat. Dodejme ještě, že tvrzeńı úlohy
nelze obrátit: Z rovnost́ı |~b| = |~c | = |~d | plyne pouze, že skalárńı součiny každých dvou z vektor̊u
~t1, ~t2, ~t3 maj́ı stejnou (ne nutně nulovou) hodnotu.

Úloha 3.2.27: Necht’ M , N , P , Q jsou po řadě středy hran AB, CD, AC, BD čtyřstěnu ABCD.
Necht’ úsečka MN je kolmá na AB i CD a úsečka PQ je kolmá na AC i BD. Dokažte, že pak
plat́ı |AB| = |CD|, |BC| = |DA|, |AC| = |BD|.58

Řešeńı:
Označme vektory ~b =

−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−→
AD. Pro středy M , N , P , Q hran AB, CD, AC, BD

plat́ı:

M =
1
2

(A+B) , N =
1
2

(C +D) , P =
1
2

(A+ C) , Q =
1
2

(B +D) ,

odtud pro vektory
−−→
MN a

−→
PQ dostáváme:

−−→
MN =

1
2

(C +D −A−B) =
1
2

(−~b+ ~c+ ~d ) ,
−→
PQ =

1
2

(B +D −A− C) =
1
2

(~b− ~c+ ~d ) .

Podle zadáńı je MN ⊥ AB a MN ⊥ CD, a tedy skalárńı součiny odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u jsou
nulové:

0 =
〈−−→
MN,

−→
AB
〉

=
1
2
〈−~b+ ~c+ ~d,~b 〉 =

1
2

(
−|~b|2 + 〈~b,~c 〉+ 〈~b, ~d 〉

)
,

58[bech–04], str. 43, úloha 3.

158



0 =
〈−−→
MN,

−→
CD

〉
=

1
2
〈−~b+ ~c+ ~d,−~c+ ~d 〉 =

1
2

(
−|~c |2 + |~d |2 + 〈~b,~c 〉 − 〈~b, ~d 〉

)
.

Sečteńım obou rovnost́ı dostaneme, že

|~d |2 = |~b− ~c |2 , neboli |AD| = |BC| ,

jejich odečteńım pak obdrž́ıme

|~c |2 = |~b− ~d |2 , neboli |AC| = |BD| .

Využit́ım podmı́nky ze zadáńı, že PQ ⊥ AC a PQ ⊥ BD dostaneme analogickým postupem
třet́ı z dokazovaných rovnost́ı |AB| = |CD| (spolu s již dokázanou rovnost́ı |AD| = |BC|).

Úloha 3.2.28: Těžǐstě čtyřstěnu ABCD má stejnou vzdálenost od jeho vrchol̊u A a B. Dokažte
rovnost 59

|AC|2 + |AD|2 = |BC|2 + |BD|2 .

Řešeńı:
Dokazovanou rovnost přeṕı̌seme do tvaru

|AC|2 + |AD|2 − |BC|2 − |BD|2 = 0 . (3.29)

Těžǐstě T čtyřstěnu ABCD má tu vlastnost, že pro vektory

~a =
−→
TA , ~b =

−→
TB , ~c =

−→
TC , ~d =

−→
TD

plat́ı
~a+~b+ ~c+ ~d = ~o , |~a| = |~b| (3.30)

(druhá rovnost je podmı́nkou zadáńı úlohy). Nyńı uprav́ıme levou stranu rovnosti (3.29) s vyu-
žit́ım (3.30):

|AC|2 + |AD|2 − |BC|2 − |BD|2 = |~c− ~a|2 + |~d− ~a|2 − |~c−~b|2 − |~d−~b|2 =

= |~a|2 + |~c |2 − 2〈~a,~c 〉+ |~a|2 + |~d |2 − 2〈~a, ~d 〉 − |~b|2 − |~c |2 + 2〈~b,~c 〉 − |~b|2 − |~d |2 + 2〈~b, ~d 〉 =

= 2〈~b,~c+ ~d 〉 − 2〈~a,~c+ ~d 〉 = 2〈~b− ~a,~c+ ~d 〉 = 2〈~b− ~a,−~a−~b 〉 = −2〈~b− ~a,~b+ ~a〉 = 0 ,

přičemž posledńı rovnost plat́ı podle vztahu (3.1) s ohledem na druhou z rovnost́ı (3.30).

Úloha 3.2.29: Vyjádřete vzdálenost hlavńıho vrcholu V od těžǐstě T základny ABC trojbokého
jehlanu ABCV pomoćı součt̊u

P = |AB|2 + |AC|2 + |BC|2 , Q = |AV |2 + |BV |2 + |CV |2 ,

pro něž pak dokažte nerovnost P < 3Q.60

59[jur–96], str. 102, úloha 3.16.
60[jur–96], str. 101, úloha 3.12.

159



Řešeńı:
Pro těžǐstě T trojúhelńıku ABC plat́ı T = 1

3(A+B + C), odtud plyne vektorová rovnost

−→
V T =

1
3

(−→
V A+

−→
V B +

−→
V C

)
.

Pro vzdálenost vrcholu V od těžǐstě T tak źıskáme vyjádřeńı

|V T |2 =
1
9

∣∣−→V A+
−→
V B +

−→
V C

∣∣2 =

=
1
9

(
|AV |2 + |BV |2 + |CV |2 + 2

〈−→
V A,
−→
V B

〉
+ 2
〈−→
V A,
−→
V C

〉
+ 2
〈−→
V B,

−→
V C

〉)
=

=
1
9

(
Q+ 2

〈−→
V A,
−→
V B

〉
+ 2
〈−→
V A,
−→
V C

〉
+ 2
〈−→
V B,

−→
V C

〉)
.

Pro součet P užit́ım skalárńıho součinu dostáváme

P =
∣∣−→V A−−→V B∣∣2 +

∣∣−→V A−−→V C∣∣2 +
∣∣−→V B −−→V C∣∣2 = 2|AV |2 + 2|BV |2 + 2|CV |2−

−2
〈−→
V A,

−→
V B

〉
− 2
〈−→
V A,
−→
V C

〉
− 2
〈−→
V B,

−→
V C

〉
,

odtud pak
2
〈−→
V A,

−→
V B

〉
+ 2
〈−→
V A,
−→
V C

〉
+ 2
〈−→
V B,

−→
V C

〉
= 2Q− P .

Dosazeńım do odvozené rovnosti pro |V T |2 tak obdrž́ıme

|V T |2 =
1
9

(Q+ 2Q− P ) , neboli |V T | = 1
3

√
3Q− P ,

což je hledané vyjádřeńı, z něhož také plyne nerovnost P < 3Q, nebot’ |V T | > 0.

Úloha 3.2.30: Kulová plocha vepsaná do čtyřstěnu se dotýká všech čtyř stěn v jejich těžǐst́ıch.
Dokažte, že čtyřstěn je pravidelný.61

Řešeńı:
Necht’ O je střed kulové plochy vepsané do čtyřstěnu ABCD. Označme vektory ~a =

−→
OA,~b =

−→
OB,

~c =
−→
OC, ~d =

−→
OD. Necht’ T je těžǐstě stěny ABC, pak pro vektor ~t =

−→
OT plat́ı

~t =
1
3

(~a+~b+ ~c ) .

Podle zadáńı |~t | = r, kde r je poloměr dané vepsané kulové plochy. Odtud

〈3~t,~a+~b+ ~c 〉 = |~a+~b+ ~c |2 = |3~t |2 = 9r2,

neboli
〈~t,~a〉+ 〈~t,~b 〉+ 〈~t,~c 〉 = 3r2. (3.31)

61[mur–88], str. 63–64, úloha S.G./2(1972/2).
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Podle zadáńı je těžǐstě T bodem dotyku vepsané kulové plochy, vektor ~t je tedy kolmý na rovinu
ABC, a tedy na každou př́ımku této roviny, odtud

〈~t,~a−~b 〉 = 〈~t,~b− ~c 〉 = 0 neboli 〈~t,~a〉 = 〈~t,~b 〉 = 〈~t,~c 〉 .

Z posledńı rovnosti a z rovnosti (3.31) plyne 〈~t,~a〉 = 〈~t,~b 〉 = 〈~t,~c 〉 = r2, což po vynásobeńı
třemi a dosazeńı za vektor ~t můžeme zapsat ve tvaru

3r2 = 〈~a+~b+ ~c,~a〉 = 〈~a+~b+ ~c,~b 〉 = 〈~a+~b+ ~c,~c 〉 . (3.32)

Analogický výsledek obdrž́ıme pro zbývaj́ıćı stěny ABD, ACD a BCD :

3r2 = 〈~a+~b+ ~d,~a〉 = 〈~a+~b+ ~d,~b 〉 = 〈~a+~b+ ~d, ~d 〉 , (3.33)

3r2 = 〈~a+ ~c+ ~d,~a〉 = 〈~a+ ~c+ ~d,~c 〉 = 〈~a+ ~c+ ~d, ~d 〉 , (3.34)

3r2 = 〈~b+ ~c+ ~d,~b 〉 = 〈~b+ ~c+ ~d,~c 〉 = 〈~b+ ~c+ ~d, ~d 〉 . (3.35)

Z prvńıch rovnost́ı v (3.32) a (3.33) dostaneme 〈~a,~c 〉 = 〈~a, ~d 〉; podobně pak z daľśıch d̊usledk̊u
(3.32) – (3.35) obdrž́ıme, že hodnoty všech skalárńıch součin̊u dvou r̊uzných vektor̊u z {~a,~b,~c, ~d }
maj́ı tutéž hodnotu, kterou označ́ıme jako λ :

〈~a,~b 〉 = 〈~a,~c 〉 = 〈~a, ~d 〉 = 〈~b,~c 〉 = 〈~b, ~d 〉 = 〈~c, ~d 〉 = λ .

Nyńı z (3.32) vyjádř́ıme

|~a|2 + 〈~a,~b 〉+ 〈~a,~c 〉 = 3r2 , neboli |~a|2 = 3r2 − 2λ ,

podobně pak odvod́ıme dohromady

|~a|2 = |~b|2 = |~c |2 = |~d |2 = 3r2 − 2λ .

Pro druhou mocninu délky hrany AB tud́ıž plat́ı

|AB|2 = |~b− ~a|2 = |~a|2 + |~b|2 − 2〈~a,~b 〉 = 6r2 − 6λ ,

stejně jako pro ostatńı hrany obdrž́ıme:

|AC|2 = |AD|2 = |BC|2 = |BD|2 = |CD|2 = 6r2 − 6λ .

Čtyřstěn ABCD je tedy pravidelný, jak jsme měli dokázat.

Úloha 3.2.31: Určete poloměr kulové plochy S, která procháźı těžǐsti všech stěn daného čtyř-
stěnu vepsaného do jednotkové koule se středem O. Určete také vzdálenost středu O od středu
kulové plochy S v závislosti na délkách hran daného čtyřstěnu.62

62[dju–06], str. 191, úloha 9, IMO 1985.
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Řešeńı:
Ve zkoumaném čtyřstěnu ABCD pro vektory

~a =
−→
OA , ~b =

−→
OB , ~c =

−→
OC , ~d =

−→
OD

podle zadáńı plat́ı |~a| = |~b | = |~c | = |~d | = 1. Těžǐstě T1, T2, T3, T4 po řadě stěn BCD, ACD,
ABD a ABC maj́ı vyjádřeńı

−−→
OT1 =

1
3

(~b+ ~c+ ~d ) ,
−−→
OT2 =

1
3

(~a+ ~c+ ~d ) ,

−−→
OT3 =

1
3

(~a+~b+ ~d ) ,
−−→
OT4 =

1
3

(~a+~b+ ~c ) .

Uvažujme nyńı bod P , pro který plat́ı
−→
OP = 1

3(~a+~b+ ~c+ ~d ), pak

−−→
T1P =

1
3
~a ,

−−→
T2P =

1
3
~b ,

−−→
T3P =

1
3
~c ,

−−→
T4P =

1
3
~d .

Body T1, T2, T3, T4 maj́ı od bodu P vzdálenost |
−−→
T1P | = |

−−→
T2P | = |

−−→
T3P | = |

−−→
T4P | = 1

3 , bod P je
tedy středem kulové plochy S ze zadáńı úlohy a jej́ı hledaný poloměr je 1

3 .

Nyńı najdeme vzdálenost bod̊u O a P jako velikost vektoru
−→
OP :

|
−→
OP |2 =

1
9
|~a+~b+ ~c+ ~d |2 =

1
9

(
4 + 2〈~a,~b 〉+ 2〈~a,~c 〉+ 2〈~a, ~d 〉+ 2〈~b,~c 〉+ 2〈~b, ~d 〉+ 2〈~c, ~d 〉

)
.

Pro velikost hrany AB plat́ı

|AB|2 = |~b− ~a|2 = 2− 2〈~a,~b 〉 , odtud 2〈~a,~b 〉 = 2− |AB|2 ,

analogicky

2〈~a,~c 〉 = 2− |AC|2 , 2〈~a, ~d 〉 = 2− |AD|2 , 2〈~b,~c 〉 = 2− |BC|2 ,

2〈~b, ~d 〉 = 2− |BD|2 , 2〈~c, ~d 〉 = 2− |CD|2 .

Po dosazeńı do vyjádřeńı |
−→
OP |2 a odmocněńı dostaneme hledanou vzdálenost

|OP | = 1
3

√
16− (|AB|2 + |AC|2 + |AD|2 + |BC|2 + |BD|2 + |CD|2) .

Úloha 3.2.32: Ve vnitřńı oblasti kulové plochy k(O, r) je dán bod P . Tři navzájem kolmé
polopř́ımky vedené z bodu P prot́ınaj́ı kulovou plochu k v bodech A, B, C. Označme Q ten vrchol
kvádru s hranami PA, PB, PC, který s bodem P určuje jeho tělesovou úhlopř́ıčku PQ. Dokažte,
že pro všechny uvažované trojice navzájem kolmých polopř́ımek PA, PB, PC má bod Q od stře-
du O tutéž vzdálenost.63

63[eng–97], str. 299, úloha 24.
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Řešeńı:
Podobně jako v Úloze 3.2.18 dokážeme tentokrát pro libovolné tři body A ,B, C ∈ k implikaci

PA ⊥ PB ∧ PA ⊥ PC ∧ PB ⊥ PC ⇒ |OP |2 + |OQ|2 = 3r2 − p2 .

Označme ~p =
−→
OP a |~p | = p, ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC. Pak |~a| = |~b| = |~c | = r a z rovnosti

−→
PQ =

−→
PA+

−→
PB +

−→
PC plyne

−→
OQ =

−→
OP +

−→
PQ = ~a+~b+ ~c− 2~p. Odtud

|OP |2 + |OQ|2 = |~p |2 + |~a+~b+ ~c− 2~p |2 = |~p |2 + |(~a− ~p) + (~b− ~p) + (~c− ~p) + ~p |2 =

= |~p |2 + |~a−~p |2 + |~b−~p |2 + |~c−~p |2 + |~p |2 +2〈~a−~p, ~p 〉+2〈~b−~p, ~p 〉+2〈~c−~p, ~p 〉+2〈~a−~p,~b−~p 〉+
+2〈~a−~p,~c−~p 〉+2〈~b−~p,~c−~p 〉 = 2|~p |2 + |~a|2 + |~p |2−2〈~a, ~p 〉+ |~b|2 + |~p |2−2〈~b, ~p 〉+ |~c |2 + |~p |2−
−2〈~c, ~p 〉+ 2〈~a, ~p 〉 − 2|~p |2 + 2〈~b, ~p 〉 − 2|~p |2 + 2〈~c, ~p 〉 − 2|~p |2 + 2〈~a− ~p,~b− ~p 〉+ 2〈~a− ~p,~c− ~p 〉+

+2〈~b− ~p,~c− ~p 〉 = 3r2 − p2 + 2〈~a− ~p,~b− ~p 〉+ 2〈~a− ~p,~c− ~p 〉+ 2〈~b− ~p,~c− ~p 〉 ,
takže plat́ı ekvivalence

|OP |2 + |OQ|2 = 3r2 − p2 ⇔ 2〈~a− ~p,~b− ~p 〉+ 2〈~a− ~p,~c− ~p 〉+ 2〈~b− ~p,~c− ~p 〉 = 0 ,

přičemž rovnost napravo bude jistě splněna, budou-li navzájem kolmé vektory ~a − ~p =
−→
PA,

~b − ~p =
−→
PB a ~c − ~p =

−→
PC (opačná implikace zřejmě platit nemuśı). T́ım je implikace z úvodu

našeho řešeńı dokázána. Plyne z ńı, že za podmı́nek ze zadáńı úlohy plat́ı |OQ|2 = 3r2 − 2p2,
tedy bod Q má od středu O fixńı vzdálenost

√
3r2 − 2p2, kde p = |OP |.

V druhé části tohoto paragrafu uvedeme úlohy, které pro výpočet délek a vzdálenost́ı využ́ıvaj́ı
d̊usledku (1.5) Definice 1.2.3 odchylky ϕ dvou nenulových vektor̊u ~u, ~v :

〈~u,~v〉 = |~u| · |~v| · cosϕ .

Jak v́ıme, tento vztah je vlastně vektorovým ekvivalentem kosinové věty o délce strany BC

v trojúhelńıku ABC s vektory stran ~u =
−→
AB a ~v =

−→
AC.

Úloha 3.2.33: Dvě protilehlé strany daného konvexńıho čtyřúhelńıku maj́ı délky a, c a úhel
mezi r̊uznoběžnými př́ımkami těchto dvou stran, v němž tento čtyřúhelńık lež́ı, má velikost ϕ.
Vypočtěte vzdálenost střed̊u dvou zbývaj́ıćıch stran tohoto čtyřúhelńıku.64

64[eng–97], str. 299, úloha 21.
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Řešeńı:
Označeńı zkoumaného čtyřúhelńıku zvolme jako na obrázku. Pro středy M a N stran BC, resp.
DA plat́ı

M =
1
2

(B + C) , N =
1
2

(A+D) .

Z vyjádřeńı vektoru
−−→
MN

−−→
MN = N −M =

1
2

(A+D)− 1
2

(B + C) =
1
2

(A−B) +
1
2

(D − C)

urč́ıme jeho velikost takto:

|
−−→
MN |2 = 〈

−−→
MN,

−−→
MN〉 =

1
4

(
|
−→
AB|2 + |

−→
CD|2 + 2〈

−→
BA,

−→
CD〉

)
=

1
4

(a2 + c2 + 2ac cosϕ) =

=
(

1
2

√
a2 + c2 + 2ac cosϕ

)2

.

Délka úsečky MN je tedy 1
2

√
a2 + c2 + 2ac cosϕ.

Úloha 3.2.34: Pro délky hran čtyřstěnu ABCD plat́ı |AD| = |BC| = a, |BD| = |AC| = b a
|CD| = |AB| = c. Necht’ D1, B1 jsou po řadě těžǐstě trojúhelńık̊u ABC a ADC. Dokažte, že
pokud DD1 ⊥ BB1, pak a2 + c2 = 3b2.65

Řešeńı:
Pro těžǐstě D1, B1 trojúhelńık̊u ABC a ADC plat́ı

D1 =
1
3

(A+B + C) , B1 =
1
3

(A+D + C) .

Předpokládejme, že plat́ı DD1 ⊥ BB1, a odvozujme d̊usledky:

〈D1 −D,B1 −B〉 = 0 ⇒ 〈A+B + C − 3D,A+ C +D − 3B〉 = 0 ⇒
65[eng–97], str. 299, úloha 19.
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〈
(A−D) + (B −D) + (C −D), (A−D) + (C −D)− 3(B −D)

〉
= 0 ⇒

a2 + c2 − 3b2 + 2ac cosβ − 2ab cos γ − 2bc cosα = 0 ,

kde β = ^ADC, γ = ^ADB a α = ^BDC. Do této rovnosti dosad́ıme vyjádřeńı

2ac cosβ = a2 + c2 − b2, 2ab cos γ = a2 + b2 − c2, 2bc cosα = b2 + c2 − a2

plynoućı z kosinové věty pro trojúhelńıky ADC, ADB a BDC. Po dosazeńı dostaneme:

a2 + c2 − 3b2 + (a2 + c2 − b2)− (b2 + c2 − a2)− (a2 + b2 − c2) = 2(a2 + c2 − 3b2) = 0 .

Posledńı rovnost je ekvivalentńı s rovnost́ı a2 + c2 = 3b2 ze zadáńı úlohy.

Úloha 3.2.35: Dokažte, že pro libovolný bod M kružnice opsané rovnostrannému trojúhelńıku
ABC má součet

|MA|n + |MB|n + |MC|n

tutéž hodnotu, je-li a) n = 2, b) n = 4.66

Řešeńı:

• n = 2
Označ́ıme r poloměr kružnice opsané rovnostrannému trojúhelńıku ABC a O jej́ı střed.
Nejprve si vyjádř́ıme druhou mocninu velikosti vektoru

−−→
MA :∣∣−−→MA

∣∣2 = |A−O +O −M |2 = |
−−→
OM |2 + |

−→
OA|2 + 2〈A−O,O −M〉 =

= 2r2 − 2〈
−−→
OM,

−→
OA〉 .

Analogicky plat́ı∣∣−−→MB
∣∣2 = 2r2 − 2〈

−−→
OM,

−→
OB〉 ,

∣∣−−→MC
∣∣2 = 2r2 − 2〈

−−→
OM,

−→
OC〉 .

66[eng–97], str. 298, úloha 5 pro n = 2; [pra–86], str. 100–101, úloha 5.7 pro n = 2, 4.
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Sečteńım těchto rovnost́ı a s využit́ım faktu, že
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC = ~o, dostaneme∣∣−−→MA

∣∣2 +
∣∣−−→MB

∣∣2 +
∣∣−−→MC

∣∣2 = 6r2 − 2〈
−−→
OM,

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC〉 = 6r2 .

Tato hodnota nezáviśı na volbě bodu M .67

• n = 4
Označ́ıme ṕısmenem s součet

s = |MA|4 + |MB|4 + |MC|4 .

S využit́ım rovnost́ı z prvńı části řešeńı dostáváme

s = 4r4 + 4
〈−−→
OM,

−→
OA
〉2 − 8r2

〈−−→
OM,

−→
OA
〉

+ 4r4 + 4
〈−−→
OM,

−→
OB

〉2−
−8r2

〈−−→
OM,

−→
OB

〉
+ 4r4 + 4

〈−−→
OM,

−→
OC
〉2 − 8r2

〈−−→
OM,

−→
OC
〉

=

= 12r4 − 8r2
〈−−→
OM,

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC
〉

+ 4
〈−−→
OM,

−→
OA
〉2 + 4

〈−−→
OM,

−→
OB

〉2 + 4
〈−−→
OM,

−→
OC
〉2 =

= 12r4 + 4
〈−−→
OM,

−→
OA
〉2 + 4

〈−−→
OM,

−→
OB

〉2 + 4
〈−−→
OM,

−→
OC
〉2
.

(Využili jsme rovnost
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC = −→o .)

S ohledem na symetrii předpokládejme, že bod M lež́ı jako na obrázku na kratš́ım ob-
louku AC, a označme |^AOM | = ϕ. Protože úhly mezi jednotlivými vektory

−→
OA,

−→
OB

a
−→
OC jsou rovny 2π

3 , plat́ı rovnosti |^BOM | = ϕ + 2π
3 a |^COM | = ϕ + 4π

3 . Po jejich
dosazeńı do základńıho vztahu pro skalárńı součin dvou vektor̊u obdrž́ıme〈−−→

OM,
−→
OA
〉2 = (r · r cosϕ)2 = r4 · 1 + cos 2ϕ

2
,

〈−−→
OM,

−→
OB

〉2 =
(
r · r cos

(
ϕ+

2π
3

))2

= r4 ·
1 + cos

(
2ϕ+ 4π

3

)
2

,

〈−−→
OM,

−→
OC
〉2 =

(
r · r cos

(
ϕ+

4π
3

))2

= r4 ·
1 + cos

(
2ϕ+ 8π

3

)
2

.

Dosazeńım do dř́ıve odvozené rovnosti dostáváme

s = 12r4 + 4r4 ·
3 + cos 2ϕ+ cos

(
2ϕ− 2π

3

)
+ cos

(
2ϕ+ 2π

3

)
2

=

= 12r4 + 6r4 + 2r4
(

cos 2ϕ+ 2 cos 2ϕ cos
2π
3

)
= 12r4 + 6r4 = 18r4 .

Zkoumaný součet je roven 18r4, což je hodnota, která nezáviśı na volbě bodu M , jak jsme
měli dokázat.

67Tento výsledek plyne i ze vzorce z Poznámky za př́ıkladem 3.2.21, nebot’ v rovnostranném trojúhelńıku splývá
střed kružnice opsané s těžǐstěm.
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Úloha 3.2.36: Dokažte, že pro libovolný bod P kružnice opsané čtverci ABCD má součet

|PA|n + |PB|n + |PC|n + |PD|n

tutéž hodnotu, je-li a) n = 2, b) n = 4, c) n = 6.68

Řešeńı:

• n = 2
Označ́ıme r poloměr kružnice opsané čtverci ABCD a O jej́ı střed. Nejprve vektorově
vyjádř́ıme druhou mocninu délky úsečky PA :∣∣−→PA∣∣2 = |P −A|2 = (P −O +O −A)2 = |

−→
OP |2 + |

−→
AO|2 + 2〈P −O,O −A〉 =

= 2r2 − 2〈
−→
OP,

−→
OA〉 ,

analogicky∣∣−→PB∣∣2 = 2r2 − 2〈
−→
OP,

−→
OB〉 ,

∣∣−→PC∣∣2 = 2r2 − 2〈
−→
OP,

−→
OC〉 ,

∣∣−→PD∣∣2 = 2r2 − 2〈
−→
OP,

−→
OD〉 .

Sečteńım těchto rovnost́ı s ohledem na
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD = ~o dostaneme∣∣−→PA∣∣2 +

∣∣−→PB∣∣2 +
∣∣−→PC∣∣2 +

∣∣−→PD∣∣2 = 8r2 − 2〈
−→
OP,

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD〉 = 8r2 .

Tato hodnota nezáviśı na volbě bodu P , jak jsme měli dokázat.

• n = 4
Označme ṕısmenem s součet

s = |PA|4 + |PB|4 + |PC|4 + |PD|4 .

S ohledem na symetrii předpokládejme, že jako na obrázku bod P lež́ı na kratš́ım ob-
louku AB, a označme |^AOP | = ϕ. Protože úhly mezi jednotlivými vektory

−→
OA,

−→
OB,

−→
OC

68[eng–97], str. 298, úloha 6.
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a
−→
OD jsou rovny π

2 , plat́ı rovnosti |^BOP | = π
2 −ϕ, |^COP | = π−ϕ a |^DOP | = π

2 +ϕ,
podle kterých stejně jako v př́ıpadě n = 2 dostáváme vyjádřeńı∣∣−→PA∣∣2 =2r2 − 2〈

−→
OP,

−→
OA〉 = 2r2 − 2r2 cosϕ ,∣∣−→PB∣∣2 =2r2 − 2〈

−→
OP,

−→
OB〉 =2r2 − 2r2 cos(

π

2
− ϕ) ,∣∣−→PC∣∣2 =2r2 − 2〈

−→
OP,

−→
OC〉 = 2r2 − 2r2 cos(π − ϕ) ,∣∣−→PD∣∣2 =2r2 − 2〈

−→
OP,

−→
OD〉 =2r2 − 2r2 cos(

π

2
+ ϕ) .

Umocněńım těchto rovnost́ı na druhou a dosazeńım do součtu s dostaneme

s = 16r4 + 4r4
(

cos2 ϕ+ cos2(π − ϕ) + cos2(
π

2
− ϕ) + cos2(

π

2
+ ϕ)

)
−

−8r4
(

cosϕ+ cos(π − ϕ) + cos(
π

2
− ϕ) + cos(

π

2
+ ϕ)

)
.

Protože plat́ı, že cos(π−ϕ) = − cosϕ, cos(π2−ϕ) = sinϕ a cos(π2 +ϕ) = − sinϕ, dostáváme

s = 16r4 + 4r4
(
cos2 ϕ+ cos2 ϕ+ sin2 ϕ+ sin2 ϕ)

)
−

−8r4 (cosϕ− cosϕ+ sinϕ− sinϕ)) = 24r4 .

To je hodnota nezávislá na volbě bodu P .

• n = 6
Označme ṕısmenem S součet

S = |PA|6 + |PB|6 + |PC|6 + |PD|6 .

Při předpokladu a označeńı z předchoźı části umocněńım vyjádřeńı |
−→
PA|2 = 2r2−2r2 cosϕ

na třet́ı dostáváme∣∣−→PA∣∣6 = 8r6 − 3 · 4r4 · 2r2 cosϕ+ 3 · 2r24r4 cos2 ϕ− 8r6 cos3 ϕ =

= 8r6 − 24r6 cosϕ+ 24r6 cos2 ϕ− 8r6 cos3 ϕ ,

analogicky ∣∣−→PB∣∣6 = 8r6 − 24r6 sinϕ+ 24r6 sin2 ϕ− 8r6 sin3 ϕ ,∣∣−→PC∣∣6 = 8r6 + 24r6 cosϕ+ 24r6 cos2 ϕ+ 8r6 cos3 ϕ ,∣∣−→PD∣∣6 = 8r6 + 24r6 sinϕ+ 24r6 sin2 ϕ+ 8r6 sin3 ϕ .

Pro součet S tak vycháźı

S = 32r6 + 24r6(− cosϕ− sinϕ+ cosϕ+ sinϕ) + 24r6(cos2 ϕ+ sin2 ϕ+ cos2 ϕ+ sin2 ϕ)+

+8r6(− cos3 ϕ− sin3 ϕ+ cos3 ϕ+ sin3 ϕ) = 32r6 + 0 + 24r6 2 + 0 = 80r6 .

A to je opět hodnota nezávislá na volbě bodu P .
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Úloha 3.2.37: Dokažte, že pro libovolný bod X kružnice vepsané trojúhelńıku ABC o stranách
a, b, c má součet a|XA|2 + b|XB|2 + c|XC|2 tutéž hodnotu.69

Řešeńı:
Označ́ıme r poloměr kružnice vepsané trojúhelńıku ABC a I jej́ı střed, dále označ́ıme s zkou-
maný součet

s = a|XA|2 + b|XB|2 + c|XC|2 .

Velikost |XA|2 vyjádř́ıme vektorově:

∣∣−→XA∣∣2 =
∣∣−→XI +

−→
IA
∣∣2 =

∣∣−→XI∣∣2 +
∣∣−→IA∣∣2 + 2

〈−→
XI,
−→
IA
〉

= r2 +
∣∣−→IA∣∣2 + 2

〈−→
XI,
−→
IA
〉
,

analogicky

∣∣−−→XB∣∣2 = r2 +
∣∣−→IB∣∣2 + 2

〈−→
XI,
−→
IB
〉

a
∣∣−−→XC∣∣2 = r2 +

∣∣−→IC∣∣2 + 2
〈−→
XI,
−→
IC
〉
.

Pro součet s dostáváme

s = ar2 + a
∣∣−→IA∣∣2 + 2a

〈−→
XI,
−→
IA
〉

+ br2 + b
∣∣−→IB∣∣2 + 2b

〈−→
XI,
−→
IB
〉

+ cr2 + c
∣∣−→IC∣∣2 + 2c

〈−→
XI,
−→
IC
〉

=

= r2(a+ b+ c) + a
∣∣−→IA∣∣2 + b

∣∣−→IB∣∣2 + c
∣∣−→IC∣∣2 + 2

〈−→
XI, a

−→
OA+ b

−→
IB + c

−→
IC
〉
.

Podle části 2 Př́ıkladu 3.1.21 plat́ı, že a
−→
IA+ b

−→
IB + c

−→
IC = ~o, a tedy

s = r2(a+ b+ c) + a
∣∣−→IA∣∣2 + b

∣∣−→IB∣∣2 + c
∣∣−→IC∣∣2 ,

což je hodnota, která nezáviśı na volbě bodu X.

69[pra–86], str. 101, úloha 5.10.
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Úloha 3.2.38: Je dán tětivový čtyřúhelńık ABCD. Necht’ bod F je pr̊useč́ık př́ımek AC a BD
a bod E pr̊useč́ık př́ımek AD a BC. Dokažte, že pro vzdálenost střed̊u M , N stran AB, CD
plat́ı vzorec 70

|MN | = |EF |
2
·
∣∣∣∣ |AB||CD|

− |CD|
|AB|

∣∣∣∣ .

Řešeńı:
Označme jednotkové vektory

~ı =
1
|EC|

·
−→
EC , ~ =

1
|ED|

·
−→
ED .

Dále označme γ = |^AEB|, c = |EC|, d = |ED|, pak
−→
EC = c~ı a

−→
ED = d~. Protože ABCD je

čtyřúhelńık vepsaný do kružnice, plat́ı |^ABE| = π − |^ADC| = |^CDE|, takže trojúhelńıky
ABE a CDE jsou podobné, a tedy

|AB|
|CD|

=
|AE|
|CE|

=
|BE|
|DE|

= k ,

kde k je kladné reálné č́ıslo r̊uzné od 1, nebot’ v př́ıpadě |AB| = |CD| by př́ımky AD a BC byly
rovnoběžné (ze shodnosti stř́ıdavých úhl̊u ACB a CAD jakožto obvodových úhl̊u př́ıslušných
shodným oblouk̊um AB a CD opsané kružnice). Proto pro vektory

−→
EA a

−→
EB plat́ı

−→
EA = kc~ ,

−→
EB = kd~ı .

Protože bod F lež́ı na úsečce AC, existuje č́ıslo x ∈ (0, 1) takové, že

−→
EF = x

−→
EA+ (1− x)

−→
EC = xkc~+ (1− x)c~ı ,

protože bod F rovněž lež́ı na úsečce DB, existuje č́ıslo y ∈ (0, 1) takové, že

−→
EF = y

−→
EB + (1− y)

−→
ED = ykd~ı+ (1− y)d~ .

70[gro–02], str. 32–33, úloha 2.
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Protože vektory ~ı, ~ tvoř́ı bázi roviny, je vyjádřeńı vektoru
−→
EF v této bázi jednoznačné a koefi-

cienty v obou vyjádřeńıch se tedy muśı rovnat. Dostáváme tedy soustavu dvou rovnic o dvou
neznámých x a y :

xkc = (1− y)d , ykd = (1− x)c ,

která má s ohledem na k 6= 1 jediné řešeńı

x =
kd− c
c(k2 − 1)

, y =
kc− d
d(k2 − 1)

.

Vektor
−→
EF má tud́ıž vyjádřeńı

−→
EF = k (yd~ı+ xc~ ) =

k

k2 − 1
((kc− d)~ı+ (kd− c)~ )

a pro jeho velikost plat́ı

∣∣−→EF ∣∣2 =
k2

(k2 − 1)2
(
(kd− c)2 + (kc− d)2 + 2(kd− c)(kc− d) cos γ

)
, kde cos γ = 〈~ı,~ 〉 .

Nyńı vyjádř́ıme vektor
−−→
MN a jeho velikost:

−−→
MN =

1
2

(C +D −A−B) =
1
2

(−→
AD +

−→
BC

)
=

1
2

(−→
ED −

−→
EA+

−→
EC −

−→
EB

)
=

=
1
2

(d~− kc~+ c~ı− kd~ı ) =
1
2

((d− kc)~ı+ (c− kd)~ ) ,

∣∣−−→MN
∣∣2 =

1
4
(
(d− kc)2 + (c− kd)2 + 2(d− kc)(c− kd) cos γ

)
.

Dohromady tak dostáváme

|MN |2

|EF |2
=

1
4

(
k2 − 1
k

)2

, neboli |MN | = |EF |
2
·
∣∣∣∣k − 1

k

∣∣∣∣ =
|EF |

2
·
∣∣∣∣ |AB||CD|

− |CD|
|AB|

∣∣∣∣ ,
což je dokazovaná rovnost.

Úloha 3.2.39: Necht’ k1, k2 jsou dvě kružnice, které lež́ı ve vnitřńı oblasti kružnice k tak, že
se j́ı dotýkaj́ı po řadě v bodech M a N . Kromě toho kružnice k1 procháźı středem kružnice k2.
Př́ımka procházej́ıćı dvěma pr̊useč́ıky kružnic k1 a k2 protne kružnici k v bodech A a B. Př́ımky
MA a MB protnou kružnici k1 po řadě v bodech C a D. Dokažte, že př́ımka CD je tečna
ke kružnici k2.71

71[kuc–03], str. 15, úloha 1999/5.
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Řešeńı:
Označme O, O1, O2 po řadě středy kružnic k, k1, k2 a r, r1, r2 jejich poloměry. Necht’ X je
jeden z pr̊useč́ık̊u kružnic k1 a k2. Dále necht’ př́ımky AB a CD prot́ınaj́ı př́ımku O1O2 po řadě
v bodech K a L. Konečně necht’ U a W jsou paty kolmic vedených z bodu O po řadě na př́ımky
O1O2 a AB. Naš́ım ćılem bude dokázat vztahy CD ⊥ O1O2 a L ∈ k2.

Uvažujme nyńı stejnolehlost se středem M a koeficientem r1
r , ve které se kružnice k zobraźı

na kružnici k1, takže se body A,B ∈ k1 zobraźı na body C,D ∈ k2, a proto CD ‖ AB, a tedy i
CD ⊥ O1O2 (nebot’ AB ⊥ O1O2). Prvńı ze dvou potřebných vztah̊u je dokázán.

Druhý vztah L ∈ k2, neboli |O2L| = r2 ověř́ıme výpočtem délky |O2L| založeným na vekto-
rových d̊usledćıch zmı́něné stejnolehlosti. V ńı se střed O zobraźı na střed O1, obrazem př́ımky
OW je tedy př́ımka rovnoběžná s OW a procházej́ıćı bodem O1, to znamená př́ımka O1O2.
Bod W (pr̊useč́ık př́ımek AB a OW ) se proto zobraźı na bod L (pr̊useč́ık př́ımek CD a O1O2).
Dostáváme tak −−→

O1L =
r1
r

−−→
OW =

r1
r

−−→
UK =

r1
r

(−−→
O1K −

−−→
O1U

)
. (3.36)

Body K a U lež́ı na př́ımce O1O2, vektory z pravé strany rovnosti (3.36) proto maj́ı vyjádřeńı
−−→
O1K = k

−−−→
O1O2 ,

−−→
O1U = u

−−−→
O1O2 , (3.37)

pro vhodné reálné koeficienty k, u, které nyńı vyjádř́ıme v závislosti na poloměrech zadaných
kružnic.

Vektory
−−→
KX a

−→
UO jsou oba kolmé na vektor

−−−→
O1O2, takže plat́ı〈−−→

KX,
−−−→
O1O2

〉
= 0 ,

〈−→
UO,

−−−→
O1O2

〉
= 0 ,

odkud spolu s rovnostmi (3.37) dostaneme〈−−→
O1X,

−−−→
O1O2

〉
=
〈−−→
O1K +

−−→
KX,

−−−→
O1O2

〉
= k

〈−−−→
O1O2,

−−−→
O1O2

〉
= kr21 ,

172



〈−−→
O1O,

−−−→
O1O2

〉
=
〈−−→
O1U +

−→
UO,

−−−→
O1O2

〉
= u

〈−−−→
O1O2,

−−−→
O1O2

〉
= ur21 .

Nyńı k určeńı koeficientu k využijeme rovnosti

r22 =
∣∣−−→O2X

∣∣2 =
〈−−→
O1X −

−−−→
O1O2,

−−→
O1X −

−−−→
O1O2

〉
=
∣∣−−→O1X

∣∣2 +
∣∣−−−→O1O2

∣∣2 − 2
〈−−→
O1X,

−−−→
O1O2

〉
=

= r21 + r21 − 2kr21 , odtud k =
2r21 − r22

2r21
.

Pro koeficient u s využit́ım rovnost́ı |OO2| = r − r2 a |OO1| = r − r1 sestav́ıme rovnici

(r − r2)2 =
∣∣−−→O2O

∣∣2 =
〈−−→
O1O −

−−−→
O1O2,

−−→
O1O −

−−−→
O1O2

〉
=
∣∣−−→O1O

∣∣2 +
∣∣−−−→O1O2

∣∣2 − 2
〈−−→
O1O,

−−−→
O1O2

〉
=

= (r − r1)2 + r21 − 2ur21 , odtud u =
2r21 − r22 − 2rr1 + 2rr2

2r21
.

Z d̊usledku rovnost́ı (3.36) a (3.37)

−−→
O2L =

−−→
O1L−

−−−→
O1O2 =

r1
r

(−−→
O1K −

−−→
O1U

)
−
−−−→
O1O2 =

(r1
r

(k − u)− 1
)−−−→
O1O2

po dosazeńı za k a u dostáváme

−−→
O2L =

(
r1
r
·
(

2rr1 − 2rr2
2r21

)
− 1
)−−−→
O1O2 =

(
r1 − r2
r1

− 1
)−−−→
O1O2 = −r2

r1

−−−→
O1O2 .

To ovšem znamená, že
|O2L| =

r2
r1
· |O1O2| =

r2
r1
· r1 = r2 ,

bod L tedy lež́ı na kružnici k2. Oba vztahy CD ⊥ O1O2 a L ∈ k2 jsou tak dokázány a řešeńı
úlohy je hotovo.

Výpočty velikost́ı úhl̊u

Na úvod tohoto paragrafu připomeňme, že podle Definice 1.2.3 odchylkou dvou nenulových
vektor̊u ~u, ~v nazýváme úhel ϕ z intervalu 〈0, π〉 určený rovnost́ı (1.4)

cosϕ =
〈~u,~v〉
|~u| · |~v|

.

(Stejný vztah jsme v druhé části předchoźıho paragrafu od Úlohy 3.2.33 využ́ıvali k určováńı
délek úseček.) V př́ıpadě |~u| = |~v| = 1 pak dostáváme, že skalárńı součin dvou jednotkových
vektor̊u je roven kosinu jejich odchylky.

Zd̊urazněme, že odchylkou dvou př́ımek se směrovými vektory ~v1, ~v2 rozumı́me úhel ϕ z in-
tervalu 〈0, π2 〉 určený vzorcem

cosϕ =

∣∣〈~v1, ~v2〉∣∣
|~v1| · |~v2|

.
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Úloha 3.2.40: Pro čtyři r̊uzné body O, A, B, C plat́ı
−→
OA+

−→
OB+

−→
OC = ~o a |

−→
OA| = |

−→
OB| = |

−→
OC|.

Dokažte, že ABC je rovnostranný trojúhelńık.72

Řešeńı:
Velikost vektor̊u

−→
OA,

−→
OB,

−→
OC, která je podle zadáńı stejná, označme

d = |
−→
OA| = |

−→
OB| = |

−→
OC| > 0 .

Vyjdeme z předpokladu, že plat́ı
−→
OA +

−→
OB +

−→
OC = ~o, který předně znamená, že bod O lež́ı

ve stejné rovině jako body A, B, C. Z rovnosti
−→
OA+

−→
OB = −

−→
OC obdrž́ıme

d2 =
〈−→
OC,

−→
OC
〉

=
〈−→
OA+

−→
OB,

−→
OA+

−→
OB

〉
= 2d2 + 2

〈−→
OA,
−→
OB

〉
.

Pro skalárńı součin vektor̊u
−→
OA,

−→
OB odtud dostaneme, že

〈−→
OA,
−→
OB

〉
= −1

2
d2 =

∣∣−→OA∣∣ ∣∣−→OB∣∣ cos
2π
3
.

Z toho vzhledem k d > 0 plyne, že vektory
−→
OA,

−→
OB sv́ıraj́ı úhel 2π

3 . Podobně lze dokázat, že i

vektory
−→
OA,

−→
OC a

−→
OB,

−→
OC sv́ıraj́ı úhel 2π

3 . To již znamená, že trojúhelńık ABC je rovnostranný.

Dodejme ještě malou obměnu závěru řešeńı: Z rovnost́ı

〈−→
OA,
−→
OB

〉
=
〈−→
OA,
−→
OC
〉

=
〈−→
OB,

−→
OC
〉

= −1
2
d2

lze odvodit, že všechny tři vektory
−→
OB −

−→
OA,

−→
OC −

−→
OA,

−→
OC −

−→
OB rovné vektor̊um

−→
AB,

−→
AC,−→

BC maj́ı velikost d
√

3, nebot’ např.〈−→
OB −

−→
OA,
−→
OB −

−→
OA
〉

= 2d2 − 2
〈−→
OA,
−→
OB

〉
= 3d2 .

Odtud plyne, že ABC je rovnostranný trojúhelńık o straně d
√

3.

72[pra–86], str. 100, úloha 4.
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Úloha 3.2.41: V prostoru jsou dány čtyři polopř́ımky se společným počátkem nelež́ıćı v jedné
rovině. Každé dvě z nich sv́ıraj́ı stejně velký úhel. Vypočtěte ho.73

Řešeńı:
Necht’

−→
OA,

−→
OB,

−→
OC,

−→
OD jsou jednotkové vektory na daných polopř́ımkách OA, OB, OC, OD

se společným počátkem O. Pak skalárńı součin každých dvou z těchto vektor̊u je roven cosα,
kde α ∈ (0, π) je hledaný úhel, takže např. pro vzdálenost bod̊u A, B plat́ı

|AB|2 =
∣∣−→OA−−→OB∣∣2 =

∣∣−→OA∣∣2 +
∣∣−→OB∣∣2 − 2

〈−→
OA,
−→
OB

〉
= 2− 2 cosα .

Vzdálenost
√

2− 2 cosα maj́ı každé dva r̊uzné body z {A ,B ,C ,D}, takže čtyřstěn ABCD je
pravidelný. Tud́ıž bod O je nejen střed kulové plochy opsané tomuto čtyřstěnu, ale také jeho
těžǐstě, a proto −→

OA+
−→
OB +

−→
OC +

−→
OD = ~o .

Vynásob́ıme-li tuto rovnost skalárně vektorem
−→
OA, dostaneme

1 + cosα+ cosα+ cosα = 0 , odkud α = arccos
(
−1

3

)
= π − arccos

1
3
.

Úloha 3.2.42: Necht’ je v prostoru dána př́ımka l, která sv́ırá stejný úhel se třemi danými
navzájem r̊uznoběžnými př́ımkami v rovině π. Ukažte, že př́ımka l je kolmá na rovinu π.74

Řešeńı:
V dané rovině π zvolme bod O. K němu určeme body L, A, B, C tak, aby

−→
OL byl jednotkový

vektor ve směru př́ımky l a jednotkové vektory
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC v rovině π byly směrové vektory

daných př́ımek vybrané tak, aby všechny tři úhly mezi vektorem
−→
OL a vektory

−→
OA,

−→
OB,

−→
OC

ležely v intervalu 〈0, π2 〉. Protože vektory
−→
OL a

−→
OA,

−→
OB,

−→
OC jsou jednotkové, jsou skalárńı

součiny těchto vektor̊u rovny kosin̊um odchylek těchto př́ımek, takže podle zadáńı plat́ı〈−→
OL,
−→
OA
〉

=
〈−→
OL,
−→
OB

〉
=
〈−→
OL,
−→
OC
〉
.

Odečteńım druhého a pak třet́ıho skalárńıho součinu od prvńıho odtud dostaneme rovnosti

0 =
〈−→
OL,
−→
OA−

−→
OB

〉
=
〈−→
OL,
−→
BA
〉
, 0 =

〈−→
OL,
−→
OA−

−→
OC
〉

=
〈−→
OL,
−→
CA
〉
.

73[jur–96], str. 102, úloha 3.14.
74[bar–95], str. 6, úloha 53.
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To ovšem znamená, že
−→
OL ⊥

−→
BA a

−→
OL ⊥

−→
CA. Body A, B, C jsou (d́ıky r̊uznoběžnosti třech

zadaných př́ımek) tři navzájem r̊uzné body na jednotkové kružnici se středem O, takže nelež́ı
v př́ımce, tud́ıž BA a CA jsou r̊uznoběžné př́ımky roviny π, a tedy vektor

−→
OL je kolmý na ro-

vinu π.

Úloha 3.2.43: Necht’ př́ımka p rovnoběžná se stranou AC rovnostranného trojúhelńıku ABC
prot́ıná strany AB a BC po řadě v bodech M a P . Označme D těžǐstě trojúhelńıku PMB a E
střed úsečky AP . Určete vnitřńı úhly trojúhelńıku DEC.75

Řešeńı:
Označme vektory ~a =

−→
BA a ~c =

−→
BC. Protože podle zadáńı je trojúhelńık ABC rovnostranný,

můžeme ještě označit a = |~a| = |~c |, kromě toho plat́ı |^~a,~c | = π
3 . Odtud pro skalárńı součin

vektor̊u ~a, ~c dostáváme

〈~a,~c〉 = |~a| · |~c | cos
π

3
=
a2

2
.

Protože př́ımka p je podle zadáńı rovnoběžná se stranou AC trojúhelńıku ABC, plat́ı
−−→
BM = k~a ,

−→
BP = k~c ,

kde k je reálné č́ıslo z intervalu (0, 1).

Nyńı vyjádř́ıme bod D, který je podle zadáńı těžǐstěm trojúhelńıku MBP , a bod E, který
je středem úsečky AP :

D =
1
3

(B +M + P ) , E =
1
2

(A+ P ) .

Pro př́ıslušné vektory tak dostáváme

−→
BD =

1
3
k(~a+ ~c ) ,

−→
BE =

1
2
~a+

k

2
~c .

Nyńı můžeme pomoćı vektor̊u ~a a ~c vyjádřit vektory stran trojúhelńıku DEC :

−→
CD =

−→
BD −

−→
BC =

1
3
k~a+

1
3
k~c− ~c =

1
3
k~a+

(
1
3
k − 1

)
~c ,

75[eng–97], str. 300, úloha 30; [̌svr–01], str. 49, úloha 2.
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−→
CE =

−→
CB +

−→
BE = −~c+

1
2
~a+

1
2
k~c =

1
2
~a+

(
1
2
k − 1

)
~c ,

−→
DE =

−→
DB +

−→
BE = −1

3
k~a− 1

3
k~c+

1
2
~a+

1
2
k~c =

(
1
2
− 1

3
k

)
~a+

1
6
k~c .

Dále pomoćı skalárńıch součin̊u najdeme délky těchto tř́ı stran:

|DE|2 =
〈−→
DE,

−→
DE

〉
=
(

1
4
− 1

3
k +

1
9
k2

)
a2 +

1
12
ka2 − 1

18
k2a2 +

1
36
k2a2 =

a2

12
(3− 3k + k2) ,

|CE|2 =
〈−→
CE,

−→
CE
〉

=
1
4
a2 +

(
1
4
k2 − k + 1

)
a2 + 2 · 1

2

(
1
2
k − 1

)
1
2
a2 =

a2

4
(3− 3k + k2) ,

|CD|2 =
〈−→
CD,

−→
CD

〉
=

1
9
k2a2 +

(
1
9
k2 − 2

3
k + 1

)
a2 +

2
3
k

(
1
3
k − 1

)
1
2
a2 =

a2

3
(3− 3k + k2) .

Odtud již vid́ıme, že |CD|2 = 4|DE|2 a |CE|2 = 3|DE|2, tud́ıž jde o známý pravoúhlý trojúhelńık
s ostrými úhly π

3 a π
6 :

|^CDE| = π

3
, |^DCE| = π

6
, |^CED| = π

2
.

Úloha 3.2.44: Je dán konvexńı čtyřúhelńık ABCD, jehož strany AB a CD jsou shodné.

1. Dokažte, že př́ımky AB a CD sv́ıraj́ı stejný úhel s př́ımkou, která procháźı středy K, L
stran AD a BC.

2. Dokažte, že př́ımky AB a CD sv́ıraj́ı stejný úhel s př́ımkou, která procháźı středy M , N
úhlopř́ıček AC a BD.76

Řešeńı:

1. Pro vektory ~u = B − A, ~v = C − D podle zadáńı plat́ı |~u| = |~v|. Pro vektor
−→
KL určený

středy stran AD a BC plat́ı

−→
KL = L−K =

B + C

2
− A+D

2
=
B + C −A−D

2
=
~u+ ~v

2
.

76[pra–86], str. 120, úloha 6.16, řešeńı vlastńı.
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Nyńı porovnáme kosiny úhl̊u, které sv́ıraj́ı vektory ~u a ~v s vektorem
−→
KL :

cos
(
~u,
−→
KL

)
=
〈~u, ~u+ ~v〉
|~u| · |~u+ ~v|

=
|~u|2 + 〈~u,~v〉
|~u| · |~u+ ~v|

,

cos
(
~v,
−→
KL

)
=
〈~v, ~u+ ~v〉
|~v| · |~u+ ~v|

=
|~v|2 + 〈~v, ~u〉
|~v| · |~u+ ~v|

.

S využit́ım toho, že 〈~u,~v〉 = 〈~v, ~u〉 a že |~u| = |~v|, dostáváme

cos
(
~u,
−→
KL

)
= cos

(
~v,
−→
KL

)
.

Úhel dvou vektor̊u lež́ı v intervalu 〈0, π〉, takže pokud se kosiny takových dvou úhl̊u rovnaj́ı,
rovnaj́ı se i samy úhly. T́ım je d̊ukaz hotov.

2. Stejně jako v předchoźı části uváž́ıme vektory ~u = B−A, ~v = C−D, pro něž podle zadáńı
plat́ı |~u| = |~v|. Pro vektor

−−→
MN určený středy úhlopř́ıček AC a BD plat́ı

−−→
MN = N −M =

B +D

2
− A+ C

2
=
B +D −A− C

2
=
~u− ~v

2
.

Opět porovnáme kosiny úhl̊u, které sv́ıraj́ı vektory ~u a ~v s vektorem
−−→
MN :

cos
(
~u,
−−→
MN

)
=
〈~u, ~u− ~v〉
|~u| · |~u− ~v|

=
|~u|2 − 〈~u,~v〉
|~u| · |~u− ~v|

,

cos
(
~v,
−−→
MN

)
=
〈~v, ~u− ~v〉
|~v| · |~u− ~v|

=
−|~v|2 + 〈~v, ~u〉
|~v| · |~u− ~v|

.

S využit́ım toho, že 〈~u,~v〉 = 〈~v, ~u〉 a že podle zadáńı je |~u| = |~v|, dostáváme

cos
(
~u,
−−→
MN

)
= cos

(
~v,
−−→
MN

)
.

Stejně jako v prvńı části odtud plyne, že oba úhly jsou shodné. Obě př́ımky AB a CD
tedy sv́ıraj́ı s př́ımkou MN stejný úhel.

Úloha 3.2.45: V prostoru jsou dány tři r̊uzné polopř́ımky OA, OB, OC se stejným počátkem O,
přičemž žádné dvě z nich nejsou navzájem opačné. Ukažte, že všechny tři úhly tvořené osami
úhl̊u AOB, BOC a COA jsou bud’ ostré, nebo tupé, nebo pravé.77

77[sav–03], str. 29–30.
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Řešeńı:
Úvodem poznamenejme, že úhel mezi dvěma nenulovými vektory je ostrý, resp. pravý, resp.
tupý, je-li skalárńı součin těchto dvou vektor̊u kladný, resp. nulový, resp. záporný.

Necht’~ı, ~, ~k jsou jednotkové vektory souhlasně rovnoběžné postupně s vektory
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC.

Pak (dle předpokladu nenulové) vektory ~ı + ~, ~ + ~k, ~ı + ~k jsou vektory souhlasně rovnoběžné
postupně s osami úhl̊u AOB, BOC a COA. S využit́ım toho, že |~ı|2 = |~|2 = |~k|2 = 1 dostáváme
pro potřebné skalárńı součiny vyjádřeńı

〈~ı+ ~,~+ ~k〉 = |~|2 + 〈~ı,~〉+ 〈~,~k〉+ 〈~ı,~k〉 = 1 + 〈~ı,~〉+ 〈~,~k〉+ 〈~ı,~k〉 ,

〈~+ ~k,~ı+ ~k〉 = |~k|2 + 〈~ı,~〉+ 〈~,~k〉+ 〈~ı,~k〉 = 1 + 〈~ı,~〉+ 〈~,~k〉+ 〈~ı,~k〉 ,

〈~ı+ ~k,~ı+ ~〉 = |~ı|2 + 〈~ı,~〉+ 〈~,~k〉+ 〈~ı,~k〉 = 1 + 〈~ı,~〉+ 〈~,~k〉+ 〈~ı,~k〉 .

Tyto tři skalárńı součiny se rovnaj́ı, jsou tedy všechny tři bud’ kladné, nebo nulové, nebo záporné.
Odtud již plyne požadované tvrzeńı, že úhly mezi osami úhl̊u AOB, BOC a COA jsou bud’
všechny tři ostré, nebo pravé, nebo tupé.

Úloha 3.2.46: V prostoru jsou dány čtyři polopř́ımky PA, PB, PC, PD tak, že žádné tři z nich
nelež́ı v rovině a že pro úhly jimi sevřené plat́ı

|^APB| = |^BPC| = |^CPD| = |^DPA| = ϕ .

Určete nejvěťśı možnou hodnotu |^APC|+ |^BPD| v závislosti na parametru ϕ ∈ (0, π).78

Řešeńı:
Necht’ ~a, ~b, ~c, ~d jsou jednotkové vektory souhlasně rovnoběžné postupně s vektory

−→
PA,

−→
PB,

−→
PC,−→

PD. Pro jejich skalárńı součiny podle zadáńı plat́ı

〈~a,~b 〉 = 〈~b,~c 〉 = 〈~c, ~d 〉 = 〈~d,~a〉 = cosϕ . (3.38)

Hledáme největš́ı hodnotu součtu α+ β, kde α = |^APC| a β = |^BPD| jsou úhly z intervalu
(0, π) určené rovnostmi

cosα = 〈~a,~c 〉 , cosβ = 〈~b, ~d 〉 . (3.39)
78[mur–88], str. 77–78, úloha G.I./9(1984/3).
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Z předpokladu úlohy o poloze polopř́ımek PA, PB, PC, PD vyplývá, že žádný ze čtyř vektor̊u
~a± ~c, ~b± ~d neńı nulový. Z (3.38) plyne, že tyto vektory splňuj́ı rovnosti

〈~a+ ~c,~b− ~d 〉 = 〈~a− ~c,~b+ ~d 〉 = 〈~a− ~c,~b− ~d 〉 = 0 ,

zat́ımco rovnosti

〈~a+ ~c,~a− ~c 〉 = 〈~b+ ~d,~b− ~d 〉 = 0

jsou podle (3.1) d̊usledkem toho, že |~a| = |~c | a |~b| = |~d |. Vid́ıme, že každý z vektor̊u ~a+~c, ~b+ ~d
je kolmý jak na vektor ~a− ~c, tak na k němu kolmý vektor ~b− ~d. To v (tř́ırozměrném) prostoru
znamená, že vektory ~a+ ~c a ~b+ ~d jsou lineárně závislé, a tud́ıž plat́ı∣∣〈~a+ ~c,~b+ ~d 〉

∣∣ = |~a+ ~c | · |~b+ ~d | .

Protože podle (3.38) a (3.39) jsou splněny rovnosti

〈~a+ ~c,~b+ ~d 〉 = 4 cosϕ , |~a+ ~c |2 = 2 + 2 cosα , |~b+ ~d |2 = 2 + 2 cosβ ,

zjǐst’ujeme, že zkoumané úhly α, β vyhovuj́ı vztahu

4| cosϕ| =
√

2 + 2 cosα ·
√

2 + 2 cosβ = 2
√

(1 + cosα)(1 + cosβ) = 4 cos
α

2
cos

β

2
.

Posledńı rovnost s využit́ım goniometrických vzorc̊u pro cos(x± y) přeṕı̌seme do tvaru

cos
α+ β

2
= 2| cosϕ| − cos

α− β
2

.

Protože funkce kosinus je klesaj́ıćı na intervalu (0, π) a oba úhly α, β, a tedy i úhel α+β
2 , lež́ı

v intervalu (0, π), bude mı́t součet α+β maximálńı hodnotu, právě když bude hodnota cos(α+β)
minimálńı. To podle odvozeného vztahu nastane pro maximálńı hodnotu cos α−β2 , rovnou 1 pro
α = β. Rovnost

max(α+ β) = 2 arccos(2| cosϕ| − 1)

tak bude dokázána pro každou hodnotu ϕ ∈ (0, π), pro kterou existuje čtveřice vyhovuj́ıćıch
polopř́ımek PA, PB, PC, PD splňuj́ıćı doplňuj́ıćı podmı́nku α = β, tj. |^APC| = |^BPD|.
Ukážeme, že je tomu tak pro každé ϕ ∈ (0, π) s výjimkou ϕ = π

2 , kdy podmı́nky zadáńı nelze
splnit (obě polopř́ımky PA, PC by musely být kolmé na rovinu PBD, takže by platilo ~c = ~a nebo
~c = −~a). Zvoĺıme-li čtverec ABCD a bod P necháme prob́ıhat př́ımku jdoućı středem čtverce
kolmo k jeho rovině, dostaneme vyhovuj́ıćı čtveřice polopř́ımek PA, PB, PC, PD zřejmě pro
každé ϕ ∈ (0, π2 ), přitom rovnost |^APC| = |^BPD| plyne z rotace kolem zmı́něné kolmice
o úhel π

2 . Zaměńıme-li přitom polopř́ımky PA, PC polopř́ımkami PA′, PC ′, které jsou k nim
opačné, dostaneme z př́ıkladu pro hodnotu ϕ př́ıklad pro hodnotu π−ϕ, která proběhne interval
(π2 , π).
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Důkazy nerovnost́ı

V tomto paragrafu budeme využ́ıvat předevš́ım Cauchyovu-Schwarzovu nerovnost, která plyne
ze základńıch vlastnost́ı skalárńıho součinu a byla uvedena v Podkapitole 1.2 jakožto vztah (1.2)

−|~u| · |~v| ≤ 〈~u,~v〉 ≤ |~u| · |~v| .

Připomeňme, že tyto nerovnosti plat́ı pro libovolné dva vektory ~u a ~v téhož eukleidovského
prostoru V . Kromě př́ıpad̊u ~u = ~o a ~v = ~o, v prvńı, resp. druhé nerovnosti přitom nastane
rovnost, jen když jsou vektory ~u a ~v nesouhlasně, resp. souhlasně rovnoběžné.

V některých úlohách budeme namı́sto nerovnosti (1.2) využ́ıvat jej́ı významný d̊usledek, totiž
známou trojúhelńıkovou nerovnost (1.3)

|~u+ ~v| ≤ |~u|+ |~v| .

Jak v́ıme, rovnost v této nerovnosti nastane právě tehdy, když je bud’ alespoň jeden z vektor̊u ~u, ~v
nulový, nebo jsou (nenulové) vektory ~u, ~v souhlasně rovnoběžné. Při řešeńı nejen prvńıch dvou
úloh ovšem vystač́ıme s pouhou zřejmou nerovnost́ı |~u| ≥ 0, i když volba vektoru ~u bude vždy
poměrně rafinovaná.

Úloha 3.2.47: Dokažte, že pro libovolný trojúhelńık ABC a každý bod O plat́ı 79

|AB|2 + |BC|2 + |CA|2 ≤ 3(|OA|2 + |OB|2 + |OC|2) .

Řešeńı:
Na zadanou nerovnost budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:

3|
−→
OA|2 + 3|

−→
OB|2 + 3|

−→
OC|2 − |

−→
AB|2 − |

−→
BC|2 − |

−→
CA|2 ≥ 0 ,

3|
−→
OA|2 + 3|

−→
OB|2 + 3|

−→
OC|2 − |

−→
OB −

−→
OA|2 − |

−→
OC −

−→
OB|2 − |

−→
OA−

−→
OC|2 ≥ 0 ,

3|
−→
OA|2 + 3|

−→
OB|2 + 3|

−→
OC|2 − |

−→
OB|2 − |

−→
OA|2 + 2〈

−→
OB,

−→
OA〉 − |

−→
OC|2 − |

−→
OB|2+

+2〈
−→
OC,

−→
OB〉 − |

−→
OA|2 − |

−→
OC|2 + 2〈

−→
OA,
−→
OC〉 ≥ 0 ,

|
−→
OA|2 + |

−→
OB|2 + |

−→
OC|2 + 2〈

−→
OA,
−→
OB〉+ 2〈

−→
OA,
−→
OC〉+ 2〈

−→
OB,

−→
OC〉 ≥ 0 ,

|
−→
OA+

−→
OB +

−→
OC|2 ≥ 0 ,

Posledńı (a tedy i p̊uvodńı) nerovnost plat́ı vždy.

79[eng–97], str. 299, úloha 15.
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Poznámka:
Dokázaný výsledek ve speciálńım př́ıpadě, kdy bod O je střed kružnice opsané trojúhelńı-
ku ABC, vede při označeńı r poloměru zmı́něné kružnice k odhadu

|AB|2 + |BC|2 + |CA|2 ≤ 9r2 ,

zmı́něném v závěru řešeńı Př́ıkladu 3.1.18. Zaj́ımavé zobecněńı takové nerovnosti pro libovolnou
n-tici bod̊u na kulové ploše v prostoru uvád́ıme hned jako následuj́ıćı úlohu.

Úloha 3.2.48: Pro libovolné body P1, P2, . . . , Pn na jednotkové kulové ploše plat́ı∑
1≤i<j≤n

|PiPj |2 ≤ n2 .

Dokažte a zjistěte, kdy nastane rovnost.80

Řešeńı:
Označme jednotkové vektory ~vi =

−−→
OPi, kde O je střed dané kulové plochy. Pro vzdálenost

každých dvou daných bod̊u Pi a Pj na kulové ploše plat́ı

|PiPj |2 = |~vj − ~vi|2 = |~vi|2 + |~vj |2 − 2〈~vi, ~vj〉 = 2− 2〈~vi, ~vj〉 .

Odtud pro součet všech těchto vzdálenost́ı plyne vyjádřeńı∑
i<j

|PiPj |2 =
∑
i<j

(2− 2〈~vi, ~vj〉) = n(n− 1)− 2
∑
i<j

〈~vi, ~vj〉 = n2 − n− 2
∑
i<j

〈~vi, ~vj〉 .

Nerovnost
∑

i<j |PiPj |2 ≤ n2 je tedy ekvivalentńı s nerovnost́ı

2
∑
i<j

〈~vi, ~vj〉 ≥ −n ,

kterou dokážeme ze zřejmého odhadu

0 ≤

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

~vi

∣∣∣∣∣
2

=
n∑
i=1

|~vi|2 + 2
∑
i<j

〈~vi, ~vj〉 = n+ 2
∑
i<j

〈~vi, ~vj〉 .

Odtud zřejmě dostáváme potřebnou nerovnost. Zároveň vid́ıme, že rovnost v dokázané nerov-
nosti nastane, právě když

∑n
i=1 ~vi = ~o, tedy právě když

∑n
i=1

−−→
OPi = ~o.

Úloha 3.2.49: Necht’ ABC je trojúhelńık s těžǐstěm T . Najděte polohu bodu P v rovině trojú-
helńıku ABC, při které je hodnota součtu

|AP | · |AT |+ |BP | · |BT |+ |CP | · |CT |

minimálńı.81

80[eng–97], str. 300–301, úloha 40.
81[dju–06], str. 314, úloha 17, navržena Velkou Británíı pro 42. MMO v USA r. 2001.
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Řešeńı:
Pro součiny ze zkoumaného součtu plat́ı odhady

|AP | · |AT | ≥
〈−→
AP,
−→
AT
〉

=
〈−→
AT +

−→
TP ,
−→
AT
〉

=
∣∣−→AT ∣∣2 +

〈−→
TP ,
−→
AT
〉
,

|BP | · |BT | ≥
〈−→
BP,

−→
BT
〉

=
〈−→
BT +

−→
TP ,
−→
BT
〉

=
∣∣−→BT ∣∣2 +

〈−→
TP ,
−→
BT
〉
,

|CP | · |CT | ≥
〈−→
CP,

−→
CT
〉

=
〈−→
CT +

−→
TP ,
−→
CT
〉

=
∣∣−→CT ∣∣2 +

〈−→
TP ,
−→
CT
〉
.

Sečteńım těchto nerovnost́ı a s využit́ım rovnosti
−→
AT +

−→
BT +

−→
CT = ~o dostaneme

|AP | · |AT |+ |BP | · |BT |+ |CP | · |CT | ≥ |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 +
〈−→
TP ,
−→
AT +

−→
BT +

−→
CT
〉

=

= |AT |2 + |BT |2 + |CT |2 .

Přitom je zřejmé, že rovnosti ve sč́ıtaných odhadech nastanou pouze pro P = T , nebot’ bod P
muśı ležet současně na třech polopř́ımkách AT , BT , CT . V tom jediném př́ıpadě má tedy
zkoumaný součet minimálńı hodnotu.

Úloha 3.2.50: Necht’ A, B, C, D jsou libovolné čtyři body v prostoru. Ukažte, že plat́ı nerovnost

2|AB| · |CD|+ |AD|2 + |BC|2 ≥ |AC|2 + |BD|2

a zjistěte, kdy nastane rovnost.82

Řešeńı:
Dokazovanou nerovnost přeṕı̌seme do tvaru

|AC|2 + |BD|2 − |AD|2 − |BC|2 ≤ 2|AB| · |CD| ,

a všimneme si, že podle výsledku Př́ıkladu 3.1.3 obecně plat́ı

|AC|2 + |BD|2 − |AD|2 − |BC|2 = 2
〈−→
AB,

−→
DC

〉
.

Proto vše plyne z Cauchyovy-Schwartzovy nerovnosti〈−→
AB,

−→
DC

〉
≤
∣∣−→AB∣∣ · ∣∣−→DC∣∣ = |AB| · |CD| .

Rovnost v dokázané nerovnosti nastane právě tehdy, když je jeden z vektor̊u
−→
AB,

−→
DC nulový,

nebo jde o dva souhlasně rovnoběžné vektory.

82[pon–04], str. 100, úloha 13.4, část 3, zobecněńı úlohy pro libovolné body v rovině do prostoru.
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Poznámka:

Jako d̊usledek výsledku úlohy dostáváme, že pro délky stran a úhlopř́ıček libovolného čtyřúhelńıku
ABCD při obvyklém označeńı (jako na obrázku) plat́ı

2ac+ b2 + d2 ≥ e2 + f2 ,

přitom rovnost nastane, právě když AB ‖ CD (právě tehdy jsou totiž vektory
−→
AB a

−→
DC

souhlasně rovnoběžné).

Úloha 3.2.51: Dokažte, že pro kosiny vnitřńıch úhl̊u libovolného trojúhelńıku ABC plat́ı 83

cosα+ cosβ + cos γ ≤ 3
2
.

Řešeńı:
Označme α, β, γ po řadě vnitřńı úhly trojúhelńıku ABC a ~e1, ~e2, ~e3 jednotkové vektory souhlasně
rovnoběžné po řadě s vektory

−→
AB,

−→
BC a

−→
CA. Pro skalárńı součiny těchto vektor̊u dostáváme〈

~e1, ~e2
〉

= − cosβ ,
〈
~e1, ~e3

〉
= − cosα ,

〈
~e2, ~e3

〉
= − cos γ .

Pro velikost vektoru ~e1 + ~e2 + ~e3 plat́ı zřejmá nerovnost∣∣~e1 + ~e2 + ~e3
∣∣2 ≥ 0 ,

ze které roznásobeńım a dosazeńım kosin̊u úhl̊u dostaneme

0 ≤
∣∣~e1 + ~e2 + ~e3

∣∣2 = 1 + 1 + 1 + 2
〈
~e1, ~e2

〉
+ 2
〈
~e1, ~e3

〉
+ 2
〈
~e2, ~e3

〉
=

= 3− 2 cosα− 2 cosβ − 2 cos γ .

Odtud již plyne dokazovaná nerovnost.

83[pon–04], str. 99, úloha 13.4, část 1.
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Úloha 3.2.52: Dokažte, že pro kosiny vnitřńıch úhl̊u libovolného trojúhelńıku ABC plat́ı 84

cos 2α+ cos 2β + cos 2γ ≥ −3
2
.

Řešeńı:
Označme O střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC, úhly trojúhelńıku ABC po řadě α, β, γ
a jednotkové vektory určené vztahy

−→
OA = r~e1,

−→
OB = r~e2,

−→
OC = r~e3, kde r je poloměr kružnice

opsané.

Podle věty o obvodovém a středovém úhlu v kružnici plat́ı

|^BOC| = 2α , |^AOC| = 2β , |^AOB| = 2γ .

Pro skalárńı součiny jednotkových vektor̊u ~e1, ~e2, ~e3 dostáváme〈
~e1, ~e2

〉
= cos 2γ ,

〈
~e1, ~e3

〉
= cos 2β ,

〈
~e2, ~e3

〉
= cos 2α .

Pro velikost vektoru ~e1 + ~e2 + ~e3 plat́ı nerovnost∣∣~e1 + ~e2 + ~e3
∣∣2 ≥ 0 ,

z ńıž roznásobeńım a dosazeńım kosin̊u dostaneme

0 ≤
∣∣~e1 + ~e2 + ~e3

∣∣2 = 1 + 1 + 1 + 2
〈
~e1, ~e2

〉
+ 2
〈
~e1, ~e3

〉
+ 2
〈
~e2, ~e3

〉
=

= 3 + 2 cos 2α+ 2 cos 2β + 2 cos 2γ .

Odtud již plyne dokazovaná nerovnost.

Úloha 3.2.53: Jsou dány dva trojúhelńıky s vnitřńımi úhly α, β, γ a α1, β1, γ1. Dokažte, že
plat́ı

cosα1

sinα
+

cosβ1

sinβ
+

cos γ1

sin γ
≤ cotgα+ cotg β + cotg γ , (3.40)

přičemž rovnost nastane právě tehdy, když α = α1, β = β1, γ = γ1.85

84[pon–04], str. 99–100, úloha 13.4 část 2.
85[sav–03], str. 31.

185



Řešeńı:
Dva trojúhelńıky s odpov́ıdaj́ıćımi úhly podle zadáńı označme ABC, A1B1C1. Nejprve nerov-
nost (3.40) ze zadáńı vynásob́ıme č́ıslem sinα sinβ sin γ > 0 a dostaneme tak ekvivalentńı ne-
rovnost

sinβ sin γ cosα1 + sinα sin γ cosβ1 + sinα sinβ cos γ1 ≤ (3.41)

≤ sinβ sin γ cosα+ sinα sin γ cosβ + sinα sinβ cos γ .

Zafixujme α, β, γ a levou stranu L nerovnosti (3.41) považujme za funkci proměnných α1, β1,
γ1, kde α1 > 0, β1 > 0, γ1 > 0 a α1 + β1 + γ1 = π. Máme dokázat, že tato funkce nabývá své
maximálńı hodnoty pouze pro α = α1, β = β1, γ = γ1, kdy zřejmě v (3.41) nastane rovnost.

Uvažujme vektory ~a, ~b, ~c souhlasně rovnoběžné postupně s vektory
−−−→
B1C1,

−−−→
C1A1,

−−−→
A1B1 o ve-

likostech |~a| = sinα, |~b| = sinβ, |~c | = sin γ. Pak pro vzájemné skalárńı součiny těchto vektor̊u
plat́ı

〈~a,~b 〉 = |~a| · |~b| · (− cos γ1) = − sinα sinβ cos γ1 ,

〈~a,~c 〉 = − sinα sin γ cosβ1 , 〈~b,~c 〉 = − sinβ sin γ cosα1 .

Pro levou stranu nerovnosti (3.41) tak dostáváme

L = −
(
〈~a,~b 〉+ 〈~a,~c 〉+ 〈~b,~c 〉

)
=

1
2

(
|~a|2 + |~b|2 + |~c |2 − |~a+~b+ ~c |2

)
≤ 1

2

(
|~a|2 + |~b|2 + |~c |2

)
.

Rovnost nastane právě tehdy, když ~a +~b + ~c = ~o, když tedy může být z vektor̊u ~a, ~b, ~c zkon-
struován trojúhelńık, tzn. trojúhelńık s délkami stran sinα, sinβ, sin γ a protilehlými úhly α1,
β1, γ1. Ze sinové věty plyne, že to lze právě tehdy, když α = α1, β = β1, γ = γ1. T́ım je tvrzeńı
o maximu levé strany (3.41) dokázáno.

Úloha 3.2.54: Je dán čtyřstěn ABCD, ve kterém |BC| = a, |AC| = b, |AB| = c, |AD| = a1,
|BD| = b1, |CD| = c1.

1. Dokažte, že existuje právě jeden bod P , který splňuje podmı́nku

|PA|2 + a2
1 + b2 + c2 = |PB|2 + a2 + b21 + c2 = |PC|2 + a2 + b2 + c21 = |PD|2 + a2

1 + b21 + c21 .

2. Pro bod P z části 1 dokažte nerovnost

|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 ≥ 4r2 ,

kde r je poloměr kulové plochy opsané čtyřstěnu ABCD. Dále najděte nutnou a dostačuj́ıćı
podmı́nku, aby daná nerovnost přešla v rovnost.86

86[tho–07], str. 28, úloha GT-1997-1.
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Řešeńı:

1. Necht’ O je střed kulové plochy opsané čtyřstěnu ABCD. Nejprve vyjádř́ıme potřebné
velikosti úseček z bodu A užit́ım skalárńıho součinu vektor̊u:

|PA|2 = |
−→
OP −

−→
OA|2 = |OP |2 + r2 − 2

〈−→
OA,
−→
OP
〉
,

a2
1 = |AD|2 = |

−→
OA−

−→
OD|2 = 2r2 − 2

〈−→
OA,
−→
OD

〉
,

b2 = |AC|2 = |
−→
OA−

−→
OC|2 = 2r2 − 2

〈−→
OA,
−→
OC
〉
,

c2 = |AB|2 = |
−→
OA−

−→
OB|2 = 2r2 − 2

〈−→
OA,
−→
OB

〉
.

Sečteńım předchoźıch rovnost́ı dostaneme

|PA|2 + a2
1 + b2 + c2 = |OP |2 + 7r2 − 2

〈−→
OA,
−→
OB +

−→
OC +

−→
OD +

−→
OP
〉
.

Nyńı označ́ıme T těžǐstě čtyřstěnu: T = 1
4(A + B + C + D). Po dosazeńı do upravené

rovnosti

|PA|2 + a2
1 + b2 + c2 = |OP |2 + 7r2 − 2

〈−→
OA, (A+B + C +D − 4O)−A+O +

−→
OP
〉
,

dostaneme
|PA|2 + a2

1 + b2 + c2 = |OP |2 + 9r2 − 2
〈−→
OA, 4

−→
OT +

−→
OP
〉
.

Analogicky pro součty odpov́ıdaj́ıćı vrchol̊um B, C, D plat́ı

|PB|2 + a2 + b21 + c2 = |OP |2 + 9r2 − 2
〈−→
OB, 4

−→
OT +

−→
OP
〉
,

|PC|2 + a2 + b2 + c21 = |OP |2 + 9r2 − 2
〈−→
OC, 4

−→
OT +

−→
OP
〉
,

|PD|2 + a2
1 + b21 + c21 = |OP |2 + 9r2 − 2

〈−→
OD, 4

−→
OT +

−→
OP
〉
.

Podmı́nka ze zadáńı části 1 je tedy ekvivalentńı podmı́nce〈−→
OA, 4

−→
OT +

−→
OP
〉

=
〈−→
OB, 4

−→
OT +

−→
OP
〉

=
〈−→
OC, 4

−→
OT +

−→
OP
〉

=
〈−→
OD, 4

−→
OT +

−→
OP
〉
,

a to je (po odečteńı pravého krajńıho součinu) ekvivalentńı s rovnostmi〈−→
DA, 4

−→
OT +

−→
OP
〉

=
〈−→
DB, 4

−→
OT +

−→
OP
〉

=
〈−→
DC, 4

−→
OT +

−→
OP
〉

= 0 .

To ovšem znamená právě to, že vektor 4
−→
OT +

−→
OP je kolmý na tři lineárně nezávislé

vektory
−→
DA,

−→
DB,

−→
DC (nebot’ body A, B, C, D tvoř́ı čtyřstěn), což v trojrozměrném

prostoru splňuje jedině vektor 4
−→
OT +

−→
OP = ~o. Odtud plyne, že vyhovuj́ıćı bod P existuje,

je jediný a je určen rovnost́ı
P = O − 4

−→
OT .
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2. Z části 1 v́ıme, že

|PA|2 = |OP |2 + r2 − 2
〈−→
OA,
−→
OP
〉
, |PB|2 = |OP |2 + r2 − 2

〈−→
OB,

−→
OP
〉
,

|PC|2 = |OP |2 + r2 − 2
〈−→
OC,

−→
OP
〉
, |PD|2 = |OP |2 + r2 − 2

〈−→
OD,

−→
OP
〉
.

Sečteńım těchto čtyř rovnost́ı dostaneme

|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 = 4|OP |2 + 4r2 − 2
〈−→
OA+

−→
OB +

−→
OC +

−→
OD,

−→
OP
〉

=

= 4|OP |2 + 4r2 − 2
〈
4
−→
OT,
−→
OP
〉

= 4|OP |2 + 4r2 − 8
〈−→
OT,
−→
OP
〉
,

kde T stejně jako v části 1 označuje těžǐstě čtyřstěnu. Jak jsme dokázali, bod P je určen
vztahem

−→
OP = −4

−→
OT . Po dosazeńı a provedeńı ekvivalentńıch úprav dostaneme

|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 = 4(4|OT |)2 + 4r2 − 8
〈−→
OT,−4

−→
OT
〉

=

= 64|OT |2 + 4r2 + 32
〈−→
OT,
−→
OT
〉

= 4r2 + 96|OT |2 .

Odtud je již zřejmé, že

|PA|2 + |PB|2 + |PC|2 + |PD|2 ≥ 4r2 ,

přičemž rovnost nastane pro takové čtyřstěnyABCD, ve kterých plat́ıO = T , tj. ve kterých
střed opsané kulové plochy splývá s těžǐstěm.

Úloha 3.2.55: V kruhu se středem O a poloměrem r je dáno n bod̊u A1, . . . , An. Dokažte, že
v součtu ~u = ±

−−→
OA1±

−−→
OA2± . . .±

−−→
OAn je možné vybrat znaménka tak, aby platilo |~u| ≤ r

√
2.87

Řešeńı:
Je-li k z n vektor̊u

−−→
OAi nulových, pak je zřejmě jedno, jaké znaménko v součtu u nich zvoĺıme

a tyto vektory neovlivńı velikost výsledného vektoru ~u. Problém tedy přejde ve stejný problém
pro n− k nenulových vektor̊u.

Mějme nejprve dány tři nenulové vektory ~a, ~b, ~c, pro které plat́ı

|~a| ≤ r |~b| ≤ r |~c | ≤ r .

Zřejmě dva z šesti vektor̊u ±~a,±~b,±~c sv́ıraj́ı úhel nejvýše π
3 (nebot’ 2π : 6 = π

3 ), necht’ jsou to
např. vektory ~x a ~y s úhlem ϕ ≤ π

3 , pak cosϕ ≥ 1
2 . Pro velikost vektoru ~d = ~x− ~y dostáváme

|~d |2 = |~x− ~y|2 = |~x|2 + |~y|2 − 2|~x| |~y| cosϕ ≤ |~x|2 + |~y|2 − |~x| |~y| ≤ max {|~x|2, |~y|2} ≤ r2 ,

protože pro kladná č́ısla a, b, je-li např. a ≥ b, plat́ı a2 + b2 − ab = a2 + b(b − a) ≤ a2, nebot’
b(b − a) ≤ 0. Odtud |~d | ≤ r. Proto můžeme přej́ıt od tř́ı vektor̊u ~a, ~b, ~c ke dvěma vektor̊um

87[pra–86], str. 103, úloha 5.24; [eng–97], str. 299, úloha 22.
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(vektoru ~d a zbývaj́ıćımu ze tř́ı vektor̊u), z nichž oba opět maj́ı velikost nejvýše r. Analogicky
bychom přešli od čtyř vektor̊u ke třem, obecně od n k n− 1 vektor̊um.

T́ımto zp̊usobem přejdeme od problému s obecným n k problému pro n = 2. Mějme tedy
dva nenulové vektory ~a, ~b o velikostech nejvýše r. Plat́ı

|~a+~b|2 + |~a−~b|2 = 2(|~a|2 + |~b|2) ≤ 4r2 ,

odtud vyplývá, že jedno z nezáporných č́ısel |~a ±~b|2 je nejvýše 2r2, tud́ıž plat́ı |~a ±~b| ≤ r
√

2
s vhodným znaménkem.

Poznámka:
Pro libovolné vektory ~a1,~a2, . . . ,~an zřejmě plat́ı:∑

εi∈{−1,1}; i=1,2,...,n

|ε1~a1 + ε2~a2 + · · ·+ εn~an|2 =

=
∑

εi∈{−1,1}; i=1,2,...,n

〈ε1~a1 + ε2~a2 + · · ·+ εn~an, ε1~a1 + ε2~a2 + · · ·+ εn~an〉2 =

=
∑

εi∈{−1,1}; i=1,2,...,n

 n∑
k=1

|~ak|2 +
∑

εj∈{−1,1}; j 6=i

〈εi~ai, εj~aj〉

 =

= 2n
n∑
i=1

|~ai|2 +
∑

εi∈{−1,1}; i=1,2,...,n

 ∑
εj∈{−1,1}; j 6=i

〈εi~ai, εj~aj〉

 .

U skalárńıho součinu 〈εi~ai, εj~aj〉 existuj́ı čtyři volby znamének εi a εj , bud’ jsou znaménka
u vektor̊u ~ai a ~aj obě kladné, nebo obě záporné, nebo u vektoru ~ai je kladné a u vektoru ~aj je
záporné, nebo konečně u vektoru ~ai je záporné a u vektoru ~aj je kladné, přitom v součtu všech
součin̊u 〈εi~ai, εj~aj〉 je od každé ze čtyř zmı́něných skupin právě 2n−2 sč́ıtanc̊u. Tyto skalárńı
součiny se tedy vzájemně odečtou, druhá suma v posledńım vyjádřeńı je tedy rovna nule a
odtud dostáváme zaj́ımavou rovnost

∑
εi∈{−1,1}; i=1,2,...,n

|ε1~a1 + ε2~a2 + · · ·+ εn~an|2 = 2n
n∑
i=1

|~ai|2 .

Při označeńı ~ai =
−−→
OAi z této rovnosti plyne |~u| ≤ r

√
n, nebot’ alespoň jedna z 2n nalevo sč́ıtaných

hodnot je nejvýše rovna jejich aritmetickému pr̊uměru, tedy součtu
∑n

i=1 |~ai|2.
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Úloha 3.2.56: Dokažte, že z pěti vektor̊u v prostoru lze vždy vybrat dva vektory tak, aby velikost
jejich součtu byla menš́ı nebo rovna velikosti součtu ostatńıch tř́ı vektor̊u.88

Řešeńı:
Důkaz provedeme sporem. Mějme vektory ~v1, ~v2, ~v3, ~v4, ~v5 takové, že pro každou permutaci
(i, j, k, l,m) index̊u 1 až 5 plat́ı

|~vi + ~vk| > |~vj + ~vl + ~vm| .

Každou z 10 nerovnost́ı

|~v1 + ~v2| > |~v3 + ~v4 + ~v5| , |~v1 + ~v3| > |~v2 + ~v4 + ~v5| , |~v1 + ~v4| > |~v2 + ~v3 + ~v5| ,

|~v1 + ~v5| > |~v2 + ~v3 + ~v4| , |~v2 + ~v3| > |~v1 + ~v4 + ~v5| , |~v2 + ~v4| > |~v1 + ~v3 + ~v5| ,

|~v2 + ~v5| > |~v1 + ~v3 + ~v4| , |~v3 + ~v4| > |~v1 + ~v2 + ~v5| , |~v3 + ~v5| > |~v1 + ~v2 + ~v4| ,

|~v4 + ~v5| > |~v1 + ~v2 + ~v3|

umocńıme a rozeṕı̌seme podle vzoru

|~v1|2 + |~v2|2 + 2〈~v1, ~v2〉 > |~v3|2 + |~v4|2 + |~v5|2 + 2〈~v3, ~v4〉+ 2〈~v3, ~v5〉+ 2〈~v4, ~v5〉

a pak je všechny sečteme. Po sečteńı dostaneme

4
5∑
i=1

|~vi|2 + 2
∑

1≤i<j≤5

〈~vi, ~vj〉 > 6
5∑
i=1

|~vi|2 + 6
∑

1≤i<j≤5

〈~vi~vj〉 .

Odtud plyne nerovnost

2
5∑
i=1

|~vi|2 + 4
∑

1≤i<j≤5

〈~vi, ~vj〉 < 0 ,

kterou můžeme zapsat ve tvaru

2 ·

∣∣∣∣∣
5∑
i=1

~vi

∣∣∣∣∣
2

< 0 ,

což je spor, nebot’ vektor nemůže mı́t zápornou velikost.

Úloha 3.2.57: Na polokružnici se středem O a poloměrem 1 je dán lichý počet bod̊u P1, . . . , P2n+1.
Dokažte, že

∣∣−−→OP1 +
−−→
OP2 + · · ·+

−−−−→
OP2n+1

∣∣ ≥ 1.89

Řešeńı:
Důkaz provedeme matematickou indukćı.

1. V př́ıpadě n = 0 zkoumaná nerovnost s jediným vektorem
−−→
OP1 zřejmě plat́ı jako rovnost.

88[pra–86], str. 101, úloha 5.12.
89[pra–86], str. 103, úloha 5.23, zadána v roce 1973 jako př́ıklad 1 na 15. MMO v Moskvě.
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2. Necht’ nerovnost plat́ı pro určité n, tedy pro 2n + 1 vektor̊u. Dokážeme, že plat́ı taky
pro 2n+ 3 vektor̊u.

V p̊ulkruhu vezmeme dva krajńı z daných 2n+3 vektor̊u, tj. dva vektory
−−→
OPi a

−−→
OPj , které

sv́ıraj́ı maximálńı úhel, a jejich součet označ́ıme
−→
OS, tj.

−→
OS =

−−→
OPi +

−−→
OPj .

Součet zbývaj́ıćıch 2n+ 1 vektor̊u označ́ıme
−→
OR. Podle předpokladu plat́ı∣∣−→OR∣∣ ≥ 1 .

Je-li |^PiOPj | = π, pak
−→
OS = ~o a tvrzeńı zřejmě plat́ı. Je-li vektor

−→
OS nenulový, pak lež́ı

na ose úhlu PiOPj , jehož velikost je menš́ı než π, protože
∣∣−−→OPi∣∣ =

∣∣−−→OPj∣∣. Vektor
−→
OR lež́ı

uvnitř úhlu PiOPj , a proto vektory
−→
OR a

−→
OS sv́ıraj́ı úhel menš́ı než π

2 . Pokud dva vektory
~a a ~b sv́ıraj́ı ostrý úhel α, je v trojúhelńıku tvořeném vektory ~a, ~b a ~a+~b úhel π−α proti
vektoru ~a + ~b tupý, takže protilehlá strana je ve zmı́něném trojúhelńıku největš́ı, tedy
|~a+~b| > max{|~a|, |~b|}. Odtud∣∣−−→OP1 +

−−→
OP2 + · · ·+

−−−−→
OP2n+3

∣∣ =
∣∣−→OR+

−→
OS
∣∣ > ∣∣−→OR∣∣ ≥ 1 .

T́ım je d̊ukaz indukćı hotov.

Úloha 3.2.58: V libovolném konvexńım čtyřúhelńıku ABCD označme MN a PQ spojnice
střed̊u protilehlých stran. Dokažte, že pokud plat́ı

|MN |+ |PQ| = 1
2

(|AB|+ |BC|+ |CD|+ |DA|) , (3.42)

pak ABCD je rovnoběžńık.90

Řešeńı:
Jsou-li body M , N , P , Q po řadě středy stran AB, CD, BC, DA, plat́ı pro ně vyjádřeńı

M =
1
2

(A+B) , N =
1
2

(C +D) , P =
1
2

(B + C) , Q =
1
2

(A+D) ,

90[kin–02], str. 1–2 a 4, př́ıklad 1 – Leningrad High School Math Olympiad 1980.
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odtud plynou vektorové rovnosti

−−→
MN =

1
2

(−→
AD +

−→
BC

)
,

−→
PQ =

1
2

(−→
BA+

−→
CD

)
.

Dosazeńım za vektory do rovnosti (3.42) dostáváme po vynásobeńı dvěma

|
−→
AD +

−→
BC|+ |

−→
BA+

−→
CD| = |

−→
BA|+ |

−→
BC|+ |

−→
CD|+ |

−→
AD| . (3.43)

Podle trojúhelńıkové nerovnosti pro dvojice vektor̊u a jejich součet však plat́ı

|
−→
AD +

−→
BC| ≤ |

−→
AD|+ |

−→
BC| , |

−→
BA+

−→
CD| ≤ |

−→
BA|+ |

−→
CD| ,

přičemž v prvńı (resp. druhé) z nerovnost́ı nastane rovnost právě tehdy, když (podle zadáńı nenu-
lové) vektory

−→
AD a

−→
BC (resp.

−→
BA a

−→
CD) jsou souhlasně rovnoběžné. Jestliže plat́ı rovnost (3.43),

pak muśı nastat rovnost v obou uvedených nerovnostech (jinak bychom jejich sečteńım dostali
v (3.43) ostrou nerovnost), což znamená, že ABCD je rovnoběžńık.

Poznámka:
Z uvedeného postupu rovněž plyne, že v libovolném čtyřúhelńıkuABCD pro vzdálenost středuM
strany AB od středu N strany CD plat́ı implikace

|MN | = 1
2

(|BC|+ |DA|) ⇒ BC ‖ DA .

Opačná implikace je známým tvrzeńım o délce středńı př́ıčky lichoběžńıku.

Úloha 3.2.59: Dokažte, že pro délky stran a, b, c, d a úhlopř́ıček e, f libovolného rovinného
(konvexńıho či nekonvexńıho) nebo prostorového čtyřúhelńıku ABCD plat́ı

(a+ c)2 + (b+ d)2 ≥ 2(e2 + f2) , (3.44)

přičemž rovnost nastane právě tehdy, když ABCD je rovnoběžńık.91

Řešeńı:
Pro vektory stran čtyřúhelńıku ABCD

~a =
−→
AB , ~b =

−→
BC , ~c =

−→
CD , ~d =

−→
DE

91Výsledek školitele, zadaný jako soutěžńı úloha na česko-polsko-slovenském střetnut́ı MO v roce 2010.
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plat́ı zřejmá rovnost
~a+~b+ ~c+ ~d = ~o (3.45)

a trojúhelńıkové nerovnosti

|~a|+ |~c | ≥ |~a− ~c | , |~b|+ |~d | ≥ |~b− ~d | . (3.46)

Nerovnosti (3.46) umocńıme na druhou a sečteme:

(a+ c)2 + (b+ d)2 ≥ a2 + b2 + c2 + d2 − 2〈~a,~c 〉 − 2〈~b, ~d 〉 =

= |~a+~b|2 + |~c+ ~d |2 − 2〈~a,~b 〉 − 2〈~c, ~d 〉 − 2〈~a,~c 〉 − 2〈~b, ~d 〉 =

= |~a+~b|2 + |~c+ ~d |2 − 〈~a,~b+ ~c 〉 − 〈~b,~a+ ~d 〉 − 〈~c,~a+ ~d 〉 − 〈~d,~b+ ~c 〉 =

=
∣∣−→AC∣∣2 +

∣∣−→CA∣∣2− 2〈~a+ ~d,~b+~c 〉 = 2
∣∣−→AC∣∣2− 2〈−~b−~c,~b+~c 〉 = 2

∣∣−→AC∣∣2 + 2
∣∣−→BD∣∣2 = 2(e2 + f2) ,

a t́ım je nerovnost (3.44) dokázána. Rovnost v ńı nastane právě tehdy, když nastane rovnost
v obou trojúhelńıkových nerovnostech (3.46), neboli když jsou jak vektory ~a a ~c, tak vektory ~b
a ~d nesouhlasně rovnoběžné. Právě tehdy existuj́ı kladná č́ısla p a q, pro která plat́ı

~c = −p~a , ~d = −q~b .

Dosazeńım do (3.45) dostaneme podmı́nku

(1− p)~a+ (1− q)~b = ~o ,

jež s ohledem na lineárńı nezávislost vektor̊u ~a a~b znamená, že p = q = 1. Posledńı je vyjádřeńım
toho, že ABCD je rovnoběžńık.

Úloha 3.2.60: Necht’ ABC je trojúhelńık, bod T je jeho těžǐstě a M , N , P jsou body zvolené
postupně na stranách AB, BC, CA tak, že

|AM |
|MB|

=
|BN |
|NC|

=
|CP |
|PA|

= k .

Dále necht’ T1, T2, T3 jsou postupně těžǐstě trojúhelńık̊u APM , BMN , CNP . Dokažte, že pro
každý bod D roviny trojúhelńıku ABC plat́ı 92

3|DT | < |DT1|+ |DT2|+ |DT3| < |DA|+ |DB|+ |DC| .

92[bech–02], str. 31–32, druhá část úlohy 3. Jej́ı prvńı část jsme uvedli dř́ıve jako úlohu 2.2.17.
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Řešeńı:
Podle výsledku Úlohy 2.2.17 je bod T těžǐstěm nejen trojúhelńıku ABC, ale také trojúhelńıku
T1T2T3, a má tedy vyjádřeńı

T =
1
3

(T1 + T2 + T3) ,

odtud pak pro každý bod D plyne

3
−→
DT = T1 + T2 + T3 − 3D =

−−→
DT1 +

−−→
DT2 +

−−→
DT3 .

Protože vektory
−−→
DT1,

−−→
DT2,

−−→
DT3 nejsou kolineárńı, je

3|DT | = 3|
−−→
DT1 +

−−→
DT2 +

−−→
DT3| < |DT1|+ |DT2|+ |DT3| ,

což je prvńı ze dvou dokazovaných nerovnost́ı. Nyńı odvod́ıme druhou nerovnost. Pro velikost
vektoru

−−→
DT1 podle řešeńı Úlohy 2.2.17 plat́ı

|DT1| =
∣∣∣1
3
· 1
k + 1

(2A+ 2kA+ kB + C)−D
∣∣∣ =

∣∣∣2
3
A+

k

3(k + 1)
B +

1
3(k + 1)

C −D
∣∣∣ =

=
∣∣∣2
3
−→
DA+

k

3(k + 1)
−→
DB +

1
3(k + 1)

−→
DC

∣∣∣ < 2
3
|DA|+ k

3(k + 1)
|DB|+ 1

3(k + 1)
|DC| ,

protože vektory
−→
DA,

−→
DB,

−→
DC nejsou kolineárńı. Analogicky∣∣∣DT2

∣∣∣ < 2
3
|DB|+ k

3(k + 1)
|DC|+ 1

3(k + 1)
|DA| ,

∣∣∣DT3

∣∣∣ =
2
3
|DC|+ k

3(k + 1)
|DA|+ 1

3(k + 1)
|DB| .

Sečteńım všech tř́ı nerovnost́ı již dostaneme požadovanou nerovnost

|DT1|+ |DT2|+ |DT3| < |DA|+ |DB|+ |DC| .

Úloha 3.2.61: Necht’ v rovinném (konvexńım či nekonvexńım) nebo prostorovém šestiúhelńı-
ku ABCDEF jsou splněny rovnosti

|AD| = |BC|+ |EF | , |BE| = |AF |+ |CD| , |CF | = |DE|+ |AB| . (3.47)

Dokažte, že pak plat́ı 93

|AB|
|DE|

=
|CD|
|AF |

=
|EF |
|BC|

. (3.48)

93[kaz–06].
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Řešeńı:
Nejprve dokážeme pomocné tvrzeńı.

Lemma: Pro libovolných šest bod̊u A, B, C, D, E, F v rovině nebo prostoru plat́ı

(|AB|+ |DE|)2 + (|BC|+ |EF |)2 + (|CD|+ |AF |)2 ≥ |AD|2 + |BE|2 + |CF |2 , (3.49)

přičemž rovnost nastane právě tehdy, když jsou vektory v každé ze tř́ı dvojic
−→
AB a

−→
DE,

−→
BC a−→

EF ,
−→
CD a

−→
FA nesouhlasně rovnoběžné a zároveň je součet vektor̊u

−→
AB,

−→
BC,

−→
CD roven ~o.

Důkaz:
Pro vektory

~a =
−→
AB , ~b =

−→
BC , ~c =

−→
CD , ~d =

−→
DE , ~e =

−→
EF , ~f =

−→
FA

plat́ı zřejmá rovnost
~a+~b+ ~c+ ~d+ ~e+ ~f = ~o

a trojúhelńıkové nerovnosti

|~a|+ |~d | ≥ |~a− ~d | , |~b|+ |~e | ≥ |~b− ~e | , |~c |+ |~f | ≥ |~c− ~f | . (3.50)

Označme velikosti vektor̊u |~a| = a atd. Nerovnosti (3.50) umocńıme na druhou a sečteme

(a+ d)2 + (b+ e)2 + (c+ f)2 ≥ a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2 − 2〈~a, ~d 〉 − 2〈~b,~e〉 − 2〈~c, ~f〉 , (3.51)

pravou stranu nerovnosti (3.51) označ́ıme V . Nyńı upravujme pravou stranu nerovnosti (3.49)
ze zadáńı Lemmatu:

|AD|2 + |BE|2 + |CF |2 =
〈
~a+~b+ ~c,

−→
AD

〉
+
〈
~e+ ~f + ~a,

−→
EB

〉
+
〈
~c+ ~d+ ~e,

−→
CF
〉

=

=
〈
~a,
−→
AD +

−→
EB

〉
+
〈
~b,
−→
AD

〉
+
〈
~c,
−→
AD +

−→
CF
〉

+
〈
~d,
−→
CF
〉

+
〈
~e,
−→
EB +

−→
CF
〉

+
〈
~f,
−→
EB

〉
=

=
〈
~a,~a+~b+ ~c−~b− ~c− ~d

〉
+
〈
~b,~a+~b+ ~c

〉
+
〈
~c,~a+~b+ ~c− ~a−~b− ~f

〉
+
〈
~d,~c+ ~d+ ~e

〉
+

+
〈
~e,~e+ ~f +~a−~a−~b− ~f

〉
+
〈
~f,~e+ ~f +~a

〉
=
〈
~a,~a− ~d

〉
+
〈
~c,~c− ~f

〉
+
〈
~e,~e−~b

〉
+
〈
~b,~a+~b+~c

〉
+

+
〈
~d,~c+ ~d+ ~e

〉
+
〈
~f,~e+ ~f + ~a

〉
= a2 + b2 + c2 + d2 + e2 + f2 − 2

〈
~a, ~d
〉
− 2
〈
~c, ~f
〉
− 2
〈
~b,~e
〉
+
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+
〈
~b,~a+ ~c+ ~e

〉
+
〈
~d,~a+ ~c+ ~e

〉
+
〈
~f,~a+ ~c+ ~e

〉
= V +

〈
~b+ ~d+ ~f,~a+ ~c+ ~e

〉
= V − (~a+ ~c+ ~e)2 .

Odtud dostáváme, že

V = |AD|2 + |BE|2 + |CF |2 + (~a+ ~c+ ~e)2 ,

což po dosazeńı do (3.51) dává

(a+d)2 +(b+e)2 +(c+f)2 ≥ V = |AD|2 + |BE|2 + |CF |2 +(~a+~c+~e)2 ≥ |AD|2 + |BE|2 + |CF |2 ,

a to je dokazovaná nerovnost (3.49). Rovnost v ńı nastane právě tehdy, když nastane rovnost
zároveň v obou nerovnostech z předchoźıho řádku. V prvńı nerovnosti (což je nerovnost (3.51))
nastane rovnost, jen když nastane rovnost ve všech třech trojúhelńıkových nerovnostech (3.50)
zároveň, to znamená právě tehdy, když vektory v každé z dvojic ~a a ~d, ~b a ~e, ~c a ~f budou
nesouhlasně rovnoběžné. V druhé nerovnosti nastane rovnost právě tehdy, když ~a + ~c + ~e = ~o.
To dohromady dává podmı́nku ze zadáńı Lemmatu, jehož d̊ukaz je tak hotov. �

Vrat’me se nyńı k p̊uvodńı úloze. Z rovnost́ı (3.47) plyne, že pro zadaný šestiúhelńık nastane
v nerovnosti (3.49) z Lemmatu rovnost. To znamená, že pro vektory zavedené v d̊ukazu Lemmatu
existuj́ı kladná č́ısla p, q, r s vlastnostmi

~a = −p~d , ~c = −q ~f , ~e = −r~b , přičemž ~a+ ~c+ ~e = ~b+ ~d+ ~f = ~o .

Rovnost poměr̊u (3.48) ze zadáńı úlohy bude ověřena, když ukážeme, že plat́ı p = q = r. To
ihned plyne z rovnost́ı

~o = ~a+ ~c+ ~e = −p~d− q ~f − r~b = −p~d− q ~f − r(−~d− ~f) = (r − p)~d+ (r − q)~f ,

nejsou-li ovšem vektory ~d a ~f rovnoběžné. Kdyby byly, z vektorové rovnosti ~a = −p~d by vyply-
nulo, že rovněž vektory ~a a ~f jsou rovnoběžné, což je u vektor̊u sousedńıch stran šestiúhelńıku
vyloučeno.

Úloha 3.2.62: Mějme posloupnost pětiúhelńık̊u M,M1,M2, . . . sestrojených tak, že vrcholy
každého následuj́ıćıho pětiúhelńıku lež́ı ve středech stran předchoźıho pětiúhelńıku. Dokažte, že
součet obvod̊u všech těchto pětiúhelńık̊u nepřevyšuje osminásobek obvodu prvńıho z nich.94

94[pra–86], str. 103, úloha 5.25.
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Řešeńı:
Necht’ ABCDE je počátečńı pětiúhelńık M s obvodem o, A1 . . . E1 je pětiúhelńık M1 s obvo-
dem o1 atd. Trojúhelńık BCD rozš́ı̌ŕıme na rovnoběžńık BCKD, takže bude platit

−→
BC =

−−→
DK

a
−→
BD =

−−→
CK. Vrcholy pětiúhelńıku A1 . . . E1 maj́ı vyjádřeńı

A1 =
1
2

(A+B) , B1 =
1
2

(B + C) , C1 =
1
2

(C +D) , D1 =
1
2

(D + E) , E1 =
1
2

(E +A) .

Odtud −−−→
A1B1 =

1
2

(C −A) neboli
−→
AC = 2

−−−→
A1B1 ,

analogicky dostaneme

−→
BD = 2

−−−→
B1C1 ,

−→
CE = 2

−−−→
C1D1 ,

−→
DA = 2

−−−→
D1E1 ,

−→
EB = 2

−−−→
E1A1 .

Pro vektor
−−−→
A1C1 plat́ı

−−−→
A1C1 =

1
2

(C +D −A−B) =
1
2

(
−→
AD +

−→
BC) =

1
2

(
−→
AD +

−−→
DK) =

1
2
−−→
AK ,

což znamená, že d́ıky trojúhelńıkové nerovnosti máme∣∣−−−→A1C1

∣∣ =
1
2

∣∣−−→AK∣∣ ≤ 1
2

(
∣∣−→AD∣∣+

∣∣−−→DK∣∣) =
1
2

(2
∣∣−−−→D1E1

∣∣+
∣∣−→BC∣∣) .

Pro vektory stran daľśıho pětiúhelńıku M2 podobně plat́ı∣∣−−−→A2B2

∣∣ =
1
2

∣∣−−−→A1C1

∣∣ ≤ 1
4

(2
∣∣−−−→D1E1

∣∣+
∣∣−→BC∣∣) ,

analogicky ∣∣−−−→B2C2

∣∣ ≤ 1
4

(2
∣∣−−−→E1A1

∣∣+
∣∣−→CD∣∣) , ∣∣−−−→C2D2

∣∣ ≤ 1
4

(2
∣∣−−−→A1B1

∣∣+
∣∣−→DE∣∣) ,

∣∣−−−→D2E2

∣∣ ≤ 1
4

(2
∣∣−−−→B1C1

∣∣+
∣∣−→EA∣∣) , ∣∣−−−→E2A2

∣∣ ≤ 1
4

(2
∣∣−−−→C1D1

∣∣+
∣∣−→AB∣∣) .

Po sečteńı všech 5 nerovnost́ı dostáváme

o2 ≤
1
4

(2o1 + o) ,

a protože je zřejmě o1 ≤ o, plyne odtud

o2 ≤
3
4
o .

Odtud indukćı pro každé k ≥ 1 źıskáme odhad

o2k+1 ≤ o2k ≤
(

3
4

)k
o .
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Součet o+ o1 + . . . všech obvod̊u tedy nepřevyšuje součet řady(
1 + 1 +

3
4

+
3
4

+
(

3
4

)2

+
(

3
4

)2

+ · · ·+
(

3
4

)k
+
(

3
4

)k
+ . . .

)
o =

= 2

(
1 +

3
4

+
(

3
4

)2

+ · · ·+
(

3
4

)k
+ . . .

)
o =

2o
1− 3

4

= 8o ,

přičemž jsme využili vzorec pro součet geometrické řady s koeficientem 3
4 . Tvrzeńı úlohy je

dokázáno.

Úloha 3.2.63: Pro každý rovnoběžnostěn ABCDEFGH (AE ‖ BF ‖ CG ‖ DH) dokažte
nerovnost 95

|AF |+ |AH|+ |AC| < |AB|+ |AD|+ |AE|+ |AG| .

Řešeńı:
Pro vektory ~a =

−→
AB, ~b =

−→
AD, ~c =

−→
AE máme dokázat, že plat́ı

|~a+ ~c |+ |~b+ ~c |+ |~a+~b| ≤ |~a|+ |~b|+ |~c |+ |~a+~b+ ~c | ,

a že rovnost je vyloučena, jsou-li vektory ~a, ~b, ~c lineárně nezávislé (jak je tomu v př́ıpadě
nezdegenerovaného rovnoběžnostěnu). Jistě plat́ı

(|~a|+ |~b|+ |~c |)2 − |~a+~b+ ~c |2 = 2|~a| · |~b|+ 2|~a| · |~c |+ 2|~b| · |~c | − 2〈~a,~b 〉 − 2〈~a,~c 〉 − 2〈~b,~c 〉 =

= (|~a|+ |~b|)2 − |~a+~b|2 + (|~a|+ |~c |)2 − |~a+ ~c |2 + (|~b|+ |~c |)2 − |~b+ ~c |2 =

= (|~a|+ |~b|+ |~a+~b|)(|~a|+ |~b| − |~a+~b|) + (|~a|+ |~c |+ |~a+ ~c |)(|~a|+ |~c | − |~a+ ~c |)+

+(|~b|+ |~c |+ |~b+ ~c |)(|~b|+ |~c | − |~b+ ~c |) .

Podle trojúhelńıkových nerovnost́ı pro trojice vektor̊u ~x, ~y, ~x + ~y resp. ~x + ~y, ~z, ~x + ~y + ~z pro
libovolné vektory ~x, ~y, ~z plat́ı nerovnosti

|~x|+ |~y| − |~x+ ~y| ≥ 0 , (3.52)

95[dju–06], str. 213, úloha 4, navržena Francíı pro 28. MMO na Kubě r. 1987.
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|~x|+ |~y|+ |~x+ ~y| ≤ |~x|+ |~y|+ |~z|+ |~x+ ~y + ~z| . (3.53)

Jejich užit́ım z odvozené rovnosti dostaneme

(|~a|+|~b|+|~c |)2−|~a+~b+~c |2 ≤ (|~a|+|~b|+|~c |+|~a+~b+~c |)(2|~a|+2|~b|+2|~c |−|~a+~b|−|~a+~c |−|~b+~c |) .

Po vyděleńı kladným č́ıslem |~a|+ |~b|+ |~c |+ |~a+~b+ ~c | obdrž́ıme

|~a|+ |~b|+ |~c | − |~a+~b+ ~c | ≤ 2(|~a|+ |~b|+ |~c |)− (|~a+~b|+ |~a+ ~c |+ |~b+ ~c |) ,

odkud již plyne dokazovaná nerovnost

|~a+ ~c |+ |~b+ ~c |+ |~a+~b| ≤ |~a|+ |~b|+ |~c |+ |~a+~b+ ~c | .

Dokažme, že pro libovolné lineárně nezávislé vektory ~a, ~b, ~c je dokazovaná nerovnost ostrá.
Aby nastala rovnost, musela by pro každé dva ze tř́ı vektor̊u přej́ıt v rovnost alespoň jedna
z užitých nerovnost́ı (3.52) a (3.53). Rovnost v (3.52) nastane právě tehdy, když vektory ~x a ~y
jsou souhlasně rovnoběžné, tedy z rovnosti (3.52) plyne, že vektory ~x a ~y jsou lineárně závislé.
Rovnost v (3.53) nastane právě tehdy, když vektory −~z a ~x+ ~y + ~z jsou souhlasně rovnoběžné,
odtud plyne, že vektor ~z je násobkem vektoru ~x+ ~y. Splněńı jedné z rovnost́ı (3.52), (3.53) tedy
v obou př́ıpadech znamená, že vektory ~x, ~y, ~z neboli ~a, ~b, ~c jsou lineárně závislé, což odporuje
naš́ı situaci.

Úloha 3.2.64: Necht’ dva body P , Q lež́ı uvnitř pravidelného čtyřstěnu ABCD. Dokažte, že
plat́ı |^PAQ| < π

3 .96

Řešeńı:
Nejprve zformulujeme a dokážeme pomocné Lemma.

Lemma: Necht’ ve čtyřstěnu ABCD neńı žádný ze stěnových úhl̊u u vrcholu A tupý. Jestliže P ,
Q jsou dva body uvnitř nebo na hranici čtyřstěnu ABCD, ne však na jeho hranách, pak

|^PAQ| < max{|^BAC|, |^BAD|, |^CAD|} . (3.54)
96[mur–88], str. 73–74, úloha G.I./7(1973/1).
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Důkaz:
Označme vektory ~b =

−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−→
AD, ~p =

−→
AP , ~q =

−→
AQ. Bez újmy na obecnosti můžeme

předpokládat, že zvolené body P , Q lež́ı ve stěně BCD protěǰśı vrcholu A (vždy je totiž možné
body P , Q zaměnit pr̊useč́ıky P ′, Q′ polopř́ımek AP , AQ se stěnou BCD, aniž se velikost
úhlu |^PAQ| změńı, jak můžeme vidět na obrázku). Bez téže újmy můžeme předpokládat, že
|~b| = |~c | = |~d| = 1 (velikosti uvažovaných úhl̊u nezáviśı na poloze roviny BCD). Body P , Q
lež́ıćı ve stěně BCD maj́ı vyjádřeńı

P = xB + yC + zD , Q = uB + vC + wD ,

kde x+ y + z = 1 , x, y, z ≥ 0 ; u+ v + w = 1 , u, v, w ≥ 0 .

Vektory ~p, ~q pak maj́ı vyjádřeńı

~p = x~b+ y~c+ z~d , ~q = u~b+ v~c+ w~d .

Pro velikost vektoru ~p podle trojúhelńıkové nerovnosti plat́ı

|~p | = |x~b+ y~c+ z~d | ≤ x|~b|+ y|~c |+ z|~d | = x+ y + z = 1 .

Vzhledem k lineárńı nezávislosti vektor̊u ~b, ~c, ~d v předchoźı nerovnosti nastane rovnost, pouze
když dvě z č́ısel x, y, z jsou nulová, pak by ovšem bod P ležel na jedné z hran AB, AC, AD,
což zadáńı úlohy vylučuje, a tedy plat́ı |~p | < 1, podobně pak |~q | < 1. Protože funkce kosinus je
klesaj́ıćı na intervalu (0, π), nerovnost (3.54) je ekvivalentńı s nerovnost́ı

cos |^PAQ| > min{cos |^BAC|, cos |^BAD|, cos |^CAD|} . (3.55)

Ukažme nejprve, že úhel PAQ neńı tupý, když podle předpokladu neńı tupý žádný ze stěnových
úhl̊u u vrcholu A. Vı́me tedy, že č́ısla 〈~b,~c 〉, 〈~b, ~d 〉, 〈~c, ~d 〉 jsou nezáporná, a chceme ověřit, že
nezáporné je i č́ıslo 〈~p, ~q 〉. To má vyjádřeńı

〈~p, ~q 〉 = 〈x~b+ y~c+ z~d, u~b+ v~c+ w~d 〉 = xu+ yv + zw + (yu+ xv)〈~b,~c 〉+ (xw + zu)〈~b, ~d 〉+

+(yw + zv)〈~c, ~d 〉 .

Odtud s ohledem na 〈~b,~c 〉, 〈~b, ~d 〉, 〈~c, ~d 〉 ∈ 〈0, 1) plyne

〈~p, ~q 〉 ≥ (xu+ yv + zw + (yu+ xv) + (zv + yw) + (xw + zu)) ·min{〈~b,~c 〉, 〈~b, ~d 〉, 〈~c, ~d 〉} =

= (x+ y + z)(u+ v + w) ·min{〈~b,~c 〉, 〈~b, ~d 〉, 〈~c, ~d 〉} = min{〈~b,~c 〉, 〈~b, ~d 〉, 〈~c, ~d 〉} ≥ 0 .

Protože |~p | < 1, |~q | < 1 a 〈~p, ~q 〉 ≥ 0, je

cos |^PAQ| = 〈~p, ~q 〉
|~p | · |~q |

≥ 〈~p, ~q 〉 ≥ min{〈~b,~c 〉, 〈~b, ~d 〉, 〈~c, ~d 〉} .

Dosazeńım za skalárńı součiny

〈~b,~c 〉 = cos |^BAC| , 〈~b, ~d 〉 = cos |^BAD| , 〈~c, ~d 〉 = cos |^CAD| ,
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dostáváme neostrou variantu nerovnosti (3.55), zbývá tedy vyloučit, že v dokázané nerov-
nosti nastane rovnost. V tomto př́ıpadě by z našeho postupu vyplynula následuj́ıćı rovnost
cos |^PAQ| = 〈~p, ~q 〉 = 0, a tak by muselo platit xu + yv + zw = 0. V každé trojici (x, y, z) a
(u, v, w) jsou však aspoň dvě kladná č́ısla, takže na některém ze tř́ı mı́st maj́ı obě dvojice klad-
nou složku. Protože všechny složky jsou nezáporné, vid́ıme, že obecně plat́ı xu + yv + zw > 0,
č́ımž je rovnost v (3.55) vyloučena. �

Tvrzeńı úlohy okamžitě plyne z právě dokázaného Lemmatu.

Užit́ı vzorce pro ortocentrum

V tomto paragrafu budeme při řešeńı jednotlivých úloh už́ıvat obecně známého tvrzeńı, dokáza-
ného v Př́ıkladu 3.1.16: Výšky trojúhelńıku ABC se prot́ınaj́ı v jediném bodě V , který nazýváme
ortocentrum a pro který plat́ı vektorové rovnosti (3.4) a (3.5)

−→
OV =

−→
OA+

−→
OB +

−→
OC ,

−→
AV =

−→
OB +

−→
OC ,

−→
BV =

−→
OA+

−→
OC ,

−→
CV =

−→
OA+

−→
OB ,

kde O je střed kružnice opsané. Vzorec (3.4) jsme již významně využili v Př́ıkladu 3.1.19 o Feuer-
bachově kružnici.

Dále budeme využ́ıvat tvrzeńı dokázané v Př́ıkladu 3.1.17, že bod V roviny ABC je orto-
centrum trojúhelńıku ABC právě tehdy, když plat́ı rovnosti (3.7)〈−→

AV ,
−→
BV

〉
=
〈−→
AV ,
−→
CV

〉
=
〈−→
BV ,

−→
CV

〉
.

Úloha 3.2.65: V rovině jsou dány čtyři body A, B, C, D, z nichž žádné tři nejsou kolineárńı.
Necht’ body V1 a V2 jsou ortocentra trojúhelńık̊u ABC a ABD. Dokažte, že body A, B, C, D lež́ı
na jedné kružnici právě tehdy, když V1V2DC je rovnoběžńık.97

97[bech–03], str. 15–16, úloha 4.
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Řešeńı:
Necht’ O1 je střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC a O2 střed kružnice opsané trojúhelńı-
ku ABD. Body A, B, C, D lež́ı na jedné kružnici právě tehdy, když trojúhelńıky ABC a ABD
maj́ı společnou kružnici opsanou, to znamená společný střed kružnice opsané O1 = O2 = O
(poloměry kružnic opsaných již pak muśı být pro oba trojúhelńıky rovny |OA|).

Pro ortocentra těchto trojúhelńık̊u podle (3.4) plat́ı:

V1 = O1 + (A−O1) + (B −O1) + (C −O1) ,

V2 = O2 + (A−O2) + (B −O2) + (D −O2) .

Obě obecně platné rovnosti odečteme a budeme aplikovat ekvivalentńı úpravy:

V2 − V1 = (O2 −O1) + 3(O1 −O2) + (D − C) ,

−−→
V1V2 =

−→
CD − 2

−−−→
O1O2 neboli

−−→
V1V2 −

−→
CD = 2

−−−→
O2O1 .

Z posledńı rovnosti již vid́ıme, že O2 = O1 (tedy trojúhelńıky ABC a ABD maj́ı společnou
opsanou kružnici) právě tehdy, když

−−→
V1V2 =

−→
CD neboli když V1V2DC je rovnoběžńık.

Úloha 3.2.66: Necht’ ABCD je čtyřúhelńık vepsaný do kružnice a M je jej́ı libovolný bod r̊uzný
od A, B, C, D. Necht’ V1, V2, V3, V4 jsou postupně ortocentra trojúhelńık̊u MAB, MBC, MCD,
MDA. Dokažte, že

1. V1V2V3V4 je rovnoběžńık,

2. |V1V3| = 2|RS|, kde R a S jsou postupně středy stran AB a CD.98

98[bech–02], str. 31, úloha 2.
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Řešeńı:

1. Kružnice se středem O opsaná čtyřúhelńıku ABCD je podle zadáńı kružnićı opsanou
trojúhelńık̊um MAB, MBC, MCD, MDA. Pro jejich ortocentra V1, V2, V3, V4 tedy
podle (3.4) plat́ı:

V1 = M +A+B − 2O , V2 = M +B + C − 2O ,

V3 = M + C +D − 2O , V4 = M +A+D − 2O .

Pro vektory
−−→
V1V2 a

−−→
V4V3 odtud dostaneme

V2 − V1 = V3 − V4 = C −A ,

a tedy V1V2V3V4 je rovnoběžńık.

2. Protože středy R, S stran AB, CD jsou určeny rovnostmi

R =
1
2

(A+B) , S =
1
2

(C +D) ,

z vyjádřeńı pro ortocentra V1, V3 z předchoźı části dostáváme

V3 − V1 = C +D −A−B = 2(S −R) ,

neboli
−−→
V1V3 = 2

−→
RS, takže dokazovaná rovnost |V1V3| = 2|RS| plat́ı.

Úloha 3.2.67: Vrchol A ostroúhlého trojúhelńıku ABC má stejnou vzdálenost od středu O
kružnice opsané a od ortocentra V . Určete všechny možné hodnoty úhlu α u vrcholu A.99

Řešeńı:
Necht’ r je poloměr kružnice opsané, pak |

−→
OA| = |

−→
OB| = |

−→
OC| = r. Pro ortocentrum V

podle (3.4) plat́ı
−→
OV =

−→
OA +

−→
OB +

−→
OC. Podle zadáńı je vzdálenost bodu A od ortocentra

rovna r, tedy

r2 = |
−→
AV |2 = |

−→
OV −

−→
OA|2 = |

−→
OB +

−→
OC|2 = |

−→
OB|2 + |

−→
OC|2 + 2〈

−→
OB,

−→
OC〉 ,

99[dju–06], str. 248, úloha 32, navržena USA pro 31. MMO v Německu r. 1989, řešeńı pozměněno.
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a tedy

r2 = 2r2 + 2〈
−→
OB,

−→
OC〉 = 2r2 + 2r2 cos |^BOC| , odkud cos |^BOC| = −1

2
.

Nyńı využijeme toho, že podle věty o obvodovém a středovém úhlu plat́ı |^BOC| = 2α, tud́ıž
z nalezené podmı́nky máme

cos 2α = −1
2

neboli 2α =
2π
3
, nebot’ α <

π

2
.

Velikost úhlu α u vrcholu A je tedy π
3 . Z uvedeného postupu je rovněž patrné obrácené tvrzeńı,

že rovnost |OA| = |OV | plat́ı v každém trojúhelńıku ABC s úhlem α = π
3 .

Úloha 3.2.68: Mějme trojúhelńık ABC, který neńı pravoúhlý. Necht’ V je jeho ortocentrum a
body M1, M2, M3 po řadě středy stran BC, AC, AB. Necht’ A1, B1, C1 jsou obrazy bodu V
ve středové souměrnosti podle střed̊u M1, M2, M3 a necht’ A2, B2, C2 jsou ortocentra trojúhelńık̊u
BA1C, CB1A, AC1B. Dokažte, že

1. trojúhelńıky ABC a A2B2C2 maj́ı společné těžǐstě,

2. těžǐstě trojúhelńık̊u AA1A2, BB1B2, CC1C2 tvoř́ı trojúhelńık podobný trojúhelńıku ABC.100

Řešeńı:

1. Označme O střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC. Pro body V , M1, M2 a M3 určené
zadáńım úlohy dostáváme

V = A+B + C − 2O M1 =
1
2

(B + C) , M2 =
1
2

(A+ C) , M3 =
1
2

(A+B) ,

přitom vyjádřeńı ortocentra V plat́ı podle vzorce (3.4). Bod A1 je obrazem bodu V
ve středové souměrnosti podle středu M1, takže z rovnosti M1 = 1

2(A1 + V ) vyplývá

A1 = 2M1 − V = B + C − (A+B + C − 2O) = 2O −A ,
100[and–05], str. 42–43, úloha 3, řešeńı pozměněno.
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neboli
−→
AO =

−−→
OA1. Bod A1 tedy lež́ı na kružnici opsané trojúhelńıku ABC, která je tedy

i kružnićı opsanou trojúhelńıku BA1C se středem O. Bod A2 je ortocentrum trojúhelńıku
BA1C, a tedy znovu můžeme uplatnit vzorec (3.4), podle kterého

A2 = B + C +A1 − 2O = B + C + 2O −A− 2O = B + C −A .

Analogicky najdeme ostatńı body ze zadáńı úlohy

B1 = 2O −B , C1 = 2O − C , B2 = A+ C −B , C2 = A+B − C .

Označme T a T ′ těžǐstě trojúhelńık̊u ABC a A2B2C2, pak

T ′ =
1
3

(A2 +B2 +C2) =
1
3

(B +C −A+A+C −B +A+B −C) =
1
3

(A+B +C) = T .

T́ım je d̊ukaz hotov.

2. Označme TA, TB, TC postupně těžǐstě trojúhelńık̊u AA1A2, BB1B2, CC1C2. Využijeme
vyjádřeńı bod̊u A1, B1, C1, A2, B2, C2 z předchoźı části, podle nichž

TA =
1
3

(A+A1 +A2) =
1
3

(A+ 2O −A+B + C −A) =
1
3

(B + C −A+ 2O) ,

analogicky

TB =
1
3

(A+ C −B + 2O) , TC =
1
3

(A+B − C + 2O) .

Pro vektor
−−−→
TATB tak dostaneme

−−−→
TATB = TB − TA =

1
3

(A+ C −B + 2O − (B + C −A+ 2O)) =
2
3

(A−B) =
2
3
−→
BA ,

analogicky
−−−→
TATC =

2
3
−→
CA ,

−−−→
TBTC =

2
3
−→
CB .

To znamená, že trojúhelńıky TATBTC a ABC jsou nepř́ımo podobné s koeficientem po-
dobnosti 2

3 .

Poznámka:
Jak jsme ukázali, odpov́ıdaj́ıćı si strany trojúhelńık̊u TATBTC a ABC maj́ı nejen úměrné délky,
ale jsou i nesouhlasně rovnoběžné. Znamená to, že tyto trojúhelńıky jsou stejnolehlé a my pro
zaj́ımavost urč́ıme střed H jejich stejnolehlosti z rovnic

TA −H = −2
3

(A−H) , TB −H = −2
3

(B −H) , TC −H = −2
3

(C −H) .

Úpravou prvńı rovnice a dosazeńım za TA dostaneme

5
3
H = TA +

2
3
A =

1
3

(B + C −A+ 2O) +
2
3
A =

1
3

(A+B + C + 2O) ,
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odtud pak

H =
3
5
T +

2
5
O , neboli H =

1
5
V +

4
5
O , nebot’ T =

1
3
V +

2
3
O .

Ze symetrie výsledku plyne, že pro tento bod H jsou splněny i zbývaj́ıćı dvě rovnice. Nalezený
střed H je tedy vnitřńım bodem úsečky OV , lež́ı tedy na Eulerově př́ımce trojúhelńıku ABC
(v př́ıpadě rovnostranného trojúhelńıku ovšem plat́ı O = V = T = H).

Úloha 3.2.69: Uvnitř stran AB, BC, CA daného trojúhelńıku ABC jsou zvoleny po řadě body
K, L, M tak, že plat́ı

|AK|
|KB|

=
|BL|
|LC|

=
|CM |
|MA|

.

Dokažte, že trojúhelńıky ABC a KLM maj́ı společné ortocentrum, právě když je trojúhelńık
ABC rovnostranný.101

Řešeńı:
Rovnosti pod́ıl̊u v zadáńı úlohy znamenaj́ı, že existuje č́ıslo p z intervalu (0, 1) takové, že pro
odpov́ıdaj́ıćı vektory plat́ı následuj́ıćı rovnosti

−−→
AK = p

−→
AB ,

−→
BL = p

−→
BC ,

−−→
CM = p

−→
CA . (3.56)

Podle (3.7) je bod V ortocentrum trojúhelńıku ABC právě tehdy, když plat́ı rovnost skalárńıch
součin̊u

〈
−→
AV ,

−→
BV 〉 = 〈

−→
AV ,
−→
CV 〉 = 〈

−→
BV ,

−→
CV 〉 , (3.57)

Naš́ım úkolem je zjistit, kdy pro týž bod V plat́ı soustava (3.57) zároveň s obdobnou soustavou
pro trojúhelńık KLM :

〈
−−→
KV ,

−→
LV 〉 = 〈

−−→
KV ,

−−→
MV 〉 = 〈

−→
LV ,
−−→
MV 〉 . (3.58)

Do prvńı ze soustavy rovnost́ı (3.56) dosad́ıme za vektory
−−→
AK =

−→
AV −

−−→
KV ,

−→
AB =

−→
AV −

−→
BV :

−→
AV −

−−→
KV = p

(−→
AV −

−→
BV

)
neboli

−−→
KV = (1− p)

−→
AV + p

−→
BV ,

101[cze–04], úloha 5, autor P. Černek.
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analogicky −→
LV = (1− p)

−→
BV + p

−→
CV ,

−−→
MV = (1− p)

−→
CV + p

−→
AV .

Tato vyjádřeńı dosad́ıme do skalárńıch součin̊u ze soustavy (3.58). Pro prvńı z nich dostaneme

〈
−−→
KV ,

−→
LV 〉 = (1− p)2〈

−→
AV ,
−→
BV 〉+ p(1− p)〈

−→
AV ,
−→
CV 〉+ p(1− p)〈

−→
BV ,

−→
BV 〉+ p2〈

−→
BV ,

−→
CV 〉 =

= (1− p+ p2)s+ p(1− p)|
−→
BV |2 ,

analogicky pak
〈
−−→
KV ,

−−→
MV 〉 = (1− p+ p2)s+ p(1− p)|

−→
AV |2 ,

〈
−→
LV ,
−−→
MV 〉 = (1− p+ p2)s+ p(1− p)|

−→
CV |2 .

Soustava (3.58) je tedy ekvivalentńı se soustavou rovnost́ı

p(1− p)|
−→
AV |2 = p(1− p)|

−→
BV |2 = p(1− p)|

−→
CV |2 ,

která je v př́ıpadě p(1 − p) 6= 0 (který je zaručen d́ıky p ∈ (0, 1)) splněna, právě když plat́ı
rovnosti |AV | = |BV | = |CV |. To nastane právě tehdy, když ortocentrum V trojúhelńıku ABC
splývá se středem jeho kružnice opsané, tedy v jediném př́ıpadě, když trojúhelńık ABC je
rovnostranný.

Úloha 3.2.70: Označme K kolmý pr̊umět ortocentra daného ostroúhlého trojúhelńıku ABC
na tečnu ve vrcholu B ke kružnici tomuto trojúhelńıku opsané. Dokažte, že trojúhelńık BKL,
kde L je střed strany AC, je rovnoramenný.102

Řešeńı:
Zaved’me vektory ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, kde O je střed zmı́něné kružnice opsané. Pro or-

tocentrum V trojúhelńıku ABC podle (3.4) plat́ı
−→
OV = ~a+~b+ ~c .

Z V K ‖ OB (nebot’ obě př́ımky V K i OB jsou kolmé na tečnu v bodě B ke kružnici opsané)
plyne, že

−−→
V K = k~b pro vhodné k ∈ R, takže

−−→
OK =

−→
OV +

−−→
V K = ~a+~b+ ~c+ k~b = ~a+ (k + 1)~b+ ~c .

102[kin–04], str.1–2,4; př́ıklad 1 – 2000 St. Petersburg City Math Olympiad, Problem Corner 188.
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Bod L je střed strany AC, plat́ı tedy
−→
OL = 1

2(~a+ ~c ).

Abychom ověřili, že LK a LB jsou ramena rovnoramenného trojúhelńıku se základnou BK,
stač́ı podle (3.1) ukázat, že plat́ı

−→
LK+

−→
LB ⊥

−→
LK−

−→
LB. Druhý z posledńıch dvou vektor̊u rovný

vektoru
−−→
BK je kolmý na vektor

−→
OB; proto je naš́ım ćılem ukázat, že vektory

−→
LK +

−→
LB a

−→
OB

jsou rovnoběžné. Vyjádřeme proto vektory
−→
LK a

−→
LB

−→
LK =

−−→
OK −

−→
OL = ~a+ (k + 1)~b+ ~c− 1

2
(~a+ ~c ) =

1
2
~a+ (k + 1)~b+

1
2
~c ,

−→
LB =

−→
OB −

−→
OL = ~b− 1

2
(~a+ ~c ) = −1

2
~a+~b− 1

2
~c ,

odtud dostáváme
−→
LK +

−→
LB = (k + 2)~b a d̊ukaz vztahu

−→
LK +

−→
LB ‖

−→
OB je hotov.

Úloha 3.2.71: Označme V ortocentrum daného ostroúhlého trojúhelńıku ABC. Kružnice se stře-
dem ve středu strany BC procházej́ıćı bodem V prot́ıná př́ımku BC v bodech A1, A2. Podobně
kružnice se středem ve středu strany CA procházej́ıćı bodem V prot́ıná př́ımku CA v bodech B1,
B2 a kružnice se středem ve středu strany AB procházej́ıćı bodem V prot́ıná př́ımku AB v bodech
C1, C2. Ukažte, že body A1, A2, B1, B2, C1, C2 lež́ı na jedné kružnici.103

Řešeńı:
Označme O střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC a r jej́ı poloměr. Dále označme polohové
vektory ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC. Pro polohový vektor ortocentra V podle (3.4) plat́ı

~v = ~a+~b+ ~c

a pro polohové vektory střed̊u A0, B0, C0 stran BC, CA, AB dostáváme

~a0 =
1
2

(~b+ ~c) , ~b0 =
1
2

(~a+ ~c) , ~c0 =
1
2

(~a+~b) .

103[hor–10], str. 151, úloha 1 z 49. MMO ve Španělsku r. 2008.
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Ukážeme, že body A1, A2, B1, B2, C1, C2 lež́ı na jedné kružnici se středem O. Najděme proto
vzdálenost bodu C1 od středu kružnice opsané. Z Pythagorovy věty pro trojúhelńık C0C1O
plyne

|C1O|2 = |C0O|2 + |C1C0|2 = |C0O|2 + |C0V |2 ,

protože podle zadáńı body C1 a V lež́ı na jedné kružnici se středem v bodě C0, plat́ı tedy
|C0C1| = |C0V |. Převedeńım předchoźı rovnosti do řeči vektor̊u a užit́ım skalárńıho součinu
dostáváme:

|C1O|2 = |~c0|2 + |~v−~c0| =
∣∣∣1
2

(~a+~b )
∣∣∣2 +

∣∣∣(~a+~b+~c )− 1
2

(~a+~b )
∣∣∣2 =

1
4
|~a+~b|2 +

∣∣∣1
2

(~a+~b ) +~c
∣∣∣2 =

=
1
4
|~a+~b|2 +

1
4
|~a+~b|2 + |~c |2 + 〈~a+~b,~c 〉 =

1
2

(
|~a|2 + |~b|2 + 2〈~a,~b 〉

)
+ |~c |2 + 〈~a,~c 〉+ 〈~b,~c 〉 =

= 2r2 + 〈~a,~b 〉+ 〈~a,~c 〉+ 〈~b,~c 〉 ,

přičemž v posledńı rovnosti jsme využili vztahu |~a| = |~b| = |~c | = r. Ze symetrie posledńıho
vyjádřeńı je zřejmé, že pro vzdálenosti zbývaj́ıćıch bod̊u A1, A2, B1, B2, C2 od středu O dosta-
neme totéž vyjádřeńı, tyto body tedy skutečně lež́ı na jedné kružnici se středem O.

Úloha 3.2.72: Necht’ ostroúhlý trojúhelńık ABC má ortocentrum V a necht’ P je libovolný
vnitřńı bod deľśıho oblouku AB kružnice opsané trojúhelńıku ABC. Necht’ E je pata výšky z vr-
cholu B, PAQB a PARC necht’ jsou rovnoběžńıky a necht’ př́ımka AQ prot́ıná př́ımku V R
v bodě X. Dokažte, že EX ‖ AP .104

Řešeńı:
Nejprve dokážeme, že trojúhelńıky ABC a AQR maj́ı společné ortocentrum. Těžǐstě trojúhelńı-
ku ABC označme T = 1

3(A+B+C), těžǐstě trojúhelńıku PBC pak označme T1 = 1
3(P+B+C) a

V1 označme ortocenturm trojúhelńıku PBC. Trojúhelńıky ABC a PBC maj́ı společnou kružnici
104[dju–06], str. 288, úloha 10, navržena Velkou Británii pro 37. MMO v Indii r. 1996.
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opsanou a tedy i společný střed kružnice opsané, označme jej O. Pro oba trojúhelńıky ABC a
PBC využijeme vztah (3.6), podle kterého

−→
OV = 3

−→
OT ,

−−→
OV1 = 3

−−→
OT1 ,

odtud odečteńım prvńı rovnosti od druhé dostáváme
−−→
V V1 =

−−→
OV1 −

−→
OV = 3(

−−→
OT1 −

−→
OT ) = 3

−−→
TT1 = (P +B + C)− (A+B + C) =

−→
AP .

Trojúhelńık AQR dostaneme posunut́ım trojúhelńıku PBC o vektor
−→
PA, nebot’

−→
AP =

−→
QB

(protože PAQB je rovnoběžńık) a
−→
AP =

−→
RC (protože PARC je rovnoběžńık). Ortocentrum V2

trojúhelńıku AQR dostaneme týmž posunut́ım bodu V1. To znamená, že
−−→
V2V1 =

−→
AP =

−−→
V V1,

odtud V2 = V . Trojúhelńıky ABC a AQR maj́ı skutečně společné ortocentrum V .

Z dokázané vlastnosti bodu V plyne, že zkoumané př́ımky RV a AQ jsou navzájem kolmé,
takže pro jejich pr̊useč́ık X plat́ı |^AXV | = π

2 = |^AEV |, což znamená, že čtyřúhelńık AXEV
je vepsán do kružnice (bodyX a E lež́ı na Thaletově kružnici nad pr̊uměrem AV ). Pak s využit́ım
toho, že úhly EXQ a AXE jsou úhly vedleǰśı, |^AXE| = |^AV E| (obvodové úhly nad AE),
|^AV E| = |^BCA| (jde o úhel mezi výškami va, vb a úhel mezi stranami a, b, což jsou úhly pro
ostroúhlý trojúhelńık zřejmě shodné) a |^BCA| = |^BPA| (obvodové úhly nad tětivou BA),
dostáváme

|^EXQ| = π − |^AXE| = π − |^AV E| = π − |^BCA| = π − |^BPA| = |^PAQ| .

Z této rovnosti již plyne, že EX ‖ AP , což jsme měli dokázat.

Úloha 3.2.73: Najděte všechny trojice č́ısel k , l ,m ∈ 〈0, 1) s vlastnost́ı: Zvoĺıme-li na stranách
BC, CA, AB libovolného trojúhelńıku ABC po řadě body D, E, F tak, aby platilo

|DC| = k|BC| , |EA| = l|CA| , |FB| = m|AB| , (3.59)

budou mı́t trojúhelńıky ABC a DEF společné ortocentrum.105

Řešeńı:
Zaved’me polohové vektory ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, kde O je střed kružnice opsané

trojúhelńıku ABC a r = |~a| = |~b| = |~c | jej́ı poloměr. Podle věty o obvodovém a středovém
úhlu plat́ı

〈~a,~b 〉 = r2 cos 2γ , 〈~a,~c 〉 = r2 cos 2β , 〈~b,~c 〉 = r2 cos 2α ,
105Vlastńı námět.
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kde α, β, γ jsou obvykle značené vnitřńı úhly trojúhelńıku ABC. Jeho ortocentrum V je
podle (3.4) určené polohovým vektorem

−→
OV = ~a + ~b + ~c. Ze vztah̊u (3.59) v zadáńı plynou

vektorové rovnosti
−→
CD = k

−→
CB,

−→
AE = l

−→
AC a

−→
BF = m

−→
BA, které znamenaj́ı, že

−→
OD = k~b+ (1− k)~c ,

−→
OE = l~c+ (1− l)~a ,

−→
OF = m~a+ (1−m)~b .

Ortocentrum V trojúhelńıku ABC bude také ortocentrem trojúhelńıku DEF právě tehdy, když
bude platit V D ⊥ EF , V E ⊥ DF , V F ⊥ DE neboli

0 =
〈−→
V D,

−→
EF
〉

=
〈−→
V E,

−→
DF

〉
=
〈−→
V F ,

−→
DE

〉
.

Vyjádř́ıme vektory
−→
V D a

−→
EF jako lineárńı kombinace vektor̊u ~a, ~b, ~c

−→
V D =

−→
OD −

−→
OV = −~a+ (k − 1)~b− k~c ,

−→
EF =

−→
OF −

−→
OE = (l +m− 1)~a+ (1−m)~b− l~c

a urč́ıme skalárńı součin〈−→
V D,

−→
EF
〉

= 〈−~a+ (k − 1)~b− k~c, (l +m− 1)~a+ (1−m)~b− l~c 〉 = (1− l −m)r2+

+(k−km−1 +m)r2 +klr2 + (−1 +m+km+kl−k−m− l+ 1)〈~a,~b 〉+ (l−km−kl+k)〈~a,~c 〉+

+(−kl + l − k + km)〈~b,~c 〉 = (k − l + kl − km)r2 + (−k − l + kl + km)r2 cos 2γ+

+(k + l − kl − km)r2 cos 2β + (−k + l − kl + km)r2 cos 2α =

= r2 ((k − l + kl − km)(1− cos 2α) + (k + l − kl − km)(cos 2β − cos 2γ)) .

Podmı́nka
〈−→
V D,

−→
EF
〉

= 0 je proto s ohledem na r2 6= 0 ekvivalentńı s rovnost́ı

(k − l + kl − km)(1− cos 2α) + (k + l − kl − km)(cos 2β − cos 2γ) = 0 .

Tato rovnost má podle zadáńı úlohy platit pro každý trojúhelńık ABC. Vezmeme-li nejprve
takový, kde β = γ a pak takový, kde β 6= γ, dostaneme postupně dvě rovnosti

k − l + kl − km = 0 , k + l − kl − km = 0 .

Sečteńım obdrž́ıme 2k − 2km = 0, neboli k(1−m) = 0, odkud s ohledem na m ∈ 〈0, 1) vycháźı
k = 0. Podobně bychom využit́ım zbývaj́ıćıch dvou skalárńıch součin̊u odvodili l = 0 a m = 0.
To znamená, že hledaná trojice muśı být tvaru k = l = m = 0. Že skutečně vyhovuje, je triviálńı
poznatek, nebot’ pro ni trojúhelńıky ABC a DEF (a tedy i jejich ortocentra) splývaj́ı.
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Úloha 3.2.74: Najděte všechny trojice č́ısel k , l ,m ∈ 〈0, 1) s vlastnost́ı (i), resp. (ii): Zvoĺıme-li
na stranách BC, CA, AB libovolného trojúhelńıku ABC po řadě body D, E, F tak, aby platilo

|DC| = k|BC| , |EA| = l|CA| , |FB| = m|AB| , (3.60)

(i) bude střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC ortocentrem trojúhelńıku DEF ;

(ii) bude ortocentrum trojúhelńıku ABC středem kružnice opsané trojúhelńıku DEF .106

Řešeńı:
Pro obě části úlohy zaved’me polohové vektory ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, kde O je střed

kružnice opsané trojúhelńıku ABC a r = |~a| = |~b| = |~c | jej́ı poloměr. Podobně jako v řešeńı
Úlohy 3.2.73 využijeme rovnosti

〈~a,~b 〉 = r2 cos 2γ , 〈~a,~c 〉 = r2 cos 2β , 〈~b,~c 〉 = r2 cos 2α

a ze vztah̊u (3.60) plynoućı vyjádřeńı

−→
OD = k~b+ (1− k)~c ,

−→
OE = l~c+ (1− l)~a ,

−→
OF = m~a+ (1−m)~b .

(i) Střed kružnice opsané O trojúhelńıku ABC bude ortocentrem trojúhelńıku DEF právě
tehdy, když bude zároveň platit OD ⊥ EF , OE ⊥ DF a OF ⊥ DE, neboli

0 =
〈−→
OD,

−→
EF
〉

=
〈−→
OE,

−→
DF

〉
=
〈−→
OF,

−→
DE

〉
.

Vyjádř́ıme vektor
−→
EF jako lineárńı kombinaci vektor̊u ~a, ~b, ~c

−→
EF =

−→
OF −

−→
OE = (l +m− 1)~a+ (1−m)~b− l~c

a urč́ıme prvńı ze skalárńıch součin̊u〈−→
OD,

−→
EF
〉

= 〈k~b+ (1− k)~c, (l +m− 1)~a+ (1−m)~b− l~c 〉 = (k − km− l + kl)r2+

+(kl+ km− k)〈~a,~b 〉+ (l+m− 1− kl− km+ k)〈~a,~c 〉+ (−kl+ 1−m− k + km)〈~b,~c 〉 =

= r2(k − l + kl − km) + r2(−k + kl + km) cos 2γ + r2(−1 + k + l +m− kl − km) cos 2β+

+r2(1− k −m− kl + km) cos 2α .
106Vlastńı námět.
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Označme výrazy

A = 1− k −m− kl + km , B = −1 + k + l +m− kl − km ,

C = −k + kl + km , D = k − l + kl − km .

Podmı́nku
〈−→
OD,

−→
EF
〉

= 0 tak můžeme zapsat ve tvaru

A cos 2α+B cos 2β + C cos 2γ +D = 0 . (3.61)

Tato rovnost má podle zadáńı platit pro každý trojúhelńık ABC. Vezmeme-li nejprve
takový, v němž α = π

2 a β = γ = π
4 , dostaneme D − A = 0; podobně źıskáme D − B = 0

a D − C = 0. Dohromady proto plat́ı A = B = C = D a podmı́nka (3.61) źıskává tvar

D(cos 2α+ cos 2β + cos 2γ + 1) = 0 .

Druhý činitel v posledńı rovnosti je nenulový např. pro rovnostranný trojúhelńık ABC,
a proto muśı platit D = 0, odtud také A = B = C = 0. Dostáváme tedy soustavu čtyř
rovnic

1− k −m− kl + km = 0 , −1 + k + l +m− kl − km = 0 ,

−k + kl + km = 0 , k − l + kl − km = 0 .

Sečteńım třet́ı a čtvrté rovnice dostáváme podmı́nku −l + 2kl = 0 neboli l(2k − 1) = 0,
odkud l = 0 nebo k = 1

2 . Sečteńım prvńı a čtvrté rovnice dostáváme podmı́nku l+m = 1,
odkud v př́ıpadě l = 0 plyne m = 1, což je v rozporu s m ∈ 〈0, 1). Nutně proto plat́ı k = 1

2 .
Snadno se naopak ověř́ı, že pro k = 1

2 a l+m = 1 jsou všechny čtyři rovnice splněny. Zjistili

jsme, že podmı́nka
−→
OD ⊥

−→
EF je splněna pro všechny výchoźı trojúhelńıky ABC právě

tehdy, když plat́ı k = 1
2 a zároveň l + m = 1. Analogicky bychom odvodili z podmı́nek

−→
OE ⊥

−→
DF a

−→
OF ⊥

−→
DE, že l = 1

2 , k + m = 1 a m = 1
2 , k + l = 1. Všem podmı́nkám

tedy vyhovuje jediná trojice č́ısel k = l = m = 1
2 . To znamená, že střed kružnice opsané

trojúhelńıku ABC je vždy ortocentrem př́ıslušného trojúhelńıku DEF , právě když body
D, E, F jsou určeny č́ısly k, l, m jako středy stran BC, CA, AB.

(ii) Ortocentrum V trojúhelńıku ABC určené podle známého vzorce (3.4) polohovým vekto-
rem

−→
OV = ~a+~b+ ~c bude středem kružnice opsané trojúhelńıku DEF právě tehdy, když

bude platit |V D| = |V E| = |V F |. Z prvńı rovnosti podle (3.1) plyne〈−→
V D +

−→
V E,

−→
V D −

−→
V E

〉
= 0 . (3.62)

Vyjádř́ıme vektory
−→
V D a

−→
V E jako lineárńı kombinace vektor̊u ~a, ~b, ~c :

−→
V D =

−→
OD −

−→
OV = −~a+ (k − 1)~b− k~c ,

−→
V E =

−→
OE −

−→
OV = −l~a−~b+ (l − 1)~c ,
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a dosad́ıme do rovnosti (3.62)〈
(−1− l)~a+ (−2 + k)~b+ (−1− k + l)~c, (−1 + l)~a+ k~b+ (1− k − l)~c

〉
= 0 .

Podobně jako v části (i) přejde tato rovnost po roznásobeńı do tvaru

A cos 2α+B cos 2β + C cos 2γ +D = 0 , (3.63)

kde A, B, C, D jsou konstanty, z nichž budeme dále potřebovat jen

B = −(l+1)(1−k−l)+(l−1)(−1−k+l) , C = −(l+1)k+(k−2)(l−1) = 2(1−k−l) .

Stejně jako v předchoźı části zd̊uvodńıme, že zkoumaná podmı́nka (3.63) je splněna pro
každý trojúhelńık ABC právě tehdy, když A = B = C = D = 0. Z C = 0 ovšem plyne
1− k − l = 0, což po dosazeńı do vztahu pro B vede k rovnosti

B = (l − 1)(−1− k + l) = 0 .

Protože l 6= 1, znamená to −1− l + k = 0. Nalezené dvě rovnice pro l a k, totiž

1− k − l = 0 a − 1− l + k = 0 ,

maj́ı jediné řešeńı l = 0 a k = 1, což je ve sporu se zadáńım k < 1. Žádná trojice č́ısel k,
l, m požadované vlastnosti (ii) tedy neexistuje.

Eulerova př́ımka a Feuerbachova kružnice

Podle Poznámky za Př́ıkladem 3.1.16 body O, T , V (střed kružnice opsané, těžǐstě a ortocentrum
trojúhelńıku ABC, který neńı rovnostranný) lež́ı na jedné př́ımce (tzv. Eulerově př́ımce), přičemž
bod T děĺı úsečku OV v poměru |OT | : |TV | = 1 : 2, takže plat́ı vektorová rovnost (3.6) 107

−→
OV = 3

−→
OT .

Dále podle Poznámky 1 za Př́ıkladem 3.1.19 středy stran, paty výšek a středy úseček AV ,
BV , CV lež́ı vždy na jediné (tzv. Feuerbachově) kružnici k1 = (F, r2), kde r je poloměr kružnice
opsané, přičemž střed F lež́ı na Eulerově př́ımce (př́ımce OV ) a p̊uĺı úsečku OV . Pro polohový
vektor

−→
OF tedy plat́ı vektorové rovnosti (3.8)

−→
OF =

1
2
−→
OV =

1
2
−→
OA+

1
2
−→
OB +

1
2
−→
OC .

Úloha 3.2.75: Necht’ O je střed kružnice opsané trojúhelńıku ABC a K, L, M jsou postupně
obrazy bodu O v osových souměrnostech s osami BC, AC a AB. Dokažte, že př́ımky AK, BL
a CM se prot́ınaj́ı v jednom bodě a určete jeho roli v trojúhelńıku ABC.108

107Zd̊urazněme, že (3.6) plat́ı jako rovnost nulových vektor̊u i v př́ıpadě rovnostranného trojúhelńıku, takže užit́ı
(3.6) je univerzálńı, stejně jako užit́ı rovnosti (3.8).

108[gar–05], str. 220, úloha 4.
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Řešeńı:
Střed O kružnice opsané trojúhelńıku ABC zvoĺıme za počátek a polohový vektor

−−→
OX každého

bodu budeme značit jednoduše jako ~x. Polohové vektory ~a a ~b maj́ı stejnou velikost, trojúhelńık
ABO je tedy rovnoramenný a obraz M bodu O v osové souměrnosti podle osy AB je čtvrtým
vrcholem kosočtverce AOBM (aplikace ekvivalence (3.1)). Analogicky to plat́ı i pro body L a
K, odtud

~m = ~a+~b , ~l = ~a+ ~c , ~k = ~b+ ~c .

Nyńı najdeme polohové vektory střed̊u úseček AK, BL a CL :

1
2

(~a+ ~k) =
1
2

(~a+~b+ ~c ) =
1
2
~v ,

1
2

(~b+~l) =
1
2

(~b+ ~a+ ~c ) =
1
2
~v ,

1
2

(~c+ ~m) =
1
2

(~c+ ~a+~b ) =
1
2
~v ,

kde ~v = ~a+~b+~c je podle rovnosti (3.4) polohový vektor ortocentra V trojúhelńıku ABC. Vid́ıme,
že všechny tři úsečky se prot́ınaj́ı v jednom bodě, který je středem každé z nich, přičemž tento
bod je nav́ıc i středem F Feuerbachovy kružnice trojúhelńıku ABC, pro který totiž podle (3.8)
plat́ı F = 1

2(O + V ).

Úloha 3.2.76: Necht’ ABCD je tětivový čtyřúhelńık. Uvažujme čtyři trojúhelńıky BCD, ACD,
ABD, ABC. Ukažte, že:

1. Těžǐstě těchto trojúhelńık̊u tvoř́ı čtyřúhelńık podobný čtyřúhelńıku ABCD.

2. Středy Feuerbachových kružnic těchto trojúhelńık̊u tvoř́ı čtyřúhelńık podobný čtyřúhelńıku
ABCD.

3. Ortocentra těchto trojúhelńık̊u tvoř́ı čtyřúhelńık shodný s čtyřúhelńıkem ABCD, přitom
tyto čtyřúhelńıky jsou souměrně sdružené podle některého středu.109

109[gar–05], str. 220, úloha 6.
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Řešeńı:

1. Označme T1, T2, T3, T4 postupně těžǐstě trojúhelńık̊u BCD, ACD, ABD, ABC :

T1 =
1
3

(B+C +D) , T2 =
1
3

(A+C +D) , T3 =
1
3

(A+B+D) , T4 =
1
3

(A+B+C) .

Pro vektory stran čtyřúhelńıku T1T2T3T4 pak dostáváme

−−→
T1T2 =

1
3

(A−B) = −1
3
−→
AB ,

−−→
T2T3 =

1
3

(B − C) = −1
3
−→
BC ,

−−→
T3T4 =

1
3

(C −D) = −1
3
−→
CD ,

−−→
T4T1 =

1
3

(D −A) = −1
3
−→
DA .

Čtyřúhelńıky T1T2T3T4 a ABCD jsou tedy podobné s koeficientem podobnosti 1
3 .

2. Všechny čtyři trojúhelńıky maj́ı společnou kružnici opsanou, a to kružnici opsanou celému
čtyřúhelńıku. Označme O jej́ı střed a F1, F2, F3, F4 postupně středy Feuerbachových
kružnic trojúhelńık̊u BCD, ACD, ABD, ABC. S využit́ım vztahu (3.8) pro tyto středy
dostáváme vyjádřeńı

F1 = O +
1
2
−→
OB +

1
2
−→
OC +

1
2
−→
OD , F2 = O +

1
2
−→
OA+

1
2
−→
OC +

1
2
−→
OD ,

F3 = O +
1
2
−→
OA+

1
2
−→
OB +

1
2
−→
OD , F4 = O +

1
2
−→
OA+

1
2
−→
OB +

1
2
−→
OC .

Pro vektory stran čtyřúhelńıku F1F2F3F4 proto plat́ı

−−→
F1F2 = −1

2
−→
AB ,

−−→
F2F3 = −1

2
−→
BC ,

−−→
F3F4 = −1

2
−→
CD ,

−−→
F4F1 = −1

2
−→
DA .

Čtyřúhelńıky F1F2F3F4 a ABCD jsou tedy podobné s koeficientem podobnosti 1
2 .

3. Pro ortocentra V1, V2, V3, V4 trojúhelńık̊u BCD, ACD, ABD, ABC využijeme vzta-
hu (3.4):

V1 = B + C +D − 2O , V2 = A+ C +D − 2O ,

V3 = A+B +D − 2O , V4 = A+B + C − 2O .

Nyńı najdeme středy úseček AV1, BV2, CV3, DV4 :

1
2

(A+ V1) =
1
2

(A+B + C +D − 2O) ,
1
2

(B + V2) =
1
2

(B +A+ C +D − 2O) ,

1
2

(C + V3) =
1
2

(C +A+B +D − 2O) ,
1
2

(D + V4) =
1
2

(D +A+B + C − 2O) .

Vid́ıme, že úsečky AV1, BV2, CV3, DV4 maj́ı společný střed, což znamená, že čtyřúhelńıky
ABCD a V1V2V3V4 jsou podle něho souměrně sdružené.
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Úloha 3.2.77: Je dán r̊uznostranný trojúhelńık ABC. Necht’ T , I a V jsou postupně těžǐstě,
střed kružnice vepsané a ortocentrum tohoto trojúhelńıku. Dokažte, že |^TIV | > π

2 .110

Řešeńı:
V uvažovaném trojúhelńıku ABC označme O střed kružnice opsané, r jej́ı poloměr, % poloměr
kružnice vepsané a F střed Feuerbachovy kružnice. Pro body V a F podle vztah̊u (3.6), resp.(3.8)
plat́ı −→

OV = 3
−→
OT ,

−→
OV = 2

−→
OF .

Nyńı vyjádř́ıme vektory
−→
IT a

−→
IV , abychom mohli naj́ıt velikost úhlu TIV pomoćı skalárńıho

součinu těchto vektor̊u:
−→
IV =

−→
IO +

−→
OV =

−→
IO + 2

−→
OF =

−→
IO + 2(−

−→
IO +

−→
IF ) = 2

−→
IF −

−→
IO ,

−→
IT =

−→
IO +

−→
OT =

−→
IO +

1
3
−→
OV =

−→
IO +

2
3
−→
OF =

−→
IO +

2
3

(−
−→
IO +

−→
IF ) =

2
3
−→
IF +

1
3
−→
IV .

Pro dotyčný skalárńı součin tak dostáváme

〈
−→
IV ,
−→
IT 〉 = 〈2

−→
IF −

−→
IO,

2
3
−→
IF +

1
3
−→
IV 〉 =

1
3

(
4|
−→
IF |2 − |

−→
IO|2

)
.

Z elementárńı geometrie známe Euler̊uv vzorec pro vzdálenost střed̊u I aO i vzorec pro vzdálenost
střed̊u I a F (plynoućı z vnitřńıho dotyku př́ıslušných kružnic):

|IO|2 = r2 − 2r% , |IF | = r

2
− % .

Dosazeńım do vyjádřeného skalárńıho součinu obdrž́ıme

〈
−→
IV ,
−→
IT 〉 =

1
3
(
r2 − 4r%+ 4%2 − r2 + 2r%

)
= −2

3
%(r − 2%) < 0 ,

nebot’ v r̊uznostranném trojúhelńıku ABC plat́ı |IO| > 0, a tedy r > 2ρ opět d́ıky Eulerovu
vzorci. Zároveň pro skalárńı součin obecně plat́ı

〈
−→
IV ,
−→
IT 〉 = |

−→
IV | · |

−→
IT | cos |^TIV | ,

proto z odvozené nerovnosti plyne cos |^TIV | < 0 neboli |^TIV | > π
2 .

110[dju–06], str. 250, úloha 5, navržena Francíı pro 31. MMO v Č́ıně r. 1989.
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Užit́ı kolmých pr̊umět̊u

Z obecné teorie v́ıme, že pro každý vektor ~v a každou př́ımku p se směrovým vektorem ~w existuj́ı
vektory ~vp a ~v⊥ tak, že vektor ~vp lež́ı v př́ımce p, vektor ~v⊥ je k ńı kolmý a plat́ı rovnost

~v = ~vp + ~v⊥ ,

kterou jsme v obecněǰśım podáńı uvedli v Kapitole 1 pod č́ıslem (1.8). Vektor ~vp, který nazýváme
kolmým pr̊umětem vektoru ~v na př́ımku p, je dán vzorcem (1.10)

~vp =
〈~v, ~w〉
|~w|2

· ~w .

Pokud je směrový vektor ~w př́ımky p jednotkový a vektor ~v neńı nulový, pak podle geome-
trického významu skalárńıho součinu dvou vektor̊u dostáváme

|~vp| = |〈~v, ~w〉| = |~v| · cosϕ ,

kde ϕ je odchylka daných vektor̊u ~v, ~w. Absolutńı hodnota skalárńıho součinu 〈~v, ~w〉 tedy vy-
jadřuje velikost kolmého pr̊umětu ~vp vektoru ~v do směru jednotkového vektoru ~w (jak je názorně
ukázáno na obrázku).

Na závěr této úvodńı části dodejme, že v rovině je vzdálenost každého bodu X od př́ımky p
rovna velikosti kolmého pr̊umětu vektoru

−→
AX, kde A je libovolný bod na př́ımce p, do směru

normálového vektoru ~n př́ımky p.

Úloha 3.2.78: Dokažte, že když se všechny vnitřńı úhly konvexńıho n-úhelńıku rovnaj́ı a délky
po sobě jdoućıch stran a1, a2, . . . , an splňuj́ı podmı́nku a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an, pak žádná z těchto
nerovnost́ı neńı ostrá, tj. plat́ı a1 = a2 = · · · = an.111

111[dju–06], str. 32, úloha 3.
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Řešeńı:
Umı́stěme všechny vektory stran daného n-úhelńıku (orientovaných v jednom směru obcházeńı
hranice) do bodu O. Stranám a1, . . . , an tak budou odpov́ıdat po řadě vektory

−−→
OA1, . . . ,

−−→
OAn.

Protože jde o n-úhelńık, jeho strany tvoř́ı uzavřenou lomenou čáru, takže muśı platit

−−→
OA1 +

−−→
OA2 + · · ·+

−−→
OAn = ~o .

Protože vnitřńı úhly n-úhelńıku se podle předpokladu úlohy všechny rovnaj́ı (n−2)π
n a úhly

AiOAi+1 je doplňuj́ı do π, plat́ı

|^A1OA2| = |^A2OA3| = · · · = |^AnOA1| =
2π
n

a |OA1| ≥ |OA2| ≥ . . . ≥ |OAn| .

Necht’ p je př́ımka procházej́ıćı bodem O a kolmá na vektor
−−→
OAn. Necht’ B1, B2, . . . , Bn−1 jsou

kolmé pr̊uměty bod̊u A1, A2, . . . , An−1 na př́ımku p (pr̊umět bodu An je roven bodu O). Podle
rovnosti

−−→
OA1 +

−−→
OA2 + · · ·+

−−→
OAn = ~o je taky

−−→
OB1 +

−−→
OB2 + · · ·+

−−−−→
OBn−i = ~o .

Protože pro každé i ≤ n
2 je |OBi| ≥ |OBn−i| (nebot’ vektory

−−→
OAi a

−−−−→
OAn−i sv́ıraj́ı s př́ımkou p

stejný úhel a zároveň |OAi| ≥ |OAn−i|), lež́ı všechny součty
−−→
OBi+

−−−−→
OBn−i na př́ımce p na stejné

straně od bodu O. Proto muśı být všechny tyto součty nulové (aby byla splněna podmı́nka
−−→
OB1 + · · ·+

−−−−→
OBn−i = ~o ). To ovšem znamená, že |OBi| = |OBn−i|, a tedy také |OAi| = |OAn−i|,

pro každé i ≤ n
2 . Z rovnosti a1 = an−1 plyne, že v řetězci a1 ≥ a2 ≥ . . . ≥ an plat́ı až po člen

an−1 rovnosti, takže d́ıky shodným vnitřńım úhl̊um a shodným n−1 stranám je daný n-úhelńık
pravidelný, a proto plat́ı i an−1 = an.

Úloha 3.2.79: Je dán konvexńı k-úhelńık. Dokažte, že každý jeho vnitřńı bod má týž součet
vzdálenost́ı od k př́ımek, na kterých lež́ı strany daného k-úhelńıku, právě když je součet všech k jed-
notkových vektor̊u vněǰśıch normál k těmto stranám roven nulovému vektoru.112

Řešeńı:
Necht’ M1,M2 . . .Mk je daný k-úhelńık a ~ni jednotkový vektor vněǰśı normály ke straně MiMi+1,
kde i = 1, . . . , k a Mk+1 = M1. Protože pro libovolný bod X uvnitř k-úhelńıku vektory

−−→
XMi a

112[pra–86], str. 102, úloha 5.18.
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~ni sv́ıraj́ı zřejmě ostrý úhel ϕi, pro vzdálenost zi bodu X od př́ımky MiMi+1 rovnou velikosti
kolmého pr̊umětu

−−→
XP vektoru

−−→
XMi do směru vektoru ~ni plat́ı

zi =
∣∣−−→PX∣∣ =

∣∣−−→XMi

∣∣ cosϕi =
〈−−→
XMi, ~ni

〉
.

Necht’ A, B jsou libovolné vnitřńı body k-úhelńıku. Zapǐsme rovnost součt̊u jejich vzdálenost́ı
od př́ımek stran uvažovaného k-úhelńıku podle odvozeného vyjádřeńı:

k∑
i=1

〈−−→
AMi, ~ni

〉
=

k∑
i=1

〈−−→
BMi, ~ni

〉
.

Po dosazeńı
−−→
BMi =

−→
BA+

−−→
AMi odtud dostaneme

k∑
i=1

〈−−→
AMi, ~ni

〉
=

k∑
i=1

〈−→
BA,~ni

〉
+

k∑
i=1

〈−−→
AMi, ~ni

〉
.

Vid́ıme, že body A, B maj́ı stejné součty vzdálenost́ı od př́ımek stran k-úhelńıku, právě když
plat́ı rovnost 〈−→

BA,
k∑
i=1

~ni

〉
= 0 .

Protože vnitřńı body A, B k-úhelńıku lze zvolit tak, aby vektor
−→
BA měl libovolně zvolený směr,

posledńı rovnost bude obecně splněna jedině v př́ıpadě, když
∑k

i=1 ~ni = ~o.

Úloha 3.2.80: Uvnitř rovnostranného trojúhelńıku ABC je dán bod M . Označme Ma, Mb, Mc

paty kolmic z bodu M po řadě na strany BC, AC, AB. Dokažte rovnost 113

|AMb|+ |BMc|+ |CMa| = |AMc|+ |BMa|+ |CMb| . (3.64)

Řešeńı:
Označme vektory ~a =

−−→
MA, ~b =

−−→
MB, ~c =

−−→
MC. Pak ~b − ~a, ~c − ~b a ~a − ~c jsou vektory stran

rovnostranného trojúhelńıku ABC, takže maj́ı tutéž velikost, kterou označ́ıme

d = |~b− ~a| = |~c−~b| = |~a− ~c | . (3.65)
113[pra–86], str. 103, úloha 5.23, kde je řešena troj́ım užit́ım Pythagorovy věty.
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Protože součet obou stran dokazované rovnosti (3.64) je roven obvodu 3d trojúhelńıku ABC
(na obrázku jsou červeně, resp. zeleně vyznačeny délky z levé, resp. pravé strany rovnosti (3.64)),
stač́ı se zabývat jen levou stranou a dokázat rovnost

|AMb|+ |BMc|+ |CMa| =
3d
2
.

Pro sč́ıtané hodnoty jakožto velikosti kolmých pr̊umět̊u plat́ı

|AMb| =
〈
~a,
~a− ~c
d

〉
, |BMC | =

〈
~b,
~b− ~a
d

〉
, |CMa| =

〈
~c,
~c−~b
d

〉
,

a proto

|AMb|+ |BMc|+ |CMa| =
1
d

(
〈~a,~a− ~c 〉+ 〈~b,~b− ~a〉+ 〈~c,~c−~b 〉

)
,

takže je naš́ım úkolem dokázat rovnost

〈~a,~a− ~c 〉+ 〈~b,~b− ~a〉+ 〈~c,~c−~b 〉 =
3d2

2
.

To je však snadné, nebot’ jej́ı levá strana je zřejmě rovna

1
2
|~a− ~c |2 +

1
2
|~b− ~a|2 +

1
2
|~c−~b|2 ,

což s využit́ım rovnost́ı (3.65) vede k požadovanému výsledku 3
2d

2.

Dodejme, že úlohu lze vyřešit i bez úvahy o obvodu trojúhelńıku na základě zřejmé rovnosti

〈~a,~a− ~c 〉+ 〈~b,~b− ~a〉+ 〈~c,~c−~b 〉 = 〈~a,~a−~b 〉+ 〈~b,~b− ~c 〉+ 〈~c,~c− ~a〉 ,

jej́ıž strany jsou d-násobky př́ıslušných stran dokazované rovnosti (3.64).

Úloha 3.2.81: Dokažte, že konvexńı čtyřúhelńık, jehož všechny vrcholy maj́ı stejný součet
vzdálenost́ı od čtyř př́ımek, na kterých lež́ı jeho strany, je rovnoběžńık.114

114[pra–86], str. 101, úloha 5.11.
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Řešeńı:
Označme postupně ~n1, ~n2, ~n3, ~n4 jednotkové vektory vněǰśıch normál ke stranám AB, BC, CD,
DA a %A (%B, %C , %D) součet vzdálenost́ı bodu A (B, C, D) od čtyř př́ımek, na kterých lež́ı
strany uvažovaného čtyřúhelńıka ABCD. Podle zadáńı plat́ı

%A = %B = %C = %D .

Vzdálenost bodu A od př́ımek AB a AD je rovna nule, vzdálenost od př́ımky CD je rovna
skalárńımu součinu

〈−→
AD,~n3

〉
a vzdálenost od př́ımky BC je rovna

〈−→
AB,~n2

〉
. (Vektory stran

voĺıme tady i dále vždy tak, aby byl skalárńı součin nezáporný.) Odtud

%A =
〈−→
AD,~n3

〉
+
〈−→
AB,~n2

〉
.

Analogicky
%B =

〈−→
BA,~n4

〉
+
〈−→
BD,~n3

〉
, %D =

〈−→
DA,~n1

〉
+
〈−→
DB,~n2

〉
.

Z předpokládané rovnosti %A = %B proto vyplývá

0 = %A − %B =
〈−→
AD,~n3

〉
+
〈−→
AB,~n2

〉
−
〈−→
BA,~n4

〉
−
〈−→
BD,~n3

〉
=

=
〈−→
AB,~n2 + ~n4

〉
+
〈−→
AD −

−→
BD,~n3

〉
=
〈−→
AB,~n2 + ~n4

〉
+
〈−→
AB,~n3

〉
+

+
〈−→
AB,~n1

〉
=
〈−→
AB,~n1 + ~n2 + ~n3 + ~n4

〉
.

(Člen
〈−→
AB,~n1

〉
jsme mohli přič́ıst, protože vektor ~n1 je kolmý k vektoru

−→
AB, takže jsme přičetli

nulu.) Podobně

0 = %A − %D =
〈−→
AD,~n3

〉
+
〈−→
AB,~n2

〉
−
〈−→
DA,~n1

〉
−
〈−→
DB,~n2

〉
=

=
〈−→
AD,~n1 + ~n3

〉
+
〈−→
AB −

−→
DB,~n2

〉
=
〈−→
AD,~n1 +−→n3

〉
+
〈−→
AD,~n2

〉
+

+
〈−→
AD,~n4

〉
=
〈−→
AD,~n1 + ~n2 + ~n3 + ~n4

〉
.

Protože žádný nenulový vektor roviny ABD nemůže být kolmý k oběma vektor̊um
−→
AB i

−→
AD,

muśı platit
~n1 + ~n2 + ~n3 + ~n4 = ~o .

Odtud postupnými úpravami dostáváme

~n1 + ~n2 = −~n3 − ~n4 ,

|~n1 + ~n2|2 = |~n3 + ~n4|2 ,
|~n1|2 + |~n2|2 + 2〈~n1, ~n2〉 = |~n3|2 + |~n4|2 + 2〈~n1, ~n2〉 ,

2〈~n1, ~n2〉 = 2〈~n3, ~n4〉 .
To znamená, že |^~n1, ~n2| = |^~n3, ~n4|. Podobně můžeme ze stejné rovnosti odvodit také vztah
|^~n1, ~n4| = |^~n2, ~n3|. Posledńı dvě rovnosti znamenaj́ı, že pro vnitřńı úhly čtyřúhelńıku ABCD
plat́ı β = δ a α = γ, takže ABCD je rovnoběžńık.
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Úloha 3.2.82: V prostoru je dáno 10 vektor̊u tak, že součet libovolných dev́ıti z nich má velikost
menš́ı, než je velikost součtu všech 10 vektor̊u. Dokažte, že existuje osa, na kterou má každý
z daných 10 vektor̊u kladný kolmý pr̊umět.115

Řešeńı:
Pro daných 10 vektor̊u ~v1, . . . , ~v10 a jejich součet

~x =
10∑
i=1

~vi

podle zadáńı plat́ı
∀i = 1, . . . , 10: |~x| > |~x− ~vi| .

Podle každé z těchto ostrých nerovnost́ı je ~x 6= ~o. Ukážeme, že hledaná osa je např́ıklad osa
určená směrovým vektorem ~x. Kolmý pr̊umět ~vi do této osy je roven reálnému č́ıslu〈

~vi,
~x

|~x|

〉
=

1
|~x|
〈~vi, ~x〉 ,

takže tento pr̊umět je kladný právě tehdy, když 〈~vi, ~x〉 > 0.

Z rovnosti |~x− ~vi|2 = |~x|2 + |~vi|2 − 2〈~x,~vi〉 vyjádř́ıme

〈~vi, ~x〉 =
1
2
|~vi|2 +

1
2
|~x|2 − 1

2
|~x− ~vi|2 =

1
2
|~vi|2 +

1
2
(
|~x|2 − |~x− ~vi|2

)
.

Protože pro každé i = 1, . . . , 10 podle předpokladu plat́ı |~x| > |~x − ~vi|, je podle odvozeného
vyjádřeńı také 〈~vi, ~x〉 > 0, což jsme chtěli ukázat.

Úloha 3.2.83: Žák měl překreslit konvexńı mnohoúhelńık lež́ıćı v kruhu o poloměru 1 z jednoho
listu paṕıru na druhý. Přenesl prvńı stranu, pak úhel, který sv́ırá tato strana s druhou stranou,
kterou přenesl poté atd. Úhly žák přenášel přesně, avšak délky přenášel s relativńı chybou p, což
znamená, že úsečku délky a zakreslil jako úsečku délky b, kde | ba − 1| ≤ p. Po přeneseńı posledńı
strany zjistil, že jej́ı koncový bod má od počátečńıho bodu prvńı strany nenulovou vzdálenost d.
Dokažte, že d ≤ 4p (nezávisle na počtu stran mnohoúhelńıku).116

Řešeńı:
Vektory stran p̊uvodńıho n-úhelńıku označ́ıme po řadě ~a1,~a2, . . . , ~an, takže plat́ı

~a1 + ~a2 + · · ·+ ~an = ~o .

Podobně označ́ıme vektory odpov́ıdaj́ıćıch stran přeneseného n-úhelńıku (který ovšem neńı
uzavřený) po řadě jako ~b1,~b2, . . . ,~bn. Podle zadáńı má vektor

~x = ~b1 +~b2 + · · ·+~bn

115[pra–86], str. 101, úloha 5.13.
116[pra–86], str. 101, úloha 5.14.
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velikost d > 0 a pro každé i = 1, 2, . . . , n plat́ı (při zřejmém označeńı délek stran)∣∣∣∣ biai − 1
∣∣∣∣ ≤ p neboli bi = (1 + pi)ai, kde |pi| ≤ p < 1 .

Protože úhly, a tedy i směry stran, se při přenášeńı zachovaly, můžeme od skalárńıch rovnost́ı
přej́ıt k vektorovým rovnostem

~bi = ~ai(pi + 1) ,

ze kterých dostáváme

~x =
n∑
i=1

~bi =
n∑
i=1

(pi + 1)~ai =
n∑
i=1

pi~ai +
n∑
i=1

~ai =
n∑
i=1

pi~ai .

Vektory ~a1, . . . ,~an rozdělme na dvě skupiny: vektory ~a1, . . . ,~ak, které maj́ı nezáporný kolmý
pr̊umět do směru ~x, a vektory ~ak+1, . . . ,~an, které maj́ı tento pr̊umět záporný (počátek a směr
přirozeného č́ıslováńı stran mnohoúhelńıku můžeme zvolit právě takto). Pro zkoumanou vzdá-
lenost d plat́ı

d2 = |~x|2 = 〈~x, ~x〉 =
〈
~x,

k∑
i=1

pi~ai

〉
+
〈
~x,

n∑
j=k+1

pj~aj

〉
.

S využit́ım toho, že |
∑k

i=1〈~x, pi~ai〉| ≤ p
∑k

i=1〈~x,~ai〉 (protože skalárńı součiny jsou nezápor-
né) a podobně |

∑n
j=k+1〈~x, pj~aj〉| ≤ −p

∑n
j=k+1〈~x,~aj〉 (protože skalárńı součiny jsou záporné),

dostáváme

d2 ≤ p
〈
~x,

k∑
i=1

~ai

〉
− p
〈
~x,

n∑
j=k+1

~aj

〉
= 2p

〈
~x,

k∑
i=1

~ai

〉
,

nebot’
∑k

i=1~ai = −
∑n

j=k+1~aj . Vektor ~y = ~a1 + · · · + ~ak je vektorem úhlopř́ıčky p̊uvodńıho
mnohoúhelńıku lež́ıćıho dle zadáńı v kruhu o poloměru 1, tedy pro jeho velikost plat́ı

|~y| =

∣∣∣∣∣
k∑
i=1

~ai

∣∣∣∣∣ ≤ 2 .

Z odvozené nerovnosti pro hodnotu d proto plyne

d2 ≤ 2p|~x| |~y| cosϕ ≤ 4pd ,

kde ϕ je úhel, který sv́ıraj́ı vektory ~x a ~y a který splňuje nerovnosti 0 ≤ ϕ ≤ π
2 d́ıky zvolenému

č́ıslováńı stran. Z nerovnosti d2 ≤ 4pd a předpokladu d > 0 už plyne d ≤ 4p.

Na závěr celé kapitoly odvod́ıme podle [pra–86] užit́ım integrálńıho počtu zaj́ımavý výsledek
ve formě následuj́ıćı úlohy. Všechny zbylé úlohy pak vyřeš́ıme užit́ım právě tohoto výsledku, bez
něhož bychom se jinak v jejich řešeńı patrně stěž́ı obešli.
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Úloha 3.2.84: Dokažte, že pro libovolný konečný soubor vektor̊u ~a1,~a2, . . . ,~an lež́ıćıch v ro-
vině s kartézskou soustavou souřadnic Oxy a jednotkové vektory ~eϕ sv́ıraj́ıćı úhel ϕ s kladnou
poloosou x plat́ı ∫ π

0

n∑
i=1

|~ai(ϕ)|dϕ =
∫ π

0

n∑
i=1

|〈~ai, ~eϕ〉|dϕ = 2
n∑
i=1

|~ai| , (3.66)

kde ~ai(ϕ) znač́ı kolmý pr̊umět vektoru ~ai do směru vektoru ~eϕ.117

Řešeńı:
Ze souboru vektor̊u můžeme vypustit všechny vektory, které jsou nulové, nebot’ ty neovlivńı
ani součet délek vektor̊u, ani součet délek jejich kolmých pr̊umět̊u na libovolnou př́ımku. Necht’
pro každé i = 1, . . . , n sv́ırá nenulový vektor ~ai s kladnou poloosou úhel αi. Velikost kolmého
pr̊umětu vektoru ~ai na osu sv́ıraj́ıćı s kladnou poloosou x úhel ϕ, má pak vyjádřeńı

|~ai(ϕ)| = |〈~ai, ~eϕ〉| = |~ai| | cos(ϕ− αi)| ,

Nyńı sečteme kolmé pr̊uměty všech vektor̊u souboru a součet prointegrujeme v proměnné ϕ
od ϕ = 0 do ϕ = π. Dostaneme∫ π

0

n∑
i=1

|~ai(ϕ)|dϕ =
∫ π

0

n∑
i=1

|〈~ai, ~eϕ〉|dϕ =
∫ π

0

n∑
i=1

|~ai| | cos(ϕ− αi)|dϕ =

=
n∑
i=1

|~ai|
∫ π

0
| cos(ϕ− αi)|dϕ .

Protože funkce f(ϕ) = | cos(ϕ− αi)| má periodu π, plat́ı∫ π

0
| cos(ϕ− αi)|dϕ =

∫ αi+π

αi

| cos(ϕ− αi)|dϕ =
∫ π

0
| cosϕ|dϕ = 2 .

Odtud ∫ π

0

n∑
i=1

|~ai(ϕ)|dϕ =
∫ π

0

n∑
i=1

|〈~ai, ~eϕ〉|dϕ = 2
n∑
i=1

|~ai| .

Poznámka:
Dokázaná rovnost (3.66) znamená, že středńı hodnota integrované funkce je 2

π

∑n
i=1 |~ai|. Pro li-

bovolný soubor vektor̊u ~a1,~a2, . . . ,~an proto existuje úhel ϕ ∈ 〈0, π〉 takový, že

n∑
i=1

|~ai(ϕ)| =
n∑
i=1

|~ai| | cos(ϕ− αi)| ≤
2
π

n∑
i=1

|~ai| (3.67)

a současně existuje úhel ψ ∈ 〈0, π〉 takový, že

n∑
i=1

|~ai(ϕ)| =
n∑
i=1

|~ai| | cos(ψ − αi)| ≥
2
π

n∑
i=1

|~ai| . (3.68)

117[pra–86], poznámka a d̊usledek ze strany 113.
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Vyjádř́ıme (3.68) ještě jednou bez zavedené symboliky: Pro každý systém vektor̊u ~a1, . . . ,~an
v rovině existuje taková př́ımka, že součet velikost́ı kolmých pr̊umět̊u vektor̊u ~a1, . . . ,~an na tuto
př́ımku je alespoň 2

π

∑n
i=1 |~ai|.

Úloha 3.2.85: Dva konečné soubory vektor̊u ~a1,~a2, . . . ,~an a ~b1,~b2, . . . ,~bm lež́ıćı v jedné rovině
maj́ı tu vlastnost, že součet velikost́ı kolmých pr̊umět̊u vektor̊u prvńıho souboru na libovolnou
př́ımku je nejvýše roven součtu velikost́ı kolmých pr̊umět̊u vektor̊u druhého souboru na tutéž
př́ımku. Dokažte, že součet velikost́ı vektor̊u prvńıho souboru je nejvýše roven součtu velikost́ı
vektor̊u druhého souboru.118

Řešeńı:
V rovině daných vektor̊u zavedeme kartézský souřadnicový systém Oxy. Z obou soubor̊u vektor̊u
můžeme vypustit všechny vektory, které jsou nulové, nebot’ ty neovlivńı ani součet velikost́ı
vektor̊u ani součet velikost́ı jejich kolmých pr̊umět̊u na libovolnou př́ımku. Necht’ tedy vektory
~ai,~bj jsou nenulové a sv́ıraj́ı s kladnou poloosou x úhel αi, resp. βj , kde i = 1, . . . , n, j = 1, . . . ,m.
Velikosti kolmých pr̊umět̊u vektor̊u ~ai,~bj na př́ımku p sv́ıraj́ıćı s kladnou poloosou x úhel ϕ (které
označ́ıme jako v Úloze 3.2.84) pak maj́ı vyjádřeńı

|~ai(ϕ)| = |~ai| | cos(ϕ− αi)| , |~bj(ϕ)| = |~bj | | cos(ϕ− βj)| .

Podle předpokladu nerovnost
m∑
i=1

|~ai| | cos(ϕ− αi)| ≤
m∑
j=1

|~bj | | cos(ϕ− βj)| .

plat́ı pro všechny př́ımky, tedy pro všechny úhly ϕ ∈ 〈0, π〉. Prointegrujeme-li tuto nerovnost
v proměnné ϕ od ϕ = 0 do ϕ = π, dostaneme∫ π

0

n∑
i=1

|~ai| | cos(ϕ− αi)|dϕ ≤
∫ π

0

m∑
j=1

|~bj | | cos(ϕ− βj)|dϕ .

S využit́ım rovnosti (3.66) lze tuto nerovnost přepsat jako

2
n∑
i=1

|ai| ≤ 2
m∑
j=1

|bj | neboli
n∑
i=1

|ai| ≤
m∑
j=1

|bj | ,

a d̊ukaz porovnáńı součtu velikost́ı vektor̊u z jednotlivých soubor̊u je hotov.

118[pra–86], str. 103, úloha 5.26.
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Úloha 3.2.86: Lež́ı-li jeden konvexńı mnohoúhelńık uvnitř druhého, pak obvod prvńıho z nich
nepřevyšuje obvod druhého z nich. Dokažte.119

Řešeńı:
Lež́ı-li mnohoúhelńık M1 uvnitř mnohoúhelńıku M2, pak délka kolmého pr̊umětu M1 na libo-
volnou př́ımku nepřevyšuje délku kolmého pr̊umětu M2 na tutéž př́ımku (kolmý pr̊umět M1

je totiž podmnožinou kolmého pr̊umětu M2). Délka takového kolmého pr̊umětu každého kon-
vexńıho mnohoúhelńıku je však polovinou součtu délek kolmých pr̊umět̊u všech jeho stran. Proto
součet délek kolmých pr̊umět̊u stran M1 nepřevyšuje součet délek kolmých pr̊umět̊u stran M2.
Protože to plat́ı pro každou př́ımku, podle výsledku Úlohy 3.2.85 uplatněného k soubor̊um vek-
tor̊u stran M1 a vektor̊u stran M2 dostáváme, že obvod M1 nepřevyšuje obvod M2.

Úloha 3.2.87: Součet velikost́ı několika komplanárńıch vektor̊u je roven L. Dokažte, že z těchto
vektor̊u lze vybrat několik (př́ıpadně i jeden) tak, aby jejich součet byl vektor o velikosti ale-
spoň L

π .120

Řešeńı:
Dané vektory označme ~a1, . . . ,~an. Podle zadáńı je

∑n
i=1 |~ai| = L. Stejně jako v řešeńı Úlohy 3.2.85

zavedeme v rovině daných vektor̊u kartézský souřadnicový systém Oxy. Ze souboru vektor̊u
můžeme vypustit všechny vektory, které jsou nulové, nebot’ ty neovlivńı ani součet velikost́ı
vektor̊u, ani velikost součtu vybraných vektor̊u. Podle tvrzeńı o nerovnosti (3.68) existuje jed-
notkový vektor ~eϕ s vlastnost́ı

n∑
k=1

|〈~ak, ~eϕ〉| ≥
2
π
L .

Vektory ~a1, . . . ,~an rozdělme do dvou skupin: jako K1 označ́ıme množinu index̊u k ∈ {1, . . . , n},
pro které 〈~ak, ~eϕ〉 ≥ 0, a jako K2 označ́ıme množinu těch index̊u k ∈ {1, . . . , n}, pro které
〈~ak, ~eϕ〉 < 0. Pak

n∑
k=1

|〈~ak, ~eϕ〉| =
∑
k∈K1

〈~ak, ~eϕ〉 −
∑
k∈K2

〈~ak, ~eϕ〉 = |
∑
k∈K1

〈~ak, ~eϕ〉|+ |
∑
k∈K2

〈~ak, ~eϕ〉| ,

119[pra–86], str. 103, úloha 5.27.
120[pra–86], str. 103, úloha 5.28.
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tud́ıž alespoň jeden z obou posledńıch sč́ıtanc̊u je nejméně 1
2 ·

2
π · L, tj. L

π . Proto pro i = 1 nebo
pro i = 2 plat́ı

L

π
≤ |

∑
k∈Ki

〈~ak, ~ek〉| ≤
∑
k∈Ki

|~ak| .

Úloha 3.2.88: Má-li některý konvexńı mnohoúhelńık všechny strany i úhlopř́ıčky kraťśı než d,
pak jeho obvod je kraťśı než πd. Dokažte.121

Řešeńı:
Jsou-li ~a1, . . . ,~an vektory stran daného mnohoúhelńıku, pak součet velikost́ı jejich kolmých
pr̊umět̊u na libovolnou př́ımku (určenou jednotkovým vektorem ~e) rovný

∑n
k=1 |〈~ak, ~e〉| je dvoj-

násobek velikosti kolmého pr̊umětu celého mnohoúhelńıku, tedy dvojnásobek velikosti kolmého
pr̊umětu některé jeho strany nebo úhlopř́ıčky, tedy nejvýše 2d. Proto z tvrzeńı o nerovnosti (3.68)
pro některý jednotkový vektor ~e plat́ı

2
π

n∑
k=1

|~ak| ≤
n∑
k=1

|〈~ak, ~e〉| ≤ 2d , odtud
n∑
k=1

|~ak| ≤ πd .

Úloha 3.2.89: Je-li součet komplanárńıch vektor̊u ~a, ~b, ~c, ~d roven nulovému vektoru, pak plat́ı
|~a|+ |~b|+ |~c |+ |~d | ≥ |~a+ ~d |+ |~b+ ~d |+ |~c+ ~d |. Dokažte.122

Řešeńı:
Podle výsledku Úlohy 3.2.85 stač́ı dokázat, že za předpokladu ~a + ~b + ~c + ~d = ~o pro všechny
jednotkové vektory ~e roviny vektor̊u ~a, ~b, ~c, ~d plat́ı nerovnosti

|〈~a,~e〉|+ |〈~b,~e〉|+ |〈~c,~e〉|+ |〈~d,~e〉| ≥ |〈~a+ ~d,~e〉|+ |〈~b+ ~d,~e〉|+ |〈~c+ ~d,~e〉| ,

že tedy pro reálná č́ısla a = 〈~a,~e〉, b = 〈~b,~e〉, c = 〈~c,~e〉, d = 〈~d,~e〉, jejichž součet je d́ıky našemu
předpokladu zřejmě roven nule, plat́ı

|a|+ |b|+ |c|+ |d| ≥ |a+ d|+ |b+ d|+ |c+ d| .

Protože a+b+c+d = 0, můžeme do nerovnosti dosadit d = −a−b−c a dostat tak ekvivalentńı
nerovnost

|a|+ |b|+ |c|+ |a+ b+ c| ≥ |b+ c|+ |a+ c|+ |a+ b| ,
121[pra–86], str. 103, úloha 5.29.
122[pra–86], str. 103, úloha 5.30.
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o ńıž ukážeme, že skutečně plat́ı pro libovolná a, b, c ∈ R.

Při pevných a, b jsou obě strany nerovnosti po částech lineárńı v proměnné c, proto stač́ı
nerovnost L ≥ P dokázat v bodech zlomu odpov́ıdaj́ıćıch funkćı, tj. pro c = 0, c = −a − b,
c = −a, c = −b a rovněž pro c→∞ a pro c→ −∞. Hodnoty L a P zaṕı̌seme do tabulky:

c = 0 L = |a|+ |b|+ |a+ b| P = |a|+ |b|+ |a+ b|
c = −a− b L = |a|+ |b|+ |a+ b| P = |a|+ |b|+ |a+ b|
c = −a L = 2|a|+ 2|b| P = |b− a|+ |a+ b| ≤ |b|+ |a|+ |a|+ |b|
c = −b L = 2|a|+ 2|b| P = |a− b|+ |a+ b| ≤ |b|+ |a|+ |a|+ |b|
c→∞ L = 2c+ a+ b+ |a|+ 2|b| P = 2c+ a+ b+ |a|+ 2|b|
c→ −∞ L = −2c− a− b+ |a|+ 2|b| P = −2c− a− b+ |a|+ 2|b|

Vid́ıme, že pro každé c ∈ R skutečně plat́ı L ≥ P .

Úloha 3.2.90: Uvnitř libovolného konvexńıho n-úhelńıku A1A2 . . . An je vybrán bod O tak,
že
−−→
OA1 +

−−→
OA2 + · · · +

−−→
OAn = ~o. Dokažte, že obvod tohoto n-úhelńıku neńı menš́ı než č́ıslo

4
n (|OA1|+ |OA2|+ · · ·+ |OAn|).123

Řešeńı:
Podle výsledku Úlohy 3.2.85 stač́ı ukázat, že pro libovolný jednotkový vektor ~e roviny daného
n-úhelńıku plat́ı∣∣〈−−−→A1A2, ~e

〉∣∣+ · · ·+
∣∣〈−−−−−→An−1An, ~e

〉∣∣+
∣∣〈−−−→AnA1, ~e

〉∣∣ ≥ 4
n

(∣∣〈−−→OA1, ~e
〉∣∣+ · · ·+

∣∣〈−−→OAn, ~e〉∣∣) . (3.69)

Č́ısla ak =
〈−−→
OAk, ~e

〉
, pro k = 1, . . . , n rozděĺıme na dvě skupiny x1 ≥ x2 ≥ . . . ≥ xk ≥ 0 a

yo1 ≤ yo2 ≤ . . . ≤ yon−k < 0. Označme ještě yi = −yoi > 0 pro každé i = 1, . . . , n − k. Nyńı

využijeme podmı́nky ze zadáńı, že
−−→
OA1 +

−−→
OA2 + · · ·+

−−→
OAn = ~o, a tedy〈−−→

OA1, ~e
〉

+
〈−−→
OA2, ~e

〉
+ · · ·+

〈−−→
OAn, ~e

〉
= 〈~o,~e〉 = 0

pro libovolný jednotkový vektor ~e. Můžeme proto psát

x1 + · · ·+ xk − (y1 + · · ·+ yn−k) = 0 ,
123[pra–86], str. 103, úloha 5.31. Dotyčný bod O = 1

n
(A1 + A2 + · · · + An) se někdy nazývá těžǐstěm daného

n-úhelńıku.
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takže lze definovat nezáporné č́ıslo a = x1 + · · ·+xk = y1 + · · ·+yn−k. Pak pro zavedená č́ısla ak
plat́ı |a1|+ |a2|+ · · ·+ |an| = 2a. Dokazovanou nerovnost tak můžeme přepsat do tvaru∣∣〈−−−→A1A2, ~e

〉∣∣+ · · ·+
∣∣〈−−−−−→An−1An, ~e

〉∣∣+
∣∣〈−−−→AnA1, ~e

〉∣∣ ≥ 4
n
· 2a .

Podle druhého obrázku vysvětĺıme, proč levá strana této nerovnosti je rovna 2(x1 + y1). Součet
všech nezáporných č́ısel 〈

−−−−→
AiAi+1, ~e 〉, tedy součet velikost́ı kolmých pr̊umět̊u vektor̊u

−−−−→
AiAi+1

(vyznačených na obrázku červeně), je totiž roven x1 + y1. Na druhou stranu součet záporných
č́ısel 〈

−−−−→
AiAi+1, ~e 〉, (odpov́ıdaj́ıćıch zeleně vyznačeným vektor̊um) je roven −(x1 + y1). T́ım je

tvrzeńı o hodnotě součtu všech č́ısel |〈
−−−−→
AiAi+1, ~e 〉| dokázáno, a nám tak zbývá dokázat nerovnost

2(x1 + y1) ≥ 4
n
· 2a , neboli x1 + y1 ≥

4a
n
.

Z nerovnost́ı kx1 ≥ x1 + · · ·+ xk = a a (n− k)y1 ≥ y1 + · · ·+ yn−k = a plyne

x1 ≥
a

k
a y1 ≥

a

n− k
,

tud́ıž
x1 + y1 ≥

a

k
+

a

n− k
=
a(n− k + k)
k(n− k)

=
4an

4k(n− k)
≥ 4an

n2
=

4a
n
,

kde jsme využili odhad 4k(n− k) = n2 − (n− 2k)2 ≤ n2.
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Kapitola 4

Aplikace vektorového a smı́̌seného
součinu

4.1 Př́ıklady teoretického významu

Př́ıklad 4.1.1: Mějme dány libovolné tři vektory ~a, ~b, ~c v prostoru. Dokažte vzorec 1

〈~a×~b,~c 〉 = 〈~b× ~c,~a〉 = 〈~c× ~a,~b 〉 = −〈~a× ~c,~b 〉 = −〈~b× ~a,~c 〉 = −〈~c×~b,~a〉 .

Řešeńı:
Necht’ dané vektory ~a, ~b, ~c maj́ı ve zvolené pravotočivé ortonormálńı bázi (~e1,~e2,~e3) souřadnice

~a = (a1, a2, a3) , ~b = (b1, b2, b3) , ~c = (c1, c2, c3) ,

pak pro smı́̌sený součin 〈~a×~b,~c 〉 podle (1.25) plat́ı

〈~a×~b,~c 〉 = det

 a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 .

Je-li determinant matice A roven č́ıslu t ∈ R, pak determinat matice B, která vznikne z matice A
záměnou dvou řádk̊u, je podle pravidel pro výpočet determinantu roven −t. Záměnou prvńıho
a druhého řádku v našem determinantu dostáváme 〈~a×~b,~c 〉 = −〈~b×~a,~c 〉 a daľśımi záměnami
řádk̊u bychom dostali daľśı dokazované rovnosti.

Př́ıklad 4.1.2: Mějme dány libovolné tři vektory ~a, ~b a ~c v prostoru. Dokažte vzorec 2

~a× (~b× ~c ) = 〈~a,~c 〉~b− 〈~a,~b 〉~c .

Řešeńı:
Zvolme pravotočivou ortonormálńı bázi (~e1,~e2,~e3) tak, aby platilo

~a = a1~e1 , ~b = b1~e1 + b2~e2 , ~c = c1~e1 + c2~e2 + c3~e3 ,

1[bud–71], str. 118.
2[gel–07], str. 202.
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kde a1, b1, b2, c1, c2, c3 ∈ R, a upravme pravou i levou stranu dokazované rovnosti, jež označ́ıme
P , resp. L. Využijeme přitom toho, že ~x × ~x = ~o pro libovolný vektor ~x. Protože (~e1,~e2,~e3) je
pravotočivá ortonormálńı báze, je ~e1 ×~e2 = ~e3 a ~e1 ×~e3 = −~e2, takže

P = a1~e1 × (b2c3~e1 − b1c3~e2 + (b1c2 − b2c1)~e3) = −a1b1c3~e3 − (a1b1c2 − a1b2c1)~e2 ,

L = a1c1(b1~e1 + b2~e2)− a1b1(c1~e1 + c2~e2 + c3~e3) = (a1b2c1 − a1b1c2)~e2 − a1b1c3~e3 .

Rovnost L = P je tak dokázána.

Př́ıklad 4.1.3: Mějme dány libovolné čtyři vektory ~a, ~b, ~c, ~d v prostoru. Dokažte vzorec 3

(~a×~b )× (~c× ~d ) = 〈~a,~b× ~d 〉~c− 〈~a,~b× ~c 〉~d .

Řešeńı:
Levou stranu dokazované rovnosti uprav́ıme užit́ım nejprve rovnosti dokázané v předchoźım
Př́ıkladu 4.1.2 a poté rovnosti 〈~x× ~y, ~z〉 = 〈~x, ~y × ~z〉 z Př́ıkladu 4.1.1:

(~a×~b )× (~c× ~d ) = 〈~a×~b, ~d 〉~c− 〈~a×~b,~c 〉~d = 〈~a,~b× ~d 〉~c− 〈~a,~b× ~c 〉~d ,

což je pravá strana dokazované rovnosti.

Poznámka:
Z antisymetrie vektorového součinu a z právě dokázané rovnosti plyne daľśı rovnost

(~a×~b )× (~c× ~d ) = −(~c× ~d )× (~a×~b ) = −〈~c, ~d×~b 〉~a+ 〈~c, ~d× ~a〉~b .

Porovnáńım s p̊uvodńı rovnost́ı z Př́ıkladu 4.1.3 tak dostáváme výsledek, který jsme v literatuře
nenašli: Pro libovolné čtyři vektory ~a, ~b, ~c, ~d v prostoru plat́ı rovnost

〈~a,~b× ~d 〉~c− 〈~a,~b× ~c 〉~d = −〈~c, ~d×~b 〉~a+ 〈~c, ~d× ~a〉~b .

Tento vztah, který je obecným potvrzeńım lineárńı závislosti vektor̊u ~a, ~b, ~c, ~d ještě můžeme
d́ıky výsledku Př́ıkladu 4.1.1 přepsat v cyklicky symetrickém tvaru

〈~b,~c× ~d 〉~a− 〈~c, ~d× ~a〉~b+ 〈~d,~a×~b 〉~c− 〈~a,~b× ~c 〉~d = 0 . (4.1)

Všimněme si ještě, že některý koeficient (tj. smı́̌sený součin) v této lineárńı kombinaci čtyř
vektor̊u je roven nule, právě když tři vektory v něm zastoupené jsou komplanárńı, nebot’ se jedná
o jejich smı́̌sený součin. Potvrzeńı této komplanárnosti dostaneme, když na levé straně (4.1)
vektor s nulovým koeficientem vynecháme. Jsou-li např́ıklad komplanárńı vektory ~a, ~b, ~c, pak
pro každý vektor ~d z (4.1) po zřejmé úpravě obdrž́ıme

〈~b,~c× ~d 〉~a+ 〈~c,~a× ~d 〉~b+ 〈~a,~b× ~d 〉~c = 0 .

3[gel–07], str. 202.
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Př́ıklad 4.1.4: Mějme dány libovolné čtyři vektory ~a, ~b, ~c, ~d v prostoru. Dokažte vzorec 4

〈~a×~b,~c× ~d 〉 = 〈~a,~c 〉 · 〈~b, ~d 〉 − 〈~a, ~d 〉 · 〈~b,~c 〉 .

Řešeńı:
Zvolme pravotočivou ortonormálńı bázi (~e1,~e2,~e3) tak, aby platilo

~a = a1~e1 , ~b = b1~e1 + b2~e2 , ~c = c1~e1 + c2~e2 + c3~e3 , ~d = d1~e1 + d2~e2 + d3~e3 ,

kde a1, b1, b2, c1, c2, c3, d1, d2, d3 ∈ R, a upravme pravou i levou stranu dokazované rovnosti,
jež označ́ıme P , resp. L. Podle známých pravidel plat́ı

L =
〈
a1b2~e3, (c2d3 − c3d2)~e1 + (c3d1 − c1d3)~e2 + (c1d2 − c2d1)~e3

〉
= a1b2c1d2 − a1b2c2d1 ,

P = a1c1(b1d1 + b2d2)− a1d1(b1c1 + b2c2) = a1b2c1d2 − a1b2c2d1 .

Rovnost L = P je tak dokázána.

Př́ıklad 4.1.5: Pro každý trojúhelńık ABC v prostoru ukažte, že tři vektory

~u =
−→
AB × (

−→
BC ×

−→
CA) , ~v =

−→
BC × (

−→
CA×

−→
AB) , ~w =

−→
CA× (

−→
AB ×

−→
BC)

jsou vektory stran některého trojúhelńıku, který je s p̊uvodńım trojúhelńıkem podobný.5

Řešeńı:
Vektory ~a =

−→
AB, ~b =

−→
BC, ~c =

−→
CA jsou zřejmě nenulové, žádné dva z nich nejsou rovnoběžné

(protože tvoř́ı trojúhelńık). Troj́ım užit́ım rovnosti dokázané v Př́ıkladu 4.1.2 dostáváme

~u = ~a× (~b× ~c ) = 〈~a,~c 〉~b− 〈~a,~b 〉~c ,

~v = ~b× (~c× ~a) = 〈~b,~a〉~c− 〈~b,~c 〉~a , (4.2)

~w = ~c× (~a×~b ) = 〈~c,~b 〉~a− 〈~c,~a〉~b .

Některé tři vektory tvoř́ı trojúhelńık, právě když jsou všechny tři nenulové, žádné dva nejsou
rovnoběžné a jejich součet je roven nulovému vektoru. Jsou takové vektory ~u, ~v, ~w ?

Předně je jasné, že sečteńım všech tř́ı rovnost́ı (4.2) dostaneme ~u+ ~v + ~w = ~o.

V druhém kroku z odvozených vyjádřeńı (4.2) odvod́ıme, že všechny tři vektory ~u, ~v, ~w jsou
nenulové. Kdyby např. platilo ~u = 〈~a,~c 〉~b− 〈~a,~b 〉~c = ~o, znamenalo by to s ohledem na lineárńı
nezávislost vektor̊u ~b a ~c, že by platily obě rovnosti 〈~a,~c 〉 = 0 a 〈~a,~b 〉 = 0, takže by v trojúhel-
ńıku ABC platilo ~a ⊥ ~b i ~a ⊥ ~c, což je spor. Podobně bychom ukázali, že také vektory ~v, ~w jsou
nenulové.

Vektor ~b×~c je kolmý na rovinu trojúhelńıku ABC, vektor ~u = ~a× (~b×~c ) je kolmý na vektor
~b×~c i na vektor ~a, lež́ı tedy ve stejné rovině jako trojúhelńık ABC a zároveň je kolmý na vektor ~a.
Podobně vektor ~v = ~b× (~c×~a) lež́ı v rovině trojúhelńıku ABC a zároveň je kolmý na vektor ~b.

4[bud–71], str. 120–121, řešeńı pozměněno.
5[gel–07], str. 203, úloha 574, Romanian Mathematical Olympiad, 1976.
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Protože vektory ~a a ~b nejsou rovnoběžné, nejsou rovnoběžné ani k nim kolmé vektory ~u a ~v.
Podobně bychom to ukázali pro zbylé dvojice vektor̊u ~u a ~w, ~v a ~w, nebot’ vektor ~w rovněž lež́ı
v rovině ABC, a to tak, že ~w ⊥ ~c.

Vektory ~u, ~v, ~w tedy tvoř́ı trojúhelńık. Jeho strany jsou nav́ıc kolmé na strany trojúhelńı-
ku ABC, nebot’ (jak jsme uvedli již v předchoźım odstavci) plat́ı ~u ⊥ ~a, ~v ⊥ ~b a ~w ⊥ ~c. Oba
trojúhelńıky tedy maj́ı shodné vnitřńı úhly, jsou proto podobné, jak jsme měli ukázat.

4.2 Daľśı řešené úlohy

Ověřováńı kolinearity

V literatuře jsme našli v́ıce úloh, ve kterých byla potřebná kolinearita dvou vektor̊u ~u, ~v proka-
zována pomoćı vektorového součinu, tj. ověřeńım rovnosti ~u × ~v = ~o. Pokud však bylo možné
stejně efektivně prokázat potřebnou kolinearitu afinńım výpočtem, přepracovali jsme postup
řešeńı a zařadili daný námět do Kapitoly 2. Nespornou výhodu vektorového součinu jsme ocenili
pouze u dvou nalezených úloh, které proto uvedeme v tomto krátkém paragrafu.

Úloha 4.2.1: Necht’ ABCDE je konvexńı pětiúhelńık. Označme M , N , P , Q, R po řadě středy
stran AB, BC, CD, DE, EA. Dokažte, že pokud se úsečky AP , BQ, CR a DM prot́ınaj́ı
v jednom bodě, pak tento bod lež́ı také na úsečce EN .6

Řešeńı:
Necht’ bod O je společným bodem úseček AP , BQ, CR a DM . Zvolme ho za počátek a označme
polohové vektory jednotlivých bod̊u ~a =

−→
OA, ~b =

−→
OB, ~c =

−→
OC, ~d =

−→
OD, ~e =

−→
OE, ~m =

−−→
OM ,

~n =
−−→
ON , ~p =

−→
OP , ~q =

−→
OQ, ~r =

−→
OR. Body M , N , P , Q, R jsou po řadě středy stran AB, BC,

CD, DE, EA, plat́ı tedy

~m =
1
2

(~a+~b ) , ~n =
1
2

(~b+ ~c ) , ~p =
1
2

(~c+ ~d ) , ~q =
1
2

(~d+ ~e) , ~r =
1
2

(~a+ ~e) .

Protože body A, P a O jsou kolineárńı, je vektorový součin odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u nulový:

~a× ~p =
1
2
~a× (~c+ ~d ) = ~o , odtud ~a× ~c = ~d× ~a .

6[kin–02], str. 1–2 a 4, úloha 7 – 1984 Annual Greek High School Competition.
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Analogicky źıskáme z kolinearity bod̊u B,Q,O, resp. C,R,O, resp. D,M,O rovnosti

~b× ~d = ~e×~b , ~c× ~e = ~a× ~c , ~d× ~a = ~b× ~d ,

Všechny čtyři rovnosti můžeme spojit do jednoho řetězce

~e×~b = ~b× ~d = ~d× ~a = ~a× ~c = ~c× ~e .

Rovnost krajńıch součin̊u znamená, že

~e× (~b+ ~c ) = ~o neboli ~e× ~n = ~o ,

body E,N,O jsou tedy kolineárńı. To znamená, že pr̊useč́ık O lež́ı také na úsečce EN .

Úloha 4.2.2: Jestlǐze tři kosmické sondy let́ı stálými rychlostmi po třech př́ımých dráhách, pak
nejvýše ve dvou okamžićıch mohou jejich pozice ležet v jedné př́ımce, pokud neležely v př́ımce
ve výchoźım čase t = 0. Dokažte.7

Řešeńı:
Necht’ proměnné body A, B, C v prostoru znač́ı polohy pohybuj́ıćıch se sond. Tyto body
ve výchoźım čase t = 0 označ́ıme A0, B0, C0 a rychlosti sond označ́ıme po řadě ~va, ~vb, ~vc.
Pak body A, B, C maj́ı v každém čase t ≥ 0 vyjádřeńı

A(t) = A0 + t~va , B(t) = B0 + t~vb , C(t) = C0 + t~vc .

Body A, B, C budou v některém čase t ležet v jedné př́ımce právě tehdy, když bude platit−→
AB(t) ‖

−→
AC(t). Vyjádřeme tyto vektory

−→
AB(t) = B0 −A0 + t(~vb − ~va) = ~b+ t~v1

−→
AC(t) = C0 −A0 + t(~vc − ~va) = ~c+ t~v2 ,

kde jsme označili ~b = B0 − A0, ~c = C0 − A0, ~v1 = ~vb − ~va a ~v2 = ~vc − ~va. Jak v́ıme, zkoumané
vektory budou rovnoběžné (

−→
AB(t) ‖

−→
AC(t)) právě tehdy, když jejich vektorový součin bude

roven nulovému vektoru:
−→
AB(t)×

−→
AC(t) = ~o , neboli t2(~v1 × ~v2) + t(~v1 × ~c+~b× ~v2) + (~b× ~c ) = ~o .

Podle zadáńı výchoźı body A0, B0, C0 nejsou kolineárńı, plat́ı tedy

~b× ~c = (B0 −A0)× (C0 −A0) 6= ~o .

7[pra–86], str. 104, úloha 5.36, zadáńı upraveno.

235



Vynásob́ıme-li skalárně posledńı vektorovou rovnici (nenulovým) vektorem ~b×~c, dostaneme jako
jej́ı d̊usledek rovnici

t2〈~v1 × ~v2,~b× ~c 〉+ t
(
〈~v1 × ~c,~b× ~c 〉+ 〈~b× ~v2,~b× ~c 〉

)
+ |~b× ~c |2 = 0 .

Takováto rovnice – je-li kvadratická nebo lineárńı – má v oboru t ≥ 0 nejvýše dva kořeny,
ve zbylém př́ıpadě nemá žádný kořen, nebot’ přecháźı v rovnost |~b×~c |2 = 0, která – jak v́ıme –
neplat́ı. Uvažovaná rovnice má tedy nejvýše dva kořeny, t́ım je tvrzeńı úlohy dokázáno.

Vyjadřováńı obsah̊u

Jak v́ıme z Kapitoly 1, pro obsah každého rovnoběžńıku ABCD a obsah každého trojúhelńı-
ku ABC plat́ı vzorce (1.23)

SABCD =
∣∣−→AB ×−→AD∣∣ , SABC =

1
2

∣∣−→AB ×−→AC∣∣ .
Úloha 4.2.3: Dokažte, že trojúhelńık, jehož délky stran se rovnaj́ı délkám těžnic trojúhelńı-
ku ABC, existuje a má obsah rovný 3

4 obsahu trojúhelńıku ABC.8

Řešeńı:
Označme postupně A0, B0, C0 středy stran BC, AC, AB trojúhelńıku ABC. Existenci troj-
úhelńıku, jehož strany maj́ı délky |AA0|, |BB0| a |CC0| dokážeme, když ukážeme, že takový
trojúhelńık lze sestrojit z

−−→
AA0,

−−→
BB0,

−−→
CC0 v roli vektor̊u jeho stran. (To nám pak umožńı

vyjádřit jeho obsah pomoćı vektorového součinu.)

Pro vektory stran trojúhelńıku ~a =
−→
BC, ~b =

−→
CA, ~c =

−→
AB plat́ı ~a+~b+~c = ~o. Vektory těžnic

~ta =
−−→
AA0, ~tb =

−−→
BB0, ~tc =

−−→
CC0 tvoř́ı trojúhelńık, pokud jsou všechny tři nenulové, žádné dva

z nich nejsou rovnoběžné a jejich součet je roven nulovému vektoru. Prvńı dvě vlastnosti jsou
zřejmé, z vyjádřeńı

~ta = ~c+
1
2
~a , ~tb = ~a+

1
2
~b , ~tc = ~b+

1
2
~c ,

plyne i třet́ı potřebná vlastnost:

~ta + ~tb + ~tc =
3
2

(~a+~b+ ~c ) = ~o .

Z vektor̊u ~ta, ~tb, ~tc lze tedy skutečně sestrojit trojúhelńık.
8[and–03], str. 87, úloha 2.
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Nyńı označme S obsah trojúhelńıku ABC a S′ obsah trojúhelńıku tvořeného těžnicemi. Oba
tyto obsahy vyjádř́ıme pomoćı vektorových součin̊u, do druhého vyjádřeńı dosad́ıme ~a = −~b−~c
a uprav́ıme:

S =
1
2
|~c×~b| ,

S′ =
1
2
|~ta × ~tb| =

1
2

∣∣∣∣(~c+
1
2
~a

)
×
(
~a+

1
2
~b

)∣∣∣∣ =
1
8

∣∣∣(~b+ ~c )× (~b− 2~c )
∣∣∣ =

=
1
8

∣∣∣(−2~b )× ~c+ ~c×~b
∣∣∣ =

3
8
|~c×~b| = 3

4
S ,

což jsme měli dokázat.

Úloha 4.2.4: Uvnitř stran AC, AB daného trojúhelńıku ABC jsou dány po řadě body D, E.
Označme M a N po řadě středy úseček BD a CE. Dokažte, že obsah čtyřúhelńıku BCDE je
roven čtyřnásobku obsahu trojúhelńıku AMN .9

Řešeńı:
Obsahy trojúhelńıku AMN a čtyřúhelńıku BCDE porovnáme pomoćı vektorových součin̊u

SAMN =
1
2
·
∣∣−−→AM ×−→AN ∣∣ , SDCBE = SABC − SAED =

1
2

∣∣−→AB ×−→AC∣∣− 1
2

∣∣−→AE ×−→AD∣∣ .
Rozd́ıl velikost́ı vektorových součin̊u v druhém vyjádřeńı je zde roven velikosti jejich vektorového
rozd́ılu, nebot’ násobené vektory lež́ı v jedné rovině, tedy vektorové součiny jsou oba kolmé
na tuto rovinu a maj́ı dokonce stejný směr, nebot’ násob́ıme vždy dva vektory v pořad́ı daném
kladným směrem (proti směru hodinových ručiček). Proto

SDCBE =
1
2

∣∣−→AB ×−→AC −−→AE ×−→AD∣∣ .
K úpravě výrazu pro SAMN vyjádř́ıme potřebné vektory

−−→
AM =

1
2

(−→
AB +

−→
AD

)
,

−→
AN =

1
2

(−→
AC +

−→
AE
)
.

Po dosazeńı a následném využit́ı toho, že
−→
AB ‖

−→
AE a

−→
AC ‖

−→
AD, dostaneme

SAMN =
1
8
·
∣∣∣ (−→AB +

−→
AD

)
×
(−→
AC +

−→
AE
) ∣∣∣ =

1
8
·
∣∣−→AB ×−→AC −−→AE ×−→AD∣∣ =

1
4
SDCBE ,

což jsme měli ukázat.

9[gel–07], str. 206, úloha 588.
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Úloha 4.2.5: V konvexńım čtyřúhelńıku ABCD, v němž neplat́ı AB ‖ CD, zvolme body M , N
na straně AD a body P , Q na straně BC tak, aby platilo

|AM | = |MN | = |ND| a |BP | = |PQ| = |QC| .

Dokažte, že trojúhelńıky MOP a NOQ, kde O je pr̊useč́ık př́ımek AB a CD, maj́ı stejný obsah.10

Řešeńı:
Abychom obsahy obou trojúhelńık̊u mohli porovnat pomoćı vektorových součin̊u

SMOP =
1
2

∣∣∣−−→OM ×−→OP ∣∣∣ , SNOQ =
1
2

∣∣∣−−→ON ×−→OQ∣∣∣ ,
vhodně vyjádř́ıme nejprve potřebné vektory

−−→
OM =

−→
OA+

−−→
AM =

−→
OA+

1
3
−→
AD =

−→
OA+

1
3

(−→
OD −

−→
OA
)

=
2
3
−→
OA+

1
3
−→
OD ,

−→
OP =

−→
OB +

−→
BP =

−→
OB +

1
3
−→
BC =

−→
OB +

1
3

(−→
OC −

−→
OB

)
=

2
3
−→
OB +

1
3
−→
OC ,

−−→
ON =

−→
OA+

−→
AN =

−→
OA+

2
3
−→
AD =

−→
OA+

2
3

(−→
OD −

−→
OA
)

=
1
3
−→
OA+

2
3
−→
OD ,

−→
OQ =

−→
OB +

−→
BQ =

−→
OB +

2
3
−→
BC =

−→
OB +

2
3

(−→
OC −

−→
OB

)
=

1
3
−→
OB +

2
3
−→
OC .

Pro obsahy trojúhelńık̊u pak po dosazeńı a využit́ı
−→
OA ‖

−→
OB a

−→
OC ‖

−→
OD dostáváme

SMOP =
1
2

∣∣∣∣(2
3
−→
OA+

1
3
−→
OD

)
×
(

2
3
−→
OB +

1
3
−→
OC

)∣∣∣∣ =
1
2

∣∣∣∣29 · −→OA×−→OC +
2
9
·
−→
OD ×

−→
OB

∣∣∣∣ ,
SNOQ =

1
2

∣∣∣∣(1
3
−→
OA+

2
3
−→
OD

)
×
(

1
3
−→
OB +

2
3
−→
OC

)∣∣∣∣ =
1
2

∣∣∣∣29 · −→OA×−→OC +
2
9
·
−→
OD ×

−→
OB

∣∣∣∣ .
Z posledńıch dvou rovnost́ı je už zřejmé, že SMOP = SNOQ.

10[gel–07], str. 206, úloha 587, změněno chybné zadáńı.
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Úloha 4.2.6: Označme P, Q, R, S, T, U po řadě středy úhlopř́ıček AC, BD, CE, DF , EA, FB
konvexńıho šestiúhelńıku ABCDEF . Dokažte, že obsah šestiúhelńıku ABCDEF je čtyřikrát
věťśı než obsah šestiúhelńıku PQRSTU .11

Řešeńı:
Pro středy P, Q, R, S, T, U úhlopř́ıček AC, BD, CE, DF, EA, FB plat́ı

P =
1
2

(A+ C) Q =
1
2

(B +D) R =
1
2

(C + E)

S =
1
2

(D + F ) T =
1
2

(E +A) U =
1
2

(F +B) .

Obsah S0 šestiúhelńıku ABCDEF můžeme vyjádřit jako součet obsah̊u trojúhelńık̊u ABC,
ACD, ADE a AEF :

S0 =
1
2

(|
−→
AB ×

−→
AC|+ |

−→
AC ×

−→
AD|+ |

−→
AD ×

−→
AE|+ |

−→
AE ×

−→
AF |) .

Podobně jako v Úloze 4.2.4 je zde součet velikost́ı vektorových součin̊u roven velikosti jejich
vektorového součtu (nebot’ násobené vektory lež́ı v jedné rovině, tedy vektorové součiny jsou
všechny kolmé na tuto rovinu a maj́ı dokonce stejný směr, nebot’ násob́ıme vždy dva vektory
v pořad́ı daném kladným směrem). Proto

S0 =
1
2

∣∣−→AB ×−→AC +
−→
AC ×

−→
AD +

−→
AD ×

−→
AE +

−→
AE ×

−→
AF
∣∣ .

Analogicky pro obsah S šestiúhelńıku PQRSTU plat́ı

S =
1
2

∣∣−→PQ×−→PR+
−→
PR×

−→
PS +

−→
PS ×

−→
PT +

−→
PT ×

−→
PU
∣∣ .

11[hor–06].
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Nyńı vyjádř́ıme potřebné vektory
−→
PQ,

−→
PR,

−→
PS,

−→
PT a

−→
PU pomoćı vektor̊u

−→
AB,

−→
AC,

−→
AD,

−→
AE

a
−→
AF :

−→
PQ = Q− P =

1
2

(B +D −A− C) =
1
2

(
−→
AB +

−→
CD) =

1
2

(
−→
AB −

−→
AC +

−→
AD) ,

−→
PR = R− P =

1
2

(C + E −A− C) =
1
2
−→
AE ,

−→
PS = S − P =

1
2

(D + F −A− C) =
1
2

(
−→
AF +

−→
CD) =

1
2

(
−→
AF −

−→
AC +

−→
AD) ,

−→
PT = T − P =

1
2

(E +A−A− C) =
1
2
−→
CE =

1
2

(−
−→
AC +

−→
AE) ,

−→
PU = U − P =

1
2

(F +B −A− C) =
1
2

(
−→
AB +

−→
CF ) =

1
2

(
−→
AB −

−→
AC +

−→
AF ) ,

Pro obsah šestiúhelńıku PQRSTU po dosazeńı a roznásobeńı dostáváme

S =
1
8

∣∣∣ (−→AB ×−→AE −−→AC ×−→AE +
−→
AD ×

−→
AE
)

+
(−→
AE ×

−→
AF −

−→
AE ×

−→
AC +

−→
AE ×

−→
AD

)
+(

−
−→
AF ×

−→
AC +

−→
AF ×

−→
AE +

−→
AC ×

−→
AC −

−→
AC ×

−→
AE −

−→
AD ×

−→
AC +

−→
AD ×

−→
AE
)

+

+
(
−
−→
AC ×

−→
AB +

−→
AC ×

−→
AC −

−→
AC ×

−→
AF +

−→
AE ×

−→
AB −

−→
AE ×

−→
AC +

−→
AE ×

−→
AF
) ∣∣∣ =

=
1
8

∣∣−→AB ×−→AC +
−→
AC ×

−→
AD +

−→
AD ×

−→
AE +

−→
AE ×

−→
AF
∣∣ =

1
4
S0 .

Úloha 4.2.7: Necht’ ABCDEF je konvexńı šestiúhelńık, jehož protilehlé strany jsou rovnoběžné.
Dokažte, že trojúhelńıky ACE a BDF maj́ı stejný obsah.12

Řešeńı:
Libovolný bod O zvolme jako počátek a označme polohové vektory jednotlivých bod̊u ~a =

−→
OA,

~b =
−→
OB, ~c =

−→
OC, ~d =

−→
OD, ~e =

−→
OE, ~f =

−→
OF . Pro obsahy zkoumaných trojúhelńık̊u užit́ım

vektorového součinu dostáváme rovnosti

SACE =
1
2

∣∣−→AC ×−→AE∣∣ =
1
2

∣∣(~c− ~a)× (~e− ~a)
∣∣ =

1
2

∣∣~c× ~e− ~c× ~a− ~a× ~e∣∣ ,
12[kin–02], str. 1–2 a 4, úloha 6 – 1984 Annual Greek High School Competition.
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SBDF =
1
2

∣∣−→BD ×−→BF ∣∣ =
1
2

∣∣(~d−~b )× (~f −~b )
∣∣ =

1
2

∣∣~d× ~f − ~d×~b−~b× ~f
∣∣ .

Protože podle zadáńı jsou protilehlé strany zkoumaného šestiúhelńıku rovnoběžné, vektorové
součiny odpov́ıdaj́ıćıch vektor̊u jsou nulové:

~o =
−→
AB ×

−→
ED = (~b− ~a)× (~d− ~e) = ~b× ~d−~b× ~e− ~a× ~d+ ~a× ~e ,

~o =
−→
CB ×

−→
FE = (~b− ~c )× (~e− ~f) = ~b× ~e−~b× ~f − ~c× ~e+ ~c× ~f ,

~o =
−→
CD ×

−→
AF = (~d− ~c )× (~f − ~a) = ~d× ~f − ~d× ~a− ~c× ~f + ~c× ~a .

Sečteńım všech tř́ı rovnost́ı po úpravě dostáváme

~c× ~e− ~c× ~a− ~a× ~e = ~d× ~f − ~d×~b−~b× ~f ,

odtud již podle výše odvozených vyjádřeńı plyne, že SACE = SBDF .

Úloha 4.2.8: Tři běžci běž́ı stálými rychlostmi po třech rovnoběžných cestách lež́ıćıch v jedné
rovině. Pozice běžc̊u v ńı určuj́ı pohyblivé body A, B, C. V počátečńım čase t = 0 má trojúhel-
ńık ABC obsah 2 jednotky, v čase t = 5 obsah 3 jednotky. Jaký obsah m̊uže mı́t v čase t = 10? 13

Řešeńı:
Body A, B, C v čase t = 0 označme A0, B0, C0. Dále označme rychlosti běžc̊u po řadě ~va, ~vb, ~vc.
Protože běžci běž́ı po rovnoběžných cestách, jsou tyto tři vektory rovnoběžné (~va ‖ ~vb ‖ ~vc).
Necht’ tedy ~va = ~u, pak existuj́ı nějaká č́ısla b, c ∈ R pro která ~vb = b~u, ~vc = c~u. Body A, B, C
v libovolném čase t > 0 tedy maj́ı vyjádřeńı

A(t) = A0 + t~u , B(t) = B0 + tb~u , C(t) = C0 + tc~u .

Pro obsah S(t) trojúhelńıku ABC v čase t tak dostáváme

S(t) =
1
2

∣∣∣−→AB(t)×
−→
AC(t)

∣∣∣ =
1
2
|(B0 + tb~u−A0 − t~u)× (C0 + tc~u−A0 − t~u)| =

=
1
2

∣∣∣(−−−→A0B0 + t(b− 1)~u)× (
−−−→
A0C0 + t(c− 1)~u)

∣∣∣ =

13[pra–86], str. 104, úloha 5.35.
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=
1
2

∣∣∣−−−→A0B0 ×
−−−→
A0C0 + t

(
(b− 1) · ~u×

−−−→
A0C0 + (c− 1) ·

−−−→
A0B0 × ~u

)∣∣∣ .
Při označeńı ~p =

−−−→
A0B0 ×

−−−→
A0C0 a ~q = (b − 1)~u ×

−−−→
A0C0 + (c − 1)

−−−→
A0B0 × ~u můžeme vyjádřeńı

proměnného obsahu zapsat ve tvaru

S(t) =
1
2
· |~p+ t~q | .

Protože podle zadáńı lež́ı vektory
−−−→
A0B0 a

−−−→
A0C0 s vektorem rychlosti ~v v jedné rovině, oba

vektory ~p, ~q jsou násobky jednotkového normálového vektoru ~n zmı́něné roviny. Pro vhodná
p, q ∈ R tedy plat́ı ~p = p~n a ~q = q~n, takže

S(t) =
1
2
· |~p+ t~q | = 1

2
· |(p+ qt)~n| = 1

2
· |p+ qt| .

Nyńı můžeme do nalezeného vztahu dosadit hodnoty obsah̊u pro t0 = 0, t = 5 a pomoćı toho
pak určit obsah pro t = 10.

2 = S(0) =
1
2
· |p+ q · 0| ⇒ |p| = 4 ,

3 = S(5) =
1
2
· |p+ q · 5| ⇒ |p+ 5q| = 6 ,

Vypočtěme odtud hodnoty p, q a následně S(10) pro r̊uzná znaménka výraz̊u v absolutńıch
hodnotách

(p, p+ 5q) = (4, 6) =⇒ (p, q) =
(

4,
2
5

)
=⇒ S(10) =

1
2
·
∣∣∣∣4 +

2
5
· 10
∣∣∣∣ = 4 ,

(p, p+ 5q) = (4,−6) =⇒ (p, q) = (4,−2) =⇒ S(10) =
1
2
·
∣∣∣4− 2 · 10

∣∣∣ = 8 .

Pro (p, p + 5q) = (−4,−6), resp. (p, p + 5q) = (−4, 6) dostáváme už stejné výsledky, úloha má
tedy dvě řešeńı: Obsah trojúhelńıku ABC v čase t = 10 je 4 nebo 8 jednotek.

Úloha 4.2.9: Tři kosmické sondy let́ı stálými rychlostmi po třech př́ımých navzájem rovnoběž-
ných drahách. Pozice sond v prostoru určuj́ı pohyblivé body A, B, C. V počátečńım čase t = 0 má
trojúhelńık ABC obsah 2 jednotky, v čase t = 1 obsah 3 jednotky a v čase t = 2 obsah 4 jednotky.
Dokažte, že dráhy všech tř́ı sond lež́ı v jedné rovině. 14

Řešeńı:
Stejně jako v předchoźı Úloze 4.2.8 body A, B, C v čase t = 0 označme A0, B0, C0 a rychlosti
sond po řadě ~va, ~vb, ~vc. Protože sondy let́ı po rovnoběžných drahách, jsou tyto tři vektory
rovnoběžné, maj́ı tedy vyjádřeńı ~va = ~u, ~vb = b~u a ~vc = c~u, kde ~u 6= ~o a b, c ∈ R. Stejně jako
v Úloze 4.2.8 pro obsah trojúhelńıku ABC v čase t dostáváme

S(t) =
1
2

∣∣−→AB(t)×
−→
AC(t)

∣∣ =
1
2

∣∣∣−−−→A0B0 ×
−−−→
A0C0 + t

(
(b− 1) · ~u×

−−−→
A0C0 + (c− 1) ·

−−−→
A0B0 × ~u

) ∣∣∣ ,
14Vlastńı úloha, inspirovaná úlohou 4.2.8 jako jej́ı prostorová varianta.
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což při označeńı ~p =
−−−→
A0B0 ×

−−−→
A0C0 a ~q = (b− 1)~u×

−−−→
A0C0 + (c− 1)

−−−→
A0B0 × ~u znamená, že

S(t) =
1
2
· |~p+ t~q | = 1

2

√
〈~p+ t~q, ~p+ t~q 〉 =

1
2

√
t2|~q |2 + 2t〈~p, ~q 〉+ |~p |2 .

Nyńı můžeme do nalezeného vztahu dosadit zadané hodnoty obsah̊u pro t = 0, t = 1, t = 2 a
ze tř́ı obdržených rovnost́ı vypoč́ıtat hodnoty |~p |, |~q |, 〈~p, ~q 〉.

2 = S(0) =
1
2

√
|~p |2 ⇒ |~p | = 4 ,

3 = S(1) =
1
2

√
|~q |2 + 2〈~p, ~q 〉+ |~p |2 ,

4 = S(2) =
1
2

√
4|~q |2 + 4〈~p, ~q 〉+ |~p |2 .

Umocněńım druhé a třet́ı rovnosti a následným dosazeńım |~p | = 4 obdrž́ıme následuj́ıćı soustavu
dvou rovnic o dvou neznámých |~q | a 〈~p, ~q 〉

36 = |~q |2 + 2〈~p, ~q 〉+ 16 neboli 20 = |~q |2 + 2〈~p, ~q 〉 ,
64 = 4|~q |2 + 4〈~p, ~q 〉+ 16 neboli 12 = |~q |2 + 〈~p, ~q 〉 ,

která má řešeńı |~q |2 = 4 a 〈~p, ~q 〉 = 8. Odtud dostáváme, že plat́ı |~p | = 4, |~q | = 2 a 〈~p, ~q 〉 = 8 =
= |~p | · |~q |. Vektory ~p, ~q tedy lež́ı v př́ımce, která je podle definice vektoru ~p =

−−−→
A0B0 ×

−−−→
A0C0

kolmá k rovině A0B0C0. Protože jsme vektor ~q (kolmý k rovině A0B0C0) zavedli jako součet
dvou vektor̊u kolmých k vektoru ~u, plat́ı rovněž ~q ⊥ ~u, takže vektor ~u lež́ı v rovině A0B0C0. To
už znamená, že v této rovině lež́ı i dráhy všech tř́ı sond, jak jsme měli ukázat.

Úloha 4.2.10: Uvnitř úhlu s vrcholem O a rameny tvořenými polopř́ımkami ox, oy je dán bod G.
Uvažujme všechny př́ımky procházej́ıćı bodem G, které prot́ınaj́ı polopř́ımky ox, oy v bodech A, B.
Při jakém umı́stěńı této př́ımky bude obsah trojúhelńıku OAB minimálńı? 15

Řešeńı:
Daný vektor

−→
OG (nezávislý na uvažovaných př́ımkách p) rozložme na součet dvou vektor̊u ~a, ~b

ve směrech daných polopř́ımek ox, resp. oy, jak je patrné z obrázku:

−→
OG = ~a+~b .

15Klasická úloha s vlastńım vektorovým řešeńım, inspirovaným řešeńım prostorové analogie z Úlohy 4.2.13.
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K libovolné uvažované př́ımce p a jej́ım pr̊useč́ık̊um A, B popsaným v zadáńı existuj́ı reálná
č́ısla α, β > 0 taková, že

−→
OA = α~a a

−→
OB = β~b. Zároveň bod G lež́ı na úsečce AB, takže existuj́ı

reálná č́ısla λ, µ > 0 taková, že λ+ µ = 1 a

G = λA+ µB , neboli
−→
OG = λ

−→
OA+ µ

−→
OB .

Po dosazeńı za vektory
−→
OA,

−→
OB dostaneme

~a+~b =
−→
OG = λα~a+ µβ~b .

Porovnáńım koeficient̊u u lineárně nezávislých vektor̊u ~a, ~b dostáváme λα = µβ = 1, což po do-
sazeńı do λ+ µ = 1 vede ke vztahu

1
α

+
1
β

= 1 ,

z něhož podle nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem hodnot 1
α , 1

β vyplývá√
1
α
· 1
β
≤ 1

2
, neboli αβ ≥ 4 ,

přičemž rovnost nastane právě tehdy, když α = β = 2. Pro obsah trojúhelńıku OAB tak
dostáváme odhad

SOAB =
1
2

∣∣−→OA×−→OB∣∣ =
αβ

2

∣∣~a×~b∣∣ ≥ 4
2

∣∣~a×~b∣∣ ,
přitom rovnost nastane, jak v́ıme, v př́ıpadě α = β = 2, neboli λ = µ = 1

2 . Minimálńı obsah
tedy bude mı́t zkoumaný trojúhelńık v situaci, kdy G = 1

2(A + B). Tehdy bude daný bod G
středem úsečky AB.

Úloha 4.2.11: V konvexńım čtyřúhelńıku ABCD zvolme body M , N na straně AB a body P , Q
na straně CD tak, aby platilo |AM | = |NB| a |CP | = |QD|. Dokažte, že pokud čtyřúhelńıky
AMQD a BCPN maj́ı stejný obsah, pak strana AB je rovnoběžná se stranou CD.16

Řešeńı:
Předpokládejme tedy, že se obsahy čtyřúhelńık̊u AMQD a BCPN rovnaj́ı, a vyjádřeme jejich
rovnost pomoćı obsah̊u odpov́ıdaj́ıćıch trojúhelńık̊u:

SAQD + SAMQ = SBCP + SBPN .

16[gel–07], str. 204–205.
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Když tyto obsahy vyjádř́ıme vektorovými součiny př́ıslušných vektor̊u, obdrž́ıme 17

1
2

(
−→
DA×

−→
DQ) +

1
2

(
−−→
AM ×

−→
AQ) =

1
2

(
−→
CP ×

−→
CB) +

1
2

(
−→
BP ×

−−→
BN) ,

neboli −→
DA×

−→
DQ+

−−→
AM × (

−→
AD +

−→
DQ) =

−→
CP ×

−→
CB + (

−→
BC +

−→
CP )×

−−→
BN .

Z rovnost́ı |AM | = |NB|, |CP | = |QD| ze zadáńı plynou vektorové rovnosti

−−→
BN = −

−−→
AM ,

−→
CP = −

−→
DQ ,

po dosazeńı tedy dostáváme

−→
DA×

−→
DQ+

−−→
AM ×

−→
AD +

−−→
AM ×

−→
DQ = −

−→
DQ×

−→
CB −

−→
BC ×

−−→
AM +

−→
DQ×

−−→
AM .

Podle pravidel pro poč́ıtáńı s vektorovým součinem dále upravujeme:

−→
DA×

−→
DQ+

−→
DA×

−−→
AM +

−→
BC ×

−→
DQ+

−→
BC ×

−−→
AM = 2

−→
DQ×

−−→
AM ,

(
−→
DA+

−→
BC)×

−→
DQ+ (

−→
DA+

−→
BC)×

−−→
AM = 2

−→
DQ×

−−→
AM ,

(
−→
DA+

−→
BC)× (

−→
DQ+

−−→
AM) = 2

−→
DQ×

−−→
AM .

Protože
−→
AB +

−→
BC +

−→
CD +

−→
DA = ~o, plat́ı

−→
DA +

−→
BC =

−→
BA +

−→
DC. Po dosazeńı, následném

roznásobeńı a s přihlédnut́ım k rovnostem
−→
BA×

−−→
AM =

−→
DC ×

−→
DQ = ~o postupně dostaneme

(
−→
BA+

−→
DC)× (

−→
DQ+

−−→
AM) = 2

−→
DQ×

−−→
AM ,

−→
BA×

−→
DQ+

−→
DC ×

−−→
AM = 2

−→
DQ×

−−→
AM ,

−→
BA×

−→
DQ = (2

−→
DQ−

−→
DC)×

−−→
AM ,

(
−−→
BM +

−−→
MA)×

−→
DQ =

−−→
MA× (

−→
DQ−

−→
QC) ,

(
−−→
BM +

−−→
MA)×

−→
DQ−

−−→
MA× (

−→
DQ−

−→
QC) = ~o ,

−−→
BM ×

−→
DQ+

−−→
MA×

−→
QC = ~o .

Protože vektory
−−→
BM a

−−→
MA jsou stejně jako vektory

−→
DQ a

−→
QC souhlasně rovnoběžné, jsou dva

vektorové součiny v posledńı rovnosti rovněž souhlasně rovnoběžné vektory, muśı se tedy oba
rovnat nulovému vektoru. Vektory

−−→
BM a

−→
DQ jsou tud́ıž kolineárńı, a proto AB ‖ CD.

17Pořad́ı činitel̊u v součinech voĺıme tak, aby všechny vektorové součiny (tj. vektory kolmé k rovině čtyřúhelńıku)
byly souhlasně rovnoběžné a bylo je tak možno sč́ıtat jako (skalárńı) obsahy.
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Úloha 4.2.12: Ṕısmenem s označ́ıme obsah libovolného konvexńıho pětiúhelńıku ABCDE a
ṕısmeny a, b, c, d, e po řadě obsahy trojúhelńık̊u ABC, BCD, CDE, DEA, EAB. Dokažte tzv.
Möbi̊uv vztah18

s2 − s(a+ b+ c+ d+ e) + (ab+ bc+ cd+ de+ ae) = 0 .

Řešeńı:
Jsou-li ~e1, ~e2 dva lineárně nezávislé vektory roviny pětiúhelńıku ABCDE, má každý jej́ı vektor
~x vyjádřeńı ~x = x1~e1 + x2~e2. Z implikaćı

~e1 × ~x = x2(~e1 × ~e2) =⇒ x2 =
~e1 × ~x
~e1 × ~e2

,

~x× ~e2 = x1(~e1 × ~e2) =⇒ x1 =
~x× ~e2
~e1 × ~e2

dostáváme pro vektor ~x rovnost

~x =
~x× ~e2
~e1 × ~e2

~e1 +
~e1 × ~x
~e1 × ~e2

~e2 . (4.3)

Uvedené pod́ıly vektorových součin̊u maj́ı následuj́ıćı význam. Všechny vektorové součiny jsou
součiny vektor̊u z roviny pětiúhelńıku, výsledkem je tedy vždy vektor kolmý na rovinu pětiú-
helńıku. V bázi prostoru tvořené vektory ~e1, ~e2 a nějakým třet́ım vektorem ~e3 maj́ı zkoumané
vektorové součiny prvńı dvě souřadnice nulové. Můžeme tedy čitatele i jmenovatele zlomk̊u
v (4.3) chápat jako reálná (tj. kladná i záporná) č́ısla, udávaj́ıćı třet́ı souřadnici př́ıslušného
vektorového součinu. Po vektorovém vynásobeńı rovnosti (4.3) libovolným vektorem ~y z roviny
pětiúhelńıku dostáváme po úpravě

(~x× ~e2) (~e1 × ~y) + (~e1 × ~x) (~e2 × ~y) + (~e2 × ~e1) (~x× ~y) = 0 . (4.4)

Voĺıme-li ~e1 =
−→
AB, ~e2 =

−→
AC, ~x =

−→
AD, ~y =

−→
AE, pak pro obsah pětiúhelńıku ABCDE máme

troj́ı vyjádřeńı (podle zp̊usobu triangulace z obrázku) 19

s = a+
1
2

(~x× ~e2) + d = c+
1
2

(~y × ~e2) + a = d+
1
2

(~x× ~e1) + b ,

18[pra–86], str. 104, úloha 5.37.
19Pořad́ı činitel̊u ve vektorových součinech, které opět považujeme za č́ısla, voĺıme tak, aby to byly vesměs

kladné hodnoty (při vhodné volbě bázového vektoru ~e3).
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odkud plynou rovnosti

~x× ~e2 = 2(s− a− d) , ~y × ~e2 = 2(s− a− c) , ~x× ~e1 = 2(s− b− d) .

Posledńı tři vztahy spolu se vztahem e = 1
2(~e1 × ~y) dosad́ıme do výše odvozené rovnosti (4.4) a

tu pak snadno uprav́ıme do Möbiova vztahu, který jsme měli dokázat:

−2(s− a− d) · 2e+ 2(s− b− d) · 2(s− a− c)− 2a · 2d = 0 ,

s2 − s(a+ b+ c+ d+ e) + (ab+ bc+ cd+ de+ ea) = 0 .

Vyjadřováńı objemů

Jak bylo uvedeno v Podkapitole 1.3, pro objem rovnoběžnostěnu určeného třemi nekomplanárńımi
vektory ~u, ~v, ~w plat́ı vzorec (1.27)

V = |〈~u× ~v, ~w〉| ,
Odtud př́ımo plyne vyjádřeńı (1.28) pro objem trojbokého hranolu ABCA1B1C1

V =
1
2
|〈
−→
AB ×

−→
AC,
−−→
AA1〉|

a vztah (1.29) pro objem čtyřstěnu ABCD

V =
1
6
|〈
−→
AB ×

−→
AC,
−→
AD〉| .

Dále budeme využ́ıvat v tomto paragrafu vztah mezi dvěma smı́̌senými součiny 〈~a×~b,~c 〉 a
〈~u× ~v, ~w〉 vyjádřený pravidlem (1.26)

~a = a1~u+ a2~v + a3 ~w
~b = b1~u+ b2~v + b3 ~w
~c = c1~u+ c2~v + c3 ~w

=⇒ 〈~a×~b,~c 〉 = 〈~u× ~v, ~w〉 · det

 a1 a2 a3

b1 b2 b3
c1 c2 c3

 .

Úloha 4.2.13: Uvnitř trojhranu s vrcholem O a rameny tvořenými polopř́ımkami ox, oy, oz je
dán bod G. Uvažujme všechny roviny procházej́ıćı bodem G, které prot́ınaj́ı polopř́ımky ox, oy, oz
v bodech A, B, C. Při jakém umı́stěńı této roviny bude objem čtyřstěnu OABC minimálńı? 20

20[dju–06], str. 92, úloha 9, IMO 1973.
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Řešeńı:
Daný vektor

−→
OG (nezávislý na uvažovaných rovinách %) rozložme na součet tř́ı vektor̊u ~a, ~b, ~c

ve směrech daných polopř́ımek ox, oy, oz, jak je patrné z obrázku:

−→
OG = ~a+~b+ ~c .

K libovolné uvažované rovině % a jej́ım pr̊useč́ık̊um A, B, C popsaným v zadáńı existuj́ı reálná
č́ısla α, β, γ > 0 taková, že

−→
OA = α~a,

−→
OB = β~b,

−→
OC = γ~c. Zároveň bodG lež́ı v trojúhelńıkuABC,

takže existuj́ı reálná č́ısla λ, µ, ν > 0 taková, že λ+ µ+ ν = 1 a

G = λA+ µB + νC , neboli
−→
OG = λ

−→
OA+ µ

−→
OB + ν

−→
OC .

Po dosazeńı za vektory
−→
OA,

−→
OB,

−→
OC dostaneme

~a+~b+ ~c =
−→
OG = λα~a+ µβ~b+ νγ~c .

Porovnáńım koeficient̊u u lineárně nezávislých vektor̊u ~a, ~b, ~c dostáváme λα = µβ = νγ = 1,
což po dosazeńı do λ+ µ+ ν = 1 vede ke vztahu

1
α

+
1
β

+
1
γ

= 1 ,

z něhož podle nerovnosti mezi aritmetickým a geometrickým pr̊uměrem hodnot 1
α , 1

β , 1
γ vyplývá

3

√
1
α
· 1
β
· 1
γ
≤ 1

3
, neboli αβγ ≥ 27 ,

přičemž rovnost nastane právě tehdy, když α = β = γ = 3. Pro objem čtyřstěnu OABC tak
dostáváme (užit́ım smı́̌seného součinu) odhad

VOABC =
1
6
·
∣∣∣〈−→OA×−→OB,−→OC〉∣∣∣ =

αβγ

6
·
∣∣〈~a×~b,~c 〉∣∣ ≥ 27

6
·
∣∣〈~a×~b,~c 〉∣∣ ,

přitom rovnost nastane, jak v́ıme, v př́ıpadě α = β = γ = 3, neboli λ = µ = ν = 1
3 . Minimálńı

objem tedy bude mı́t čtyřstěn v situaci, kdy G = 1
3(A+B+C). Tehdy bude daný bod G těžǐstěm

stěny ABC vyt’até rovinou % na daném trojhranu.

Úloha 4.2.14: Je dán čtyřstěn ABCD. Necht’ D1 je libovolný bod uvnitř trojúhelńıku ABC a
necht’ A1, B1, C1 jsou pr̊useč́ıky př́ımek rovnoběžných s DD1 a procházej́ıćıch vrcholy A, B,
C vždy se stěnou čtyřstěnu protilehlou tomuto vrcholu. Dokažte, že objem čtyřstěnu ABCD je
roven jedné třetině objemu čtyřstěnu A1B1C1D1.21

21[dju–06], str. 33, úloha 6 z MMO v Moskvě roku 1964.
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Řešeńı:
Podle zadáńı bod D1 lež́ı uvnitř trojúhelńıku ABC, existuj́ı tedy kladná č́ısla a, b, c pro která
plat́ı a+ b+ c = 1 a −−→

DD1 = a
−→
DA+ b

−→
DB + c

−→
DC .

Ze zadáńı v́ıme, že
−−→
DD1 ‖

−−→
AA1, a tedy existuje reálné č́ıslo k takové, že

−−→
AA1 = k

−−→
DD1. Dosad́ıme-

li do zřejmé rovnosti
−−→
DA1 =

−→
DA+

−−→
AA1 nejprve za

−−→
AA1 a pak za

−−→
DD1, dostaneme

−−→
DA1 =

−→
DA+ k

−−→
DD1 =

−→
DA+ k

(
a
−→
DA+ b

−→
DB + c

−→
DC

)
= (ka+ 1)

−→
DA+ kb

−→
DB + kc

−→
DC .

Protože bod A1 lež́ı v rovině DBC a vektory
−→
DA,

−→
DB,

−→
DC jsou lineárně nezávislé, muśı být

koeficient u vektoru
−→
DA v předchoźım vyjádřeńı nulový, tedy

ka+ 1 = 0 neboli k = −1
a
.

Odtud pro vektor
−−→
DA1 a analogickým postupem pro vektory

−−→
DB1,

−−→
DC1 dostáváme

−−→
DA1 = − b

a

−→
DB − c

a

−→
DC ,

−−→
DB1 = −a

b

−→
DA− c

b

−→
DC ,

−−→
DC1 = −a

c

−→
DA− b

c

−→
DB .

Nyńı najdeme vektory
−−−→
D1A1,

−−−→
D1B1,

−−−→
D1C1 :

−−−→
D1A1 = −

−−→
DD1 +

−−→
DA1 = −

(
a
−→
DA+ b

−→
DB + c

−→
DC

)
− b

a

−→
DB − c

a

−→
DC =

= −a
−→
DA− b

a
(a+ 1)

−→
DB − c

a
(a+ 1)

−→
DC ,

analogicky pak

−−−→
D1B1 = −

−−→
DD1 +

−−→
DB1 = −

(
a
−→
DA+ b

−→
DB + c

−→
DC

)
− a

b

−→
DA− c

b

−→
DC =

= −a
b

(b+ 1)
−→
DA− b

−→
DB − c

b
(b+ 1)

−→
DC ,
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−−−→
D1C1 = −

−−→
DD1 +

−−→
DC1 = −

(
a
−→
DA+ b

−→
DB + c

−→
DC

)
− a

c

−→
DA− b

c

−→
DB =

= −a
c

(c+ 1)
−→
DA− b

c
(c+ 1)

−→
DB − c

−→
DC .

Pro objem čtyřstěnu ABCD užit́ım smı́̌seného součinu dostáváme rovnost

VABCD =
1
6

∣∣∣〈−→DA×−→DB,−→DC〉∣∣∣
a pro objem čtyřstěnu A1B1C1D1

VA1B1C1D1 =
1
6

∣∣∣〈−−−→D1A1 ×
−−−→
D1B1,

−−−→
D1C1

〉∣∣∣ .
Využijeme-li odvozená vyjádřeńı vektor̊u

−−−→
D1A1,

−−−→
D1B1,

−−−→
D1C1 a vzpomeneme-li na pravidlo (1.26)

dostáváme vyjádřeńı

∣∣∣〈−−−→D1A1 ×
−−−→
D1B1,

−−−→
D1C1

〉∣∣∣ =
∣∣∣〈−→DA×−→DB,−→DC〉∣∣∣ ·

∣∣∣∣∣∣det

 a b
a(a+ 1) c

a(a+ 1)
a
b (b+ 1) b c

b(b+ 1)
a
c (c+ 1) b

c(c+ 1) c

∣∣∣∣∣∣ .
Ukážeme-li, že posledńı determinant má hodnotu D = 3, bude úloha s ohledem na vypsaná
vyjádřeńı objemů VABCD a VA1B1C1D1 vyřešena. Poč́ıtejme

D = det

 a b
a(a+ 1) c

a(a+ 1)
a
b (b+ 1) b c

b(b+ 1)
a
c (c+ 1) b

c(c+ 1) c

 =
1
abc
· det

 a2 b(a+ 1) c(a+ 1)
a(b+ 1) b2 c(b+ 1)
a(c+ 1) b(c+ 1) c2

 =

=
1
abc
·
(
a2b2c2 + abc(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1) + abc(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1)

)
−

− 1
abc
·
(
a2bc(b+ 1)(c+ 1) + ab2c(a+ 1)(c+ 1) + abc2(a+ 1)(b+ 1)

)
=

= (abc+ 2(a+ 1)(b+ 1)(c+ 1))− (a(b+ 1)(c+ 1) + b(a+ 1)(c+ 1) + c(a+ 1)(b+ 1)) =

= (abc+ 2abc+ 2ab+ 2ac+ 2bc+ 2a+ 2b+ 2c+ 2)−

−((abc+ ab+ ac+ a) + (abc+ ab+ bc+ b) + (abc+ ac+ bc+ c)) = a+ b+ c+ 2 ,

takže d́ıky rovnosti a+ b+ c = 1 je potřebná rovnost D = 3 dokázána.
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Úloha 4.2.15: Necht’ K, L jsou po řadě středy hran AB, CD daného čtyřstěnu ABCD. Dokažte,
že každá rovina obsahuj́ıćı př́ımku KL rozděluje čtyřstěn ABCD na dvě části stejného objemu.22

Řešeńı:
Necht’ α je libovolná rovina obsahuj́ıćı př́ımku KL a necht’ tato rovina protne hrany AC, BD
po řadě v bodech X, Y . (Analogicky se posoud́ı př́ıpad, kdy rovina α protne hrany AD a BC.)
Pak existuj́ı reálná č́ısla λ, µ ∈ 〈0, 1〉 taková, že

−→
AX = λ

−→
AC a

−→
BY = µ

−→
BD. Pro vektory

−−→
KX,

−−→
KY ,

−→
KL plat́ı

−−→
KX =

−−→
KA+

−→
AX = λ

−→
AC − 1

2
−→
AB ,

−−→
KY =

−−→
KB +

−→
BY = µ

−→
BD +

1
2
−→
AB ,

−→
KL = L−K =

1
2

(C +D)− 1
2

(A+B) =
1
2
−→
AC +

1
2
−→
BD ,

přičemž tyto vektory lež́ı všechny tři v rovině α. Proto existuj́ı reálná č́ısla a, b, c (z nichž alespoň
jedno je nenulové) tak, že

a
−−→
KX + b

−−→
KY + c

−→
KL = ~o .

Po dosazeńı za vektory
−−→
KX,

−−→
KY ,

−→
KL do předchoźı rovnosti dostaneme

b− a
2
−→
AB +

(
λa+

c

2

)−→
AC +

(
µb+

c

2

)−→
BD = ~o .

Protože vektory
−→
AB,

−→
AC,

−→
BD jsou lineárně nezávislé, muśı být koeficienty u těchto vektor̊u

v předchoźım vyjádřeńı nulové, a tedy podle koeficientu u
−→
AB plat́ı a = b; protože však nemůže

být a = b = 0 (pak by totiž platilo i c = 0), ze srovnáńı koeficient̊u u
−→
AC a

−→
BD plyne

λ = µ. Máme dokázat, že rovina α děĺı celý čtyřstěn na dvě části stejného objemu, že tedy
v našem př́ıpadě objem mnohostěnu KXLY BC je roven polovině objemu V čtyřstěnu ABCD.
Objem KXLY BC je zřejmě roven součtu objemu čtyřstěnu KXLC a jehlanu KLCBY s pod-
stavou LCBY , přičemž objem jehlanu KLCBY je roven rozd́ılu objemů čtyřstěn̊u KBDC a
KYDL :

VKXLY BC = VKXLC + VKLCBY = VKXLC + VKBCD − VKYDL . (4.5)

22[dju–06], str. 226, úloha navržena Československem na MMO v Austrálii roku 1988.
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K určeńı objemů jednotlivých čtyřstěn̊u užijeme smı́̌sený součin:

V =
1
6

∣∣∣〈−→AB ×−→AC,−→AD〉∣∣∣ , VKXLC =
1
6

∣∣∣〈−−→KX ×−−→KC,−→KL〉∣∣∣ ,

VKBCD =
1
6

∣∣∣〈−−→KB ×−−→KC,−−→KD〉∣∣∣ , VKYDL =
1
6

∣∣∣〈−−→KY ×−−→KD,−→KL〉∣∣∣ .
Potřebné vektory zaṕı̌seme jako lineárńı kombinace vektor̊u

−→
AB,

−→
AC,

−→
AD a zkoumané objemy

vyjádř́ıme v závislosti na objemu celého čtyřstěnu V . Z obrázku vid́ıme, že

−−→
KB =

1
2
−→
AB ,

−−→
KC = −1

2
−→
AB +

−→
AC ,

−−→
KD = −1

2
−→
AB +

−→
AD .

Nyńı využijeme již dř́ıve odvozené vektorové rovnosti a rovnost λ = µ :

−−→
KX = −1

2
−→
AB + λ

−→
AC ,

−−→
KY = µ

−→
BD +

1
2
−→
AB =

1
2
−→
AB − λ

−→
AB + λ

−→
AD ,

−→
KL =

1
2
−→
AC +

1
2
−→
BD =

1
2
−→
AB +

1
2
−→
AC +

1
2
−→
AD .

Pro hledané objemy tak užit́ım pravidla (1.26) dostaneme

VKXLC = V ·

∣∣∣∣∣∣det

 −1
2 λ 0
−1

2 1 0
1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣∣∣ = V ·
∣∣∣1
2

(−1
2

+
1
2
λ)
∣∣∣ =

1
4

(1− λ)V ,

VKBCD = V ·

∣∣∣∣∣∣det

 1
2 0 0
−1

2 1 0
−1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣ =
1
2
V ,

VKYDL = V ·

∣∣∣∣∣∣det

 1
2 − λ 0 λ
−1

2 0 1
1
2

1
2

1
2

∣∣∣∣∣∣ = V ·
∣∣∣∣−1

2
(
1
2
− λ+

1
2
λ)
∣∣∣∣ =

1
4

(1− λ)V .

(Využili jsme toho, že λ ≤ 1.) Dı́ky zjǐstěné rovnosti VKXLC = VKYDL tak z (4.5) již dostáváme
dokazovanou rovnost VKXLY BC = 1

2V .
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Úloha 4.2.16: Na bočńıch hranách AA1, BB1, CC1 trojbokého hranolu ABCA1B1C1 jsou
vybrány po řadě body M , N , K tak, že součet délek úseček AM , BN , CK je roven délce bočńı
hrany tohoto hranolu. Najděte poměr objem̊u daného hranolu a čtyřstěnu MNKT , kde T je
těžǐstě podstavy ABC.23

Řešeńı:
Označ́ıme vektory ~a =

−→
AB, ~b =

−→
AC, ~c =

−−→
AA1 =

−−→
BB1 =

−−→
CC1. Pro body M , N , K existuj́ı reálná

č́ısla α , β , γ ∈ 〈0, 1〉 taková, že
−−→
AM = α~c,

−−→
BN = β~c,

−−→
CK = γ~c. Podle zadáńı je

|~c | =
∣∣−−→AM ∣∣+

∣∣−−→BN ∣∣+
∣∣−−→CK∣∣ , neboli α+ β + γ = 1 .

K vyjádřeńı objemu V hranolu ABCA1B1C1 a objemu V1 čtyřstěnu MNKT užijeme smı́̌sený
součin:

V =
1
2

∣∣〈~a×~b,~c 〉∣∣ , V1 =
1
6

∣∣∣〈−−→MN ×
−−→
MK,

−−→
MT

〉∣∣∣ .
Nyńı vyjádřeme vektory

−−→
MN ,

−−→
MK,

−−→
MT jako lineárńı kombinace vektor̊u ~a, ~b, ~c, přitom využi-

jeme rovnosti
−→
AT = 1

3

(−→
AA+

−→
AB +

−→
AC
)

= 1
3(~a+~b ) :

−−→
MN = −

−−→
AM +

−→
AB +

−−→
BN = −α~c+ ~a+ β~c = ~a+ (β − α)~c ,

−−→
MK = −

−−→
AM +

−→
AC +

−−→
CK = −α~c+~b+ γ~c = ~b+ (γ − α)~c ,

−−→
MT = −

−−→
AM +

−→
AT =

1
3
~a+

1
3
~b− α~c .

Pro objem V1 tak užit́ım pravidla (1.26) dostáváme

V1 =
1
6

∣∣∣∣∣∣det

 1 0 β − α
0 1 γ − α
1
3

1
3 −α

∣∣∣∣∣∣ · ∣∣〈~a×~b,~c 〉∣∣ =
1
3
V ·
∣∣∣∣−α− 1

3
(β − α)− 1

3
(γ − α)

∣∣∣∣ =

=
1
9
V · | − α− β − γ| = 1

9
V ,

přičemž v posledńım kroku jsme využili výše odvozenou rovnost α+ β + γ = 1.
23[jur–96], str. 97–98, úloha 11.3.
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Na závěr Kapitoly 4 uved’me dvě náročněǰśı prostorové úlohy, které nelze zařadit do žádného
z předchoźıch paragraf̊u, nebot’ v nich zaj́ımavým zp̊usobem využ́ıváme vektorový, resp. skalárńı
součin dvou vektor̊u k vyjádřeńı sinu, resp. kosinu jejich odchylky.

Úloha 4.2.17: V daném čtyřstěnu maj́ı každé dvě mimoběžné hrany stejnou délku. Ukažte, že
všechny stěny takového čtyřstěnu jsou ostroúhlé trojúhelńıky.24

Řešeńı:
Stěny daného čtyřstěnu jsou zřejmě čtyři navzájem shodné trojúhelńıky a tři stěnové úhly
u každého jeho vrcholu jsou trojićı vnitřńıch úhl̊u trojúhelńıku tvoř́ıćıho každou stěnu. Součet
stěnových úhl̊u u každého vrcholu je tedy π. Nejprve dokažme pomocné Lemma.

Lemma: V libovolném čtyřstěnu plat́ı: Součet každých dvou stěnových úhl̊u u kteréhokoliv vr-
cholu je větš́ı než třet́ı stěnový úhel u téhož vrcholu.

Důkaz:
Bez újmy na obecnosti můžeme tvrzeńı Lemmatu pro obecný čtyřstěn ABCD vyjádřit jedinou
nerovnost́ı

|^DAC| < |^DAB|+ |^BAC| .

Ta je splněna triviálně, je-li součet na pravé straně větš́ı než π. V opačném př́ıpadě využijeme
toho, že funkce kosinus je klesaj́ıćı na intervalu 〈0, π〉, a proto je předchoźı nerovnost mezi dvěma
hodnotami z tohoto intervalu ekvivalentńı s nerovnost́ı

cos |^DAC| > cos (|^DAB|+ |^BAC|) ,

kterou lze zapsat d́ıky vzorci pro kosinus součtu takto:

cos |^DAC| > cos |^DAB| cos |^BAC| − sin |^DAB| sin |^BAC| . (4.6)

Uvažujme nekomplanárńı vektory ~b =
−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−→
AD. Užit́ım skalárńıho a vektorového

součinu můžeme nerovnost (4.6) přepsat do tvaru

〈~c, ~d 〉
|~c | · |~d |

>
〈~b, ~d 〉
|~b| · |~d |

· 〈
~b,~c 〉
|~b| · |~c |

− |
~b× ~d |
|~b| · |~d |

· |
~b× ~c |
|~b| · |~c |

,

24[mur–88], str. 56–57, úloha 2, S.G./2.(1972/2).
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který po vynásobeńı kladnou hodnotou |~b|2 · |~c | · |~d | přejde v ekvivalentńı nerovnost

〈~b,~b 〉 · 〈~c, ~d 〉 > 〈~b, ~d 〉 · 〈~b,~c 〉 −
∣∣~b× ~d

∣∣ · ∣∣~b× ~c∣∣ .
Stač́ı tedy dokázat posledńı nerovnost mezi třemi součiny dvojic reálných č́ısel, kterou alge-
braicky přeṕı̌seme do podoby

〈~b, ~d 〉 · 〈~b,~c 〉 − 〈~b,~b 〉 · 〈~c, ~d 〉 <
∣∣~b× ~d

∣∣ · ∣∣~b× ~c∣∣ . (4.7)

Podle výsledku Př́ıkladu 4.1.4 můžeme zapsat levou stranu nerovnosti (4.7) následuj́ıćım zp̊uso-
bem

〈~b, ~d 〉 · 〈~b,~c 〉 − 〈~b,~b 〉 · 〈~c, ~d 〉 =
〈
~b× ~d,~c×~b

〉
.

K d̊ukazu (4.7) tedy stač́ı zd̊uvodnit nerovnost〈
~b× ~d,~c×~b

〉
<
∣∣~b× ~d

∣∣ · ∣∣~c×~b∣∣ ,
neboli vysvětlit, proč nenulové vektory ~b× ~d a ~c×~b nejsou souhlasně rovnoběžné. To je snadné:
Kdyby to byly dva směrové vektory téže př́ımky, v rovině kolmé k této př́ımce by ležely všechny
tři nekomplanárńı vektory ~b, ~c, ~d, což je spor. Důkaz Lemmatu je tak ukončen. �

Tvrzeńı úlohy nyńı okamžitě plyne z právě dokázaného Lemmatu.

Poznámka:
Lemma z předchoźıho řešeńı je známým výsledkem z geometrie trojhranu, uvedeným mezi
ukázkami na str. 125–133 publikace [vyš–66], v ńıž je také vysvětleno, že tato geometrie je
vlastně geometríı sférického trojúhelńıku. Nebudeme se těmito geometriemi zde zabývat a i je-
jich daľśı výsledek (v naš́ı práci posledńı) vyjádř́ıme pomoćı stěnových úhl̊u obecného čtyřstěnu.

Úloha 4.2.18: Dokažte, že součet všech tř́ı stěnových úhl̊u u kteréhokoliv vrcholu každého
čtyřstěnu je menš́ı než 2π.25

25[vyš–66], str. 132, věta 8,6.
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Řešeńı:
Důkaz provedeme sporem. Připust́ıme existenci čtyřstěnu ABCD, ve kterém pro stěnové úhly
u vrcholu A, jejichž velikosti označ́ıme

α = |^BAC| , β = |^CAD| , γ = |^DAB| ,

plat́ı α+ β + γ ≥ 2π. To vzhledem k α, β, γ ∈ (0, π) zřejmě znamená, že

π < 2π − γ ≤ α+ β < 2π .

Protože funkce kosinus je na intervalu (π, 2π) rostoućı, dostáváme nerovnost

cos(2π − γ) ≤ cos(α+ β) neboli cos γ ≤ cosα cosβ − sinα sinβ .

To lze pomoćı skalárńıch a vektorových součin̊u vektor̊u ~b =
−→
AB, ~c =

−→
AC, ~d =

−→
AD zapsat

ve tvaru
〈~d,~b 〉
|~d| · |~b|

≤ 〈
~b,~c 〉
|~b| · |~c |

· 〈
~d,~c 〉
|~d| · |~c |

− |
~b× ~c |
|~b| · |~c |

· |
~d× ~c |
|~a| · |~c |

.

Upravenou nerovnost

|~d× ~c | · |~b× ~c | ≤ 〈~d,~c 〉 · 〈~b,~c 〉 − 〈~d,~b 〉 · 〈~c,~c 〉

můžeme d́ıky výsledku Př́ıkladu 4.1.4 přepsat do tvaru

|~d× ~c | · |~b× ~c | ≤ 〈~d× ~c,~c×~b 〉 ,

což je Cauchyova-Schwarzova nerovnost s obráceným znakem nerovnosti, takže v ńı muśı nastat
rovnost. Vektory ~d × ~c a ~c ×~b proto muśı ležet v jedné př́ımce, a tedy vektory ~b, ~c, ~d v rovině
k ńı kolmé, a to je spor, nebot’ jde o vektory tř́ı nekomplanárńıch hran DA, DB, DC.
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Závěr

Během př́ıpravy disertačńı práce, která vyžadovala zpracováńı velkého množstv́ı úloh źıska-
ných z r̊uzných tuzemských i zahraničńıch zdroj̊u – sb́ırek, učebnic a ročenek matematických
olympiád – jsem si rozš́ı̌rila vědomosti v oblasti vektorové algebry źıskané studiem na vysoké
škole a naučila jsem se vektorovou metodu účinně využ́ıvat při řešeńı mnoha geometrických
problémů.

Pod vlivem zmı́něné práce s literaturou i četných diskuźı o geometrii a jej́ı výuce se svým
školitelem jsem dospěla k pohledu na problematiku vektor̊u, který jsem vyložila v prvńı, teo-
reticky pojaté kapitole práce. Tento výklad, který lze považovat za jistý ”spojovaćı most“ mezi
koncepcemi vektorového učiva na středńı škole a ve vysokoškolských kurzech, může být hodnocen
jako prvńı př́ınos této práce.

V daľśıch kapitolách práce jsem se snažila ukázat, že mnoho základńıch a známých geo-
metrických poznatk̊u lze snadno dokázat pomoćı vektorové metody. V zadáńı naprosté většiny
uvedených geometrických př́ıklad̊u a úloh přitom neńı o vektorech ani zmı́nka, v jejich řešeńıch
pak téměř nikdy nepoč́ıtáme v souřadnićıch. Právě tento aspekt čińı z aparátu vektorové algebry
efektivńı metodický prostředek geometrického výzkumu, který tak i v oč́ıch učitel̊u a jejich žák̊u
může ztratit punc pouhé konstrukce pro účely analytické geometrie, jenž sv̊uj skutečný význam
prokazuje sṕı̌se až při aplikaćıch vně samotné matematiky, předevš́ım ve fyzice.

U řady převzatých př́ıklad̊u a úloh bylo nutné upřesnit zadáńı a doplnit či zcela přepracovat
zdrojová řešeńı. Takto sestavený kompilačńı text jsem doplnila na některých mı́stech p̊uvodńımi
př́ıklady a úlohami, nebo p̊uvodńımi vektorovými d̊ukazy klasických výsledk̊u. Na tyto př́ınosné
prvky předložené práce upozorňuji v poznámkách pod čarou k jednotlivým námět̊um. Jsem si
vědoma, že jsem nemohla proj́ıt veškeré zdroje k zadanému tématu.

Věř́ım, že čtenáři práce, at’ už současńı učitelé matematiky nebo jejich budoućı kolegové,
kteř́ı se na své povoláńı teprve připravuj́ı, oceńı jak specifický výklad teorie, tak četné ukázky
jej́ıho využit́ı, a že práce s textem jim přinese hlubš́ı porozuměńı vektorové metodě. Doufám, že
z námět̊u tohoto d́ıla budou někteř́ı i čerpat inspiraci při obsahové př́ıpravě vlastńıho vyučováńı
geometrie.
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