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Osnova prednasky

(1) Vektory v ucebnicich M pro G
(2) Od bodu k vektortim nebo naopak?
(3) Co je vektor?
(4) Proc¢ s¢itame vektory jak s¢itame?
(5) Pro¢ nésobime vektor ¢islem jak ndsobime?
(6) Pro¢ a jak nasobime vektor vektorem?
a) Skalarni sou¢in dvou vektort
b) Vektorovy souéin dvou vektori
¢) SmiSeny soucin t¥{ vektorii
(7) Vektorova algebra v ptikladech
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3 Zobrazeni v roviné

3.4 Posunuti
Definice: N
Je dana nenulova orientovana tsecka AB_.> Posunuti
neboli translace je shodné zobrazeni 7 (AB), které
kazdému bodu X piifadi bod X’ tak, %e orientované
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usecky X X' a AB maji stejnou délku a stejny smér.
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Rada u¢ebnic matematiky pro gymnéazia (nakl. Prometheus)
Planimetrie

3 Zobrazeni v roviné

3.4 Posunuti
Definice: N
Je dana nenulova orientovand tsecka AB_.> Posunuti
neboli translace je shodné zobrazeni 7 (AB), které
kazdému bodu X piifadi bod X’ tak, %e orientované
gualiete el
usecky X X' a AB maji stejnou délku a stejny smér.
3.6 Skladani shodnijch zobrazeni
Uvodni piiklad:
Slozenim dvou posunuti dostaneme opét posunuti.



Rada u¢ebnic matematiky pro gymnéazia (nakl. Prometheus)
Analyticka geometrie

2 Vektory

2.1 Orientované usecky

2.2 Co je vektor

2.3 Scitani vektori

2.4 Nasobeni vektoru cislem

2.5 Posunuti soustavy souradnic

2.6 Skaldrni soucin vektori

2.7 Otocent kartézské soustavy soutadnic
2.8 Pravotocivd a levotocivd bdze

2.9 Vektorovy a smiseny soucin
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Rada u¢ebnic matematiky pro gymnéazia (nakl. Prometheus)
Analyticka geometrie

3 Geometrie v roviné

Smérovy vektor pfimky a jeji parametricka rovnice.
Normalovy vektor pfimky a jeji obecna rovnice.
Odchylka dvou ptimek.

4 Geometrie v prostoru

Smérovy vektor primky a jeji parametricka rovnice.
Normalovy vektor a obecna rovnice roviny.
Odchylky pfimek a rovin.



Rada u¢ebnic matematiky pro gymnéazia (nakl. Prometheus)
Komplexni éisla

2 Geometrické znazornéni komplexnich éisel
2.5 Komplexni ¢isla jako vektory v Gaussové roviné
Komplexné-¢iselny vyznam souc¢tu dvou vektori
a nasobeni vektoru realnym c¢islem.
Vektorovy vyznam nasobeni komplexniho ¢isla
s komplexni jednotkou.
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prostory bodi (pfimku, rovinu, t¥irozmérny prostor).

Teprve poté do téchto prostori ,,vkladame“ vektory a tvorime
vektorovou algebru s pragmatickym cilem — ziskat zékladni
prostiedek vypoctl analytické geometrie.

Mozny je vsak i opacny postup, ktery predkladame studenttim
ucitelstvi M na fakultach. Jeho vychozi stavebni kdmen, pojem
vektorového prostoru, méa v matematice obrovsky vyznam,
zdaleka pfesahujici oblast pouhé geometrie.

Podivejme se proto nyni, jaké vlastnosti geometrickych vektort
byly abstrahovany do definice obecného vektoroveho prostoru.



Definice vektorového prostoru

Necht V je mnozina (jejim prvkim budeme fikat vektory)
s binarni operaci V' x V' — V znacenou jako +. Kromé toho je
déano zobrazeni R x V' — V|, které libovolnym ¢t € Ra v € V
prifadi prvek z V' znaceny jako t - ¥. Pfedpokladejme, ze:

(i) Vi, 0,0 e V: (U+ 7))+ =u+ (T+ ),

i)

(i) eV, Vi e V: i+ 5 =1,

(iv) VieV, 3—ueV: i+ (—u) =0,

(V) Vi, 7eV,VteR: t-(U+70)=t-u+t-7,
(vi) Vi eV, Vi, s eR: (t+s)-d=t-d+s-4,
(vil) Vu e V, Vt,s e R: (ts)-u=t-(s- 1),
(vili) Vu e V: 1-u=4d
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Model n-rozmérného vektorového prostoru: R"



Definice bodového (afinniho) prostoru

Necht A je neprazdnd mnozina a V vektorovy prostor koneéné
dimenze. Déle méjme zobrazeni f: A x A — V s vlastnostmi:
(1) pro kazdé A € A akazdé @ € V existuje jediné B € A
takové, ze f(A, B) = 4,
(ii) pro kazda A, B,C € A plati f(A,B)+f(B,C) = f(A,QC).
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Necht A je neprazdnd mnozina a V vektorovy prostor koneéné
dimenze. Déle méjme zobrazeni f: A x A — V s vlastnostmi:
(1) pro kazdé A € A akazdé @ € V existuje jediné B € A
takové, ze f(A, B) = 4,
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Pak trojice (A, V, f) se nazyvé afinni prostor, prvky mnoziny A
— body a vektorovy prostor V — zaméreni afinniho prostoru.

Ke kazdému vektorovému prostoru V' muzeme snadno body pro
afinni prostor se zaméfenim V' z jeho vektoru ,,vyrobit“:

G0, VieV:iioU, fUV)=i—i

Obvykla praxe: mnozinu R™ povazujeme za prostor vektoru
@ = (u1,us,...,u,) i za prostor bodtt U = [uy, ua, . .., up].
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a téhoz sméru (jednotlivych umisténi AA’ volného vektoru @ ):
_— —— —
i=AA"=BB' =CC' =...
—
O — pocatek, OX — polohovy vektor bodu X

Volnost bez omezeni?
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Trocha formalismu: AB je uspofadand dvojice bodu (A, B).

_— =
Rovnost AB = C'D neboli relaci (A4, B) ~ (C, D) lze zavést bez
uziti pojmu vzdalenosti bodi!

Relace ekvipolence: (A,B) ~ (C,D) < S(A,D)=S5(B,C)

S(A,D)=S(B,C) & AB||CDAAC | BD

S=S(X,Y) & 0S=10X +0Y), S(X,Y)=LX+Y)
R —_— 1 1

AB=CD & 5(A+D)=35B+C) & B-A=D-C
Konvence XY =Y — X je podlozena rovnosti XY = O_}} — OX.
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4 PROC SCITAME VEKTORY JAK SCITAME?

Fyzika: skladani sil pomoci vektorového rovnobézniku

—

u —
u+v

Geometrie: Vektorem # + ¥ minime vektor toho posunuti, jez je
vysledkem slozeni posunuti uréenych vektory « a v.

Takové sc¢itani spliiuje axiomy z definice vektorového prostoru.

— - 7z . . -3 = . z 7z
0= AA (posunuti — identita), —AB = BA (inverzni posunuti)
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Vektory tedy s¢itame ,skladanim za sebe“: XY +YZ = XZ.

Opora pro zapis vektoru jako rozdilu dvou bodii: XY =Y -X
[(Y—X)—F(Z—Y)zZ—X]
—

a pro zavedeni souctu bodu a vektoru: X+4+u=Y & u=XY

Véta. Binarni operace o na mnoziné vSech vektori roviny nebo
prostoru je obvykly vektorovy soucet (tj. @ o ¥ = 4 + ¥), jestlize:
(1) o je komutativni a asociativni operace,
(2) rovnost @ o ¥ = @ + ¥ plati pro libovolné dva linearné
zévislé vektory o a v,
(3) pro kazdou rotaci R roviny nebo prostoru plati rovnost
R(&) o R(¥) = R(d o V),
(4) pro kazdé dva nenulové vektory u, U téZze konstantni
délky vektor u o ¥ spojité zavisi na thlu, ktery vektory
i, U sviraji.
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5 PROC NASOBIME VEKTOR CISLEM
JAK NASOBIME?

Nasobeni vektoru ¢islem je odvozeno od operace vektorového
sou¢tu (podobné jako tomu je skalarnich veli¢in, napiiklad
obsahu ¢ objemu).
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Vse je podfizeno jedinému pozadavku: (t +s) - 4=t - i+ s-4
Tak dostaneme 0-4 =20, (—n)-d=—(n-u),
L m - ~
iT=— -4 & n-v=m-1u
n

11



5 PROC NASOBIME VEKTOR CISLEM
JAK NASOBIME?

Nasobeni vektoru ¢islem je odvozeno od operace vektorového
sou¢tu (podobné jako tomu je skalarnich veli¢in, napiiklad
obsahu ¢ objemu).

Zaklad: 1-@=14, 2@ =d+7, 3 T=0+T+T, ..., n-d=...

Vse je podfizeno jedinému pozadavku: (¢t +s) - 4=t - U+ s-
Tak dostaneme 0-4 =20, (—n)-d=—(n-u),

m - -
—u & nv=m-u

n

a ze spojitosti i vektor ¢ - @ pro iracionalni ¢.

<y

11



Geometrickd konstrukce t-nasobku vektoru :

_ +B
t A Uu 3
o 1
B
RN —
u=A = AB' =t -4

1=



Geometrickd konstrukce t-nasobku vektoru :

~
N
<
Y

B/
— —
it=AB = AB' =t-u

Takové nasobeni splituje i zbyvajici axiomy z definice vektoro-
vého prostoru: t-(@+9)=t-u+t-v, (ts)-ud=1t-(st).

1=



6 PROC A JAK NASOBIME VEKTOR VEKTOREM?

Pro praktickou geometrii maji od nepaméti zakladni vyznam

dvé skalarni veli¢iny: vzdélenosti bodi (délky tseéek) a velikosti
(rovinnych) thla.

16



6 PROC A JAK NASOBIME VEKTOR VEKTOREM?

Pro praktickou geometrii maji od nepaméti zakladni vyznam
dvé skalarni veli¢iny: vzdélenosti bodi (délky tseéek) a velikosti
(rovinnych) dhld.

S témito dvéma veli¢inami lze (k uzitku) pocitat i v bodovych
prostorech vyssich dimenzi, mame-li na jejich zaméfeni dalsi
operaci — skaldrni soucin dvou vektort. Popisme jeho obecné
vlastnosti nejprve axiomaticky.

16



Definice skalarniho soudinu

Necht V je vektorovy prostor (nad R), ktery ma koneénou
dimenzi. Skaldrnim soucinem na V nazveme kazdé zobrazeni
f:V xV — R, které splituje:

(iv

(i) va,v e V: f(u,v) = f(, ),
(i) Va,v,w e V: f(u+ v,w) = f(d,d) + f(7,d),
(iii) Vu,7e V,Vt e R: f(td,v) =t- f(d,),

) Vi e

ti, v
V,d #d: f(u,@) > 0.

17



Definice skalarniho soudinu

Necht V je vektorovy prostor (nad R), ktery ma koneénou
dimenzi. Skalarnim soucinem na V nazveme kazdé zobrazeni
f:V xV — R, které splituje:
(i) va,v e V: f(u,v) = f(v,1),

(ii) Yu,v,w e V: f(d+9,0) =

(iii) Va, v e V, vVt e R: f(tu,?) =

(iv) Vd e V,ud # o: f(u,u) > 0.
Dvojice (V, f) se pak nazyva eukleidovsky vektorovy prostor.
Struc¢né hovofime o eukleidovském prostoru V' a namisto f(, )
piSeme (@, ¥) nebo (Castéji) « - v.

[, @) + f(, ),
t- f(u,v

f (@, v),

17



Definice skalarniho soudinu

Necht V je vektorovy prostor (nad R), ktery ma koneénou
dimenzi. Skaldrnim soucinem na V nazveme kazdé zobrazeni
f:V xV — R, které splituje:

(i) Vi, 5 € Vi f(@,5) = f(5,1),

(iil) Va, v e V,Vt e R: f(tu,?) =

(iv) Vd e V,ud # o: f(u,u) > 0.
Dvojice (V, f) se pak nazyva eukleidovsky vektorovy prostor.
Struc¢né hovofime o eukleidovském prostoru V' a namisto f(, )
piSeme (@, ¥) nebo (Castéji) « - v.

Axiomu (ii) fikdme distributivni zdkon: (4+?)-W = @- W+ - .
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Definice skalarniho soudinu

Necht V je vektorovy prostor (nad R), ktery ma koneénou
dimenzi. Skaldrnim soucinem na V nazveme kazdé zobrazeni
f:V xV — R, které splituje:

(i) Vi, 5 € Vi f(@,5) = f(5,1),

(iil) Va, v e V,Vt e R: f(tu,?) =

(iv) Vd e V,ud # o: f(u,u) > 0.
Dvojice (V, f) se pak nazyva eukleidovsky vektorovy prostor.
Struc¢né hovofime o eukleidovském prostoru V' a namisto f(, )
piSeme (@, ¥) nebo (Castéji) « - v.

—

Axiomu (ii) fikdme distributivni zdkon: (4+?)-W = @- W+ - .
Obvykly skalarni soucin v ,soufadnicovém® prostoru R":

def
(u17u27"'7un) : ('Ul,’l)g,...,’l)n) = U1v1 + U202 + -+ + UpUp

17



Definice skalarniho soudinu

Necht V je vektorovy prostor (nad R), ktery ma koneénou
dimenzi. Skaldrnim soucinem na V nazveme kazdé zobrazeni
f:V xV — R, které splituje:

(i) Vi, 5 € Vi f(@,5) = f(5,1),

(iil) Va, v e V,Vt e R: f(tu,?) =

(iv) Vd e V,ud # o: f(u,u) > 0.
Dvojice (V, f) se pak nazyva eukleidovsky vektorovy prostor.
Struc¢né hovofime o eukleidovském prostoru V' a namisto f(, )
piSeme (@, ¥) nebo (Castéji) « - v.

—

Axiomu (ii) fikdme distributivni zdkon: (4+?)-W = @- W+ - .
Obvykly skalarni soucin v ,soufadnicovém® prostoru R":
def
(u17u27 s 7un) : (’Ul,’l)2, s 7vn) = U1v1 + U202 + -+ + UpUp

Jak obecna definice nad ¢arou souvisi se vzdalenostmi a dhly?

17



T¥i navzajem ruzné body A, B, C:

—

—
u=AB, v=AC = BC=u4—-0

1R



T¥i navzajem ruzné body A, B, C:

— — —_—
Uu=AB, v=AC = BC=u4—v
A
i v
B C

Kosinova véta:
|BC|? = |AB|* + |AC|* — 2 - |AB| - |AC| - cos
kde o = |<<BAC| € (0, ) je také odchylka vektori @ a .

1R



T¥i navzajem ruzné body A, B, C:
— —
Uu=AB, 1=AC = BC=u—7

Kosinova véta:
|BC|?> = |AB|> + |AC|*> =2 - |AB| - |AC| - cos «
kde a = |[<BAC| € (0, 7) je také odchylka vektort @ a v.

Pfepisme kosinovou vétu ve velikostech vektoru u, v a u — v
(uZitim znacky obvyklé pro absolutni hodnotu):

1R



B C

BCP = |AB> +|ACP ~ 2 |AB| - |AC| - cosa,

i — 0] = |@|* + |7)* — 2|d| - |¥] - cos .

10



B C

BCP = |AB> +|ACP ~ 2 |AB| - |AC| - cosa,

i — 0] = |@|* + |7)* — 2|d| - |¥] - cos .
Zavedme ,novou“ komutativni operaci: - ¥ def |d] - |0] - cos v

—

(a pro tplnost 1 - 7t 0, je-li @ = & nebo ¥ = 7).

10



B C

BCP = |AB> +|ACP ~ 2 |AB| - |AC| - cosa,

i — 0] = |@|* + |7)* — 2|d| - |¥] - cos .
Zavedme ,novou“ komutativni operaci: - ¥ def |d] - |0] - cos v
(a pro tplnost 1 - 7t 0, je-li @ = & nebo ¥ = 7).

Vi ]2 =00

10



B C

BCP = |AB> +|ACP ~ 2 |AB| - |AC| - cosa,

i — 0] = |@|* + |7)* — 2|d| - |¥] - cos .
Zavedme ,novou“ komutativni operaci: - ¥ def |d] - |0] - cos v
(a pro tplnost 1 - 7t 0, je-li @ = & nebo ¥ = 7).
Vii: |62 =@ -@ = kosinovd véta ziskava zdpis

(G—0) (G—0) =i+ 07— 2 7.

10



B C

BCP = |AB> +|ACP ~ 2 |AB| - |AC| - cosa,

i — 0] = |@|* + |7)* — 2|d| - |¥] - cos .
Zavedme ,novou“ komutativni operaci: - ¥ = |d] - |0] - cos v

i

—

. _ def TR N _
(a pro tplnost - ¥ = 0, je-li & = 0 nebo ¥ = d).
Vii: |62 =@ -@ = kosinovd véta ziskava zdpis
(G—70)- (U—0)=u-u+0-7—2a-0.

Kdyz ukdZeme, ze nova operace - je nejen komutativni, ale

i distributivni vzhledem k vektorovému s¢itani, odhalime tim
nejen vsechny jeji vlastnosti abstrahované do obecné definice
skalarniho soucinu, nybrz se nam naskytne i novy dikaz ...

10



Popsané (elementarné-geometrickd) zkuSenost s operaci

o def | e
w0 = |d]-|U]-cosa

napovida, jak zavést vzdalenosti bodd a velikosti thlt v prosto-
ru obecné dimenze, mame-li na jeho zaméfeni k uzitku skalarni
soudin.

90N



Popsané (elementarné-geometrickd) zkuSenost s operaci

N _.def
- |@] - 7] - cos

napovida, jak zavést vzdalenosti bodd a velikosti thlt v prosto-
ru obecné dimenze, mame-li na jeho zaméfeni k uzitku skalarni
soudin.

Nejprve zavedeme velikosti a odchylky (nenulovych) vektorii

—— . det U-U
=Vl -lal, cos|«a(@, V)| = ==

| -

—|

o]

90N



Popsané (elementarné-geometrickd) zkuSenost s operaci

_ _.def
w0 = |d]-|U]-cosa

napovida, jak zavést vzdalenosti bodd a velikosti thlt v prosto-
ru obecné dimenze, mame-li na jeho zaméfeni k uzitku skalarni
soudin.

Nejprve zavedeme velikosti a odchylky (nenulovych) vektorii

_, def vy = - def u-v
1 VT, coslati, )|

To druhé ma smysl diky Cauchyové-Schwarzové nerovnosti
—|al - |9 < - < fa - |9,

jez plyne z axiomu skalarniho soucinu.
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Popsané (elementarné-geometrickd) zkuSenost s operaci

L def o
w0 = |d]-|U]-cosa

napovida, jak zavést vzdalenosti bodd a velikosti thlt v prosto-
ru obecné dimenze, mame-li na jeho zaméfeni k uzitku skalarni
soudin.

Nejprve zavedeme velikosti a odchylky (nenulovych) vektorii
def U~ U
ol

To druhé ma smysl diky Cauchyové-Schwarzové nerovnosti

— def T -
|l jl - [dl,  cos|<(d, V)| T

=l - o] <@ - <l - |9,
jez plyne z axiomu skalarniho soucinu.
Pak pfejdeme od prostoru vektorti k prostoru bodu

def def

d(A,B) = |AB| ' |B — 4|, |<BAC| % |«(B - A,C - A)].

90N



Proc¢ vektory nasobime mezi sebou i jinak?

Fyzika: moment sily M=FxF

91



Proc¢ vektory nasobime mezi sebou i jinak?

Fyzika: moment sily M=FxF
Geometrie — Regeni dvou tkol:

(1) Vektorové vypocty obsahti a objemu
(2) Uréeni vektoru kolmého ke dvéma danym vektoram

91



Proc¢ vektory nasobime mezi sebou i jinak?

Fyzika: moment sily M=7FxF
Geometrie — Regeni dvou tkol:

(1) Vektorové vypocty obsahti a objemu
(2) Uréeni vektoru kolmého ke dvéma danym vektoram

Obsah rovnobézniku ,nad“ danymi vektory o a ¢

D C

S =|i|-|v]-sinp (aS =0 prolinedrné zavislé vektory @ a ¥/)
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Proc¢ vektory nasobime mezi sebou i jinak?

Fyzika: moment sily M=7FxF
Geometrie — Regeni dvou tkol:

(1) Vektorové vypoéty obsahti a objemi
(2) Urceni vektoru kolmého ke dvéma danym vektorim

Obsah rovnobézniku ,nad“ danymi vektory u a ¢’

D C

S =il |v]-sinp (aS =0 prolinedrné zavislé vektory @ a ¥)

Jak hodnotu S pocitat?

91



7 /
[ZANDY

A u B

S =] - 1] - /1 = cos? o =[] - [7] -
= V]al? - [o]? — (i - )2

DD}



A u B

S =] - 1] - /1 = cos? o =[] - [7] -
= V]al? - [o]? — (i - )2

MiuZeme vedle obvyklého skaldrni soucinu u - U zavést jesté
ydruhy skalarni“ souéin # * ¥ tak, abychom méli S = |@ * o] ?

DD}



A u B

S =] - 1] - /1 = cos? o =[] - [7] -
= V]al? - [o]? — (i - )2

MiuZeme vedle obvyklého skaldrni soucinu u - U zavést jesté
ydruhy skalarni“ souéin # * ¥ tak, abychom méli S = |@ * o] ?

To bude jisté zaruceno, pokud bude platit

(@ 9)* + (@ 0)* = |a* - [0 .

DD}



(@ )" + (i )" = |a]* - o]

99




(@ )" + (i )" = |a]* - o]

Co by takovy novy soucin mél jesté spliiovat (kromé distributi-
vity vzhledem k vektorovému souctu)?

99



(@ )" + (i )" = |a]* - o]

Co by takovy novy soucin mél jesté spliiovat (kromé distributi-
vity vzhledem k vektorovému souctu)?

Jisté @ * ¥ = 0 pro linedrné zavislé vektory @ a ¥ (ptipad S = 0).
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(@ )" + (i )" = |a]* - o]

Co by takovy novy soucin mél jesté spliiovat (kromé distributi-
vity vzhledem k vektorovému souctu)?
Jisté @ * ¥ = 0 pro linedrné zavislé vektory @ a ¥ (ptipad S = 0).
Tehdy ovSem z rovnosti (s tfemi nulovymi souciny)

(U4 0)*(U+V)=U*xU+UxT+UxU+Tx0U

plyne U % 4 = —u * U.
Operace * tedy musi byt antikomutationi!

99



Véta. Predpokladejme, ze na vektorovém prostoru V' se skalar-
nim soucinem (o hodnotéch znacenych @ - ¥) existuje zobrazeni
V xV — R s hodnotami znacenymi « * ¥, jez spliiuje podminky:

(i) Va,7eV: Txid=—Ux7,

(i) Vu, 0, € V: (U4 0) W =U*d+ U,
(ii) Vu,v eV, Vt e R:  (t-@) x0T =1 (U=*7),
(iv) Vi,7 e V: (@-0)%+ (4*0)? = |a|* - |v]?

N



Véta. Predpokladejme, ze na vektorovém prostoru V' se skalar-
nim soucinem (o hodnotéch znacenych @ - ¥) existuje zobrazeni
V xV — R s hodnotami znacenymi « * ¥, jez spliiuje podminky:

(i) Va,7eV: Txid=—Ux7,

(i) Vi, v,w e V: (U+0)*W=1u*w+ 0*w,
(iii) VU,UEV VtER. (t-@)«0=t-(ux0),
(iv) Vi, v (@ - ) + (@ + 0)* = i - |0]?

Potom dim V' = 2 a na prostoru V = R? se skaldrnim souéinem
(u1,uz2) - (v1,v2) = uv1 +ugve existuji jen dvé popsand zobrazeni
a jsou dana predpisem
(u1,uz2) * (v1,v2) = i(uﬂu - uzm) = +det t u2:|
U1 U2
vzdy s jednou volbou znaménka pro vSechny hodnoty x*.

N



Véta. Predpokladejme, ze na vektorovém prostoru V' se skalar-
nim soucinem (o hodnotéch znacenych @ - ¥) existuje zobrazeni
V xV — R s hodnotami znacenymi « * ¥, jez spliiuje podminky:

(i) Vu,7eV: vxi= —ﬁ*@'

(if) Vi, 7,0 € V: (U+V)*W=ux*wW~+T=d,
(iii) VU,UEV VtER. (t-u)*i_f t- (4 x*7),
(iv) vii, o (@ 0)? + (i ) = [a]* - [v]?

Potom dim V' = 2 a na prostoru V = R? se skaldrnim souéinem
(u1,uz2) - (v1,v2) = uv1 +ugve existuji jen dvé popsand zobrazeni
a jsou dana predpisem
(u1,uz2) * (v1,v2) = i(uﬂu - uzm) = +det t u2:|
U1 U2
vzdy s jednou volbou znaménka pro vSechny hodnoty x*.

Poznamka: Krucialn{ vlastnost (iv) je splnéna diky identité

2

(u1v1 + uava)? + (urv2 — ugv1)? = (uf +u3)(vi +v3).

N



Proc¢ vektory nasobime mezi sebou i jinak?

(1) Vektorové vypocty obsahti a objemi
(2) Uréeni vektoru kolmého ke dvéma danym vektoram

Ulohu o obsahu rovnobézniku nad dvéma vektory @ a ¥ jsme
feSili koncepci ,,druhého skaldrniho“ soucinu @ * ¢. Uspéli jsme
pouze v eukleidovském prostoru dimenze 2, tedy v roviné, coz je
pro praktické ucely zcela postacujici.

D14



Proc¢ vektory nasobime mezi sebou i jinak?

(1) Vektorové vypocty obsahti a objemi
(2) Uréeni vektoru kolmého ke dvéma danym vektoram

Ulohu o obsahu rovnobézniku nad dvéma vektory @ a ¥ jsme
feSili koncepci ,,druhého skaldrniho“ soucinu @ * ¢. Uspéli jsme
pouze v eukleidovském prostoru dimenze 2, tedy v roviné, coz je
pro praktické ucely zcela postacujici.

Nyni stejnou tlohu spojime s tlohou (2) a budeme hledat
spole¢né FeSeni obou loh pomoci nového vektorového soucinu.
(Uspéjeme ovsem pouze v eukleidovském prostoru dimenze 3).

D14



(1) Vektorové vypocty obsahti a objemil
(2) Urceni vektoru kolmého ke dvéma danym vektorim

D C

AN
A U

o X

Uloha. K danym dvéma vektoriim @ a ¥ uréete vektor o, tak
aby soucasné platilo

] = S = [i] - |t] -singp, w-d@=0 a @ id=0

(ovSem ze W = & pro linedrné z4vislé vektory « a ¥).

DT



(1) Vektorové vypocty obsahti a objemil
(2) Urceni vektoru kolmého ke dvéma danym vektorim

D C

AN
A U

o X

Uloha. K danym dvéma vektoriim @ a ¥ uréete vektor o, tak
aby soucasné platilo
|W| =8 =d|-|0]-sinp, W-@u=0 a W-€=0

—»

(ov8em Ze W = 0 pro linedrné zavislé vektory @ a ¥)

Lze vektor-feseni w najit jako w = @ X ¥ s novou vektorovou
operaci X, jez je distributivni vzhledem k vektorovému séitani?

DT



Uloha. K danym dvéma vektoriim @ a ¥ uréete vektor o, tak
aby soucasné platilo

] = S = [i] - |t] -sing, w-d@=0 a @ id=0

—

(ov8em Ze W = 0 pro linedrné zavislé vektory @ a ¥)

Lze vektor-feseni W najit jako w = @ X ¢’ s novou vektorovou
operaci X, jez je distributivni vzhledem k vektorovému séitani?

Jejasné, ze |ix =95 & (@ -9)%+|dxv?=]|d?- |0
a 7e operace X musi byt antisymetrickd: U x &= —u X U.

or7



Véta. Predpokladejme, ze na vektorovém prostoru V' se skalar-
nim soucinem (o hodnotéch znacenych @ - ¥) existuje zobrazeni
V' xV — V s hodnotami znacenymi @ X ¥, jez spliuje podminky:

(i) Vu,veV: Txid=—-uxTd,

(if) Vi, 7,0 € V: (U+V)xT=1uUxXuW+ X,
(ili) Vi, 7€V, VteR: (t-4) xT=t- (U x V),
(iv) Va, 7€V : (d-0)*+|d x 0)* = |a]? - |7]?,
(v) Vi, 0eV: (ux7v)-u=0.

I



Véta. Predpokladejme, ze na vektorovém prostoru V' se skalar-
nim soucinem (o hodnotéch znacenych @ - ¥) existuje zobrazeni
V xV — V s hodnotami znacenymi « X ¥, jez spliiuje podminky:

(v) Vi, v eV: (ixv)-u=0.
Potom dim V' = 3 a na prostoru V = R? se skaldrnim souéinem
(u1, u2,us) - (v1,v2,v3) = urv1 + ugv2 + ugvs existuji jen dvé
popsand zobrazeni a jsou dana predpisem
€1 62 63
(u1,u2,us3) X (v1,v2,v3) = tdet | uy w2 wus
U1 Vo U3

kde & = (1,0,0), & = (0,1,0) a & = (0,0, 1).

I



Poznamka: Podminka (7 - ¥)2 + |@ x @]? = |@|? - |7]? je splnéna
diky méné zfejmé identité
(uf +uj +u3)(vf + 03 +0F) — (urv1 + ugvs + uzvz)* =

= (u1v2 — u2v1)? + (uav3 — uzv2)® + (uzvr — uvs)®.
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Co je smisSeny soucin tii vektoru?

Dosud jsme neposoudili otazku vektorovych vypocta objemu.
Kvili nim zavedeme nésledujici pojem.

20N



Co je smisSeny soucin tii vektoru?

Dosud jsme neposoudili otazku vektorovych vypocta objemu.
Kvili nim zavedeme nésledujici pojem.

o — —

Definice. Smiseny soucin vektord u, v, w je ¢islo

(@ x ¥)- W,

kde x a - znaci vektorovy, resp. skalarni soucin v trojrozmérném
eukleidovském prostoru V.
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Co je smisSeny soucin tii vektoru?

Dosud jsme neposoudili otazku vektorovych vypocta objemu.
Kvili nim zavedeme nésledujici pojem.

o — —

Definice. Smiseny soucin vektord u, v, w je ¢islo
— — —
(@ x 7)) W,
kde x a - znaci vektorovy, resp. skalarni soucin v trojrozmérném
eukleidovském prostoru V.

Vyznam takového soucinu ted objasnime.

20N



Objem rovnobéznosténu ,nad* danymi vektory , ¥ a W

21



—

Objem rovnobéznosténu ,nad“ danymi vektory , v a W

Véta. Objem takového rovnobéznosténu je roven absolutni

~ vz — — — v 7 v o
hodnoté z ¢isla (¥ x ¥) - W, tedy ze smiSeného souéinu vektort
w, U a .
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Objem rovnobéznosténu ,nad* danymi vektory , ¥ a W

Véta. Objem takového rovnobéznosténu je roven absolutni

~ vz — — — v 7 v o
hodnoté z ¢isla (¥ x ¥) - W, tedy ze smiSeného souéinu vektort
w, U a .
Dikaz:

|(1Z><17)W| = SABCD-|AA1|~|COS<I(CT, W)| = SABCD'|AA()| =V
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7 VEKTOROVA ALGEBRA V PRIKLADECH

»Algebraickou gramotnost“ zZakd chdpeme jako jejich dovednost
pracovat s algebraickymi vyrazy, v nichz rizna pismena zastu-
puji vylucné ciselné konstanty ¢i proménné skalarni veli¢iny.

Na pocitani s vektorovymi vyrazy se ve skole nedostava casu . ..
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7 VEKTOROVA ALGEBRA V PRIKLADECH

»Algebraickou gramotnost“ zZakd chdpeme jako jejich dovednost
pracovat s algebraickymi vyrazy, v nichz rtznéd pismena zastu-
puji vylucné ciselné konstanty ¢i proménné skalarni veli¢iny.

Na pocitani s vektorovymi vyrazy se ve skole nedostava casu . ..
Pri feSeni prikladi, v nichz chceme uplatnit vektory, je ¢asto
dilezité vhodné zvolit oznaceni [ﬁ, AB & B —A?].
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7 VEKTOROVA ALGEBRA V PRIKLADECH

»Algebraickou gramotnost“ zZakd chdpeme jako jejich dovednost
pracovat s algebraickymi vyrazy, v nichz rtznéd pismena zastu-
puji vylucné ciselné konstanty ¢i proménné skalarni veli¢iny.
Na pocitani s vektorovymi vyrazy se ve skole nedostava casu . ..
Pri feSeni prikladi, v nichz chceme uplatnit vektory, je ¢asto
—

dilezité vhodné zvolit oznaceni [ﬁ, AB ¢ B —A?].
UZite¢ény kalkulus linedrnich kombinaci boda Ay, Ag, ..., Ak
s koeficienty ¢y, co, ..., c, tedy vyrazu

c1A1 + c2Ag + -+ -+ cp Ay,

které povazujeme za body ¢i vektory, podle toho, zda soucet
s=c1+ ca+ -+ ¢ se rovna jedné nebo nule.
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