
ÚLOHY DOMÁCÍHO KOLA57. ROÈNÍKU MATEMATICKÉ OLYMPIÁDYPRO ®ÁKY STØEDNÍCH ©KOLKATEGORIE A1. Najdìte v¹echny trojice reálných èísel a; b; c s vlastností: Ka¾dá z rovnicx3 + (a+ 1)x2 + (b+ 3)x+ (c+ 2) = 0;x3 + (a+ 2)x2 + (b+ 1)x+ (c+ 3) = 0;x3 + (a+ 3)x2 + (b+ 2)x+ (c+ 1) = 0má v oboru reálných èísel tøi rùzné koøeny, celkem je to v¹ak pouze pìt rùzných èísel.(Jaromír ©im¹a)2. V rovinì je dána úseèka AV a ostrý úhel velikosti �. Urèete mno¾inu støedù kru¾nic opsanýchv¹em tìm trojúhelníkùm ABC s vnitøním úhlem � pøi vrcholu A, jejich¾ vý¹ky se protínají vbodì V . (Pavel Leischner )3. Mno¾inu M tvoøí 2n navzájem rùzných kladných reálných èísel, kde n � 2. Uva¾ujme nobdélníkù, jejich¾ rozmìry jsou èísla z M , pøièem¾ ka¾dý prvek z M je pou¾it právì jednou.Urèete, jaké rozmìry mají tyto obdélníky, je-li souèet jejich obsahùa) nejvìt¹í mo¾ný; b) nejmen¹í mo¾ný. (Jaroslav ©vrèek)4. Urèete poèet koneèných rostoucích posloupností pøirozených èísel a1; a2; : : : ; ak v¹ech mo¾nýchdélek k, pro které platí a1 = 1, ai j ai+1 pro i = 1; 2; : : : ; k�1 a ak = 969 969. (Martin Panák )5. Je dána kru¾nice k, bod O, který na ní nele¾í, a pøímka p, která ji neprotíná. Uva¾ujme libovolnoukru¾nici l, která má vnìj¹í dotyk s kru¾nicí k a dotýká se i pøímky p. Pøíslu¹né body dotykuoznaèmeA aB. Pokud body O, A, B nele¾í v pøímce, sestrojíme kru¾nicim opsanou trojúhelníkuOAB. Doka¾te, ¾e v¹echny takové kru¾nice m mají dal¹í spoleèný bod rùzný od bodu O, anebose dotýkají té¾e pøímky. (Ján Mazák )6. Doka¾te, ¾e pro ka¾dé pøirozené èíslo n existuje celé èíslo a (1 < a < 5n) takové, ¾e platí5n j a3 � a+ 1. (Ján Mazák )KATEGORIE B1. Najdìte v¹echna pøirozená èísla k, pro nì¾ je zápis èísla 6k �72007�k v desítkové soustavì zakonèendvojèíslím a) 02; b) 04. (Eva Øídká)2. V pásu mezi rovnobì¾kami p, q jsou dány dva rùzné body M a N . Sestrojte kosoètverec neboètverec, jeho¾ dvì protìj¹í strany le¾í na pøímkách p a q a body M a N po jednom le¾í nazbývajících dvou stranách. (Jaromír ©im¹a)3. Jsou-li x a y reálná èísla, pro nì¾ platí x3 + y3 � 2, potom x+ y � 2. Doka¾te. (Ján Mazák )4. Najdìte v¹echny pravoúhlé trojúhelníky s délkami stran a, b, c a délkami tì¾nic ta, tb, tc, pro nì¾platí a+ta = b+tb. Uva¾ujte oba pøípady, kdy AB je a) pøepona, b) odvìsna. (Pavel Novotný)1



5. Urèete v¹echny dvojice a, b reálných èísel, pro nì¾ má ka¾dá z kvadratických rovnicax2 + 2bx+ 1 = 0; bx2 + 2ax+ 1 = 0dva rùzné reálné koøeny, pøièem¾ právì jeden z nich je obìma rovnicím spoleèný.(Jaroslav ©vrèek)6. Obdélník 2 005�2 007 je rozdìlen na èerné a bílé jednotkové ètvereèky. Doka¾te, ¾e pak pro jednuz barev (èernou nebo bílou) existuje více ne¾ 95 800 pravoúhelníkù (slo¾ených z jednotkovýchètvereèkù), je¾ se navzájem nepøekrývají a jejich¾ rohové ètvereèky mají vesmìs zvolenou barvu,pøièem¾ ka¾dá z jejich stran je tvoøena aspoò dvìma ètvereèky. (Pavel Leischner )KATEGORIE C1. Urèete nejmen¹í pøirozené èíslo n, pro nì¾ i èísla p2n, 3p3n, 5p5n jsou pøirozená.(Jaroslav ©vrèek)2. Ètyøúhelníku ABCD je vepsána kru¾nice se støedem S. Urèete rozdíl j\ASDj�j\CSDj, jestli¾ej\ASBj � j\BSCj = 40�. (Jaromír ©im¹a)3. Máme urèitý poèet krabièek a urèitý poèet kulièek. Dáme-li do ka¾dé krabièky právì jednukulièku, zbyde nám n kulièek. Kdy¾ v¹ak dáme právì n krabièek stranou, mù¾eme v¹echnykulièky rozmístit tak, aby jich v ka¾dé zbývající krabièce bylo právì n. Kolik máme krabièek akolik kulièek? (Vojtech Bálint)4. Tangram je skládaèka, kterou lze vyrobit z papíru rozøezáním vystøi¾eného ètverce na sedmdílù podle èar vyznaèených na obrázku. Pøedpokládejme, ¾e délka strany ètverce je 2p2 cm.
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Rozhodnìte, zda lze z dílù tangramu slo¾it:a) obdélník 2 cm� 4 cm,b) obdélník p2 cm� 4p2 cm. (Pavel Leischner )5. Ve skupinì n lidí (n � 4) se nìkteøí znají. Vztah þznát seÿ je vzájemný: jestli¾e osoba A znáosobu B, pak také B zná A a nazýváme je dvojicí známých.a) Jestli¾e mezi ka¾dými ètyømi osobami jsou aspoò ètyøi dvojice známých, pak ka¾dé dvì osoby,které se neznají, mají spoleèného známého. Doka¾te.b) Zjistìte, pro která n � 4 existuje skupina osob, v ní¾ jsou mezi ka¾dými ètyømi osobamiaspoò tøi dvojice známých a souèasnì se nìkteré dvì osoby neznají ani nemají spoleènéhoznámého.c) Rozhodnìte, zda ve skupinì ¹esti osob mohou být v ka¾dé ètveøici právì tøi dvojice známýcha právì tøi dvojice neznámých. (Ján Mazák )6. Klárka mìla na papíru napsáno trojmístné èíslo. Kdy¾ ho správnì vynásobila devíti, dostalaètyømístné èíslo, je¾ zaèínalo tou¾ èíslicí jako èíslo pùvodní, prostøední dvì èíslice se rovnaly aposlední èíslice byla souètem èíslic pùvodního èísla. Které ètyømístné èíslo mohla Klárka dostat?(Peter Novotný)2


