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Co mame dobfe zazito

Co nés asi neprekvapi

Co nés muze zaskocit
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1. Na rozcvi¢enou

Pomeér velikosti vnitinich hla trojuhelniku je roven poméru
délek protilehlych oblouki opsané kruznice.
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1. Na rozcvi¢enou

Poznatek ze ZS o obecném trojthelniku ABC
a<f = a<b (,proti mensimu thlu lezi mensi strana“)

upfesnime do podoby pravidla

a a
a<f=>=-<=-xl1
g 7<%
Dtikaz: Podle sinové véty plati
a<a<:>a<sina<:>sina>sinﬁ
B b B " sinp o 8

Pro funkei f(z) = P27 tak staci dokazat
T

O<z<y<m= f(z)> f(y),

Ze je tedy funkce f na (0,7) klesajict.
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Funkce f je na (0, ) klesajici, pokud
Vz € (0,7): f'(z) <O0.
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T x2
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Pro¢ g(x) < 0 pro kazdé x € (0,7)?
Krajni body: g(0)=0cos0—sin0=0, g(7) =7 cosT—sinm=—.
Je funkce g na (0, 7) klesajici? Ano, pokud
Vz € (0,7): ¢'(x) < 0.
Posledni je zfejmé po vypoctu
g (z) = (:Ecosa: — Sina:)/ =cosx —zxsinzr —cosx = —xsinx,

nebot funkce sinus je na (0, 7) kladn4.
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2. Co mame dobfe zazito

f: I — R, ICR jeinterval libovolného druhu.
Ve,yel:x <y = f(z) < f(y) (f je rostouci na I)
Ve,yel:z<y = f(z) < f(y) (f je neklesajici na I)
f(y) (f je klesajici na I)

) <
Ve,yel:z<y = f(z)>
)> f(y) (f je nerostouci na I)

Ve,yel:z<y = f(z
Monotonni funkce, ryze monotonni funkce.

Souvislost monotonie diferencovatelné funkce se znaménkem
hodnot jeji prvni derivace.

Nalezenim intervalti monotonie dané funkce ¢asto okamzité
fesime i otdzku urceni jejich lokdlnich extrému (bez vypoctu
druhé derivace).
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3. Co nas asi neprekvapi

Véta 1. Kazda monotonni funkce f : I — R ma vlastni obé
jednostranné limity v libovolném vnitfnim bodé intervalu I.
Mnozina jejich pfipadnych bodi nespojitosti (v nichz tedy méa
»skoky* téhoz znaménka) je nejvyse spocetna.
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<inf{f(z): ¢ > xo} = lim f(x).

r—xo+

Na kazdém intervalu (a,b) C I je soucet hodnot jakéhokoliv
kone¢ného poétu skoku funkce f nejvyse roven f(b) — f(a).
Pro kazdé n € N je tak mnozina bodua

{zg € (a,b): xgganr f(z) — mgén, f(z) >1/n}

konec¢na. 0O
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Véta 2 (Lebesgueova). Kazdd monotonni funkce f : I — R
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Véta 1. Kazda monotonni funkce f : I — R ma vlastni obé
jednostranné limity v libovolném vnitfnim bodé intervalu I.
Mnozina jejich pfipadnych bodi nespojitosti (v nichz tedy méa
»skoky* téhoz znaménka) je nejvyse spocetna.

Véta 2 (Lebesgueova). Kazdd monotonni funkce f : I — R
ma vlastni derivaci v libovolném vnitinim bodé intervalu I

s pripadnou vyjimkou bodi, které tvori mnozinu miry nula.
(Rikéme, Ze funkce f je diferencovatelné skoro vsude.)

Véta 3. Pro kazdou monotonni funkei f : (a,b) — R existuje

Riemanniv integral
b
/ f(zx)dx.
a
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4. Co nas muze zaskodit
A. Body nespojitosti monotonnich funkeci

e Pro kazdou spocetnou mnozinu E C (0,1) (jeZ tam miize byt
i v8ude hustd) existuje neklesajici funkce f:(0,1) — (0,1), jejiz
body nespojitosti tvori pravé mnozinu F.
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e Pro kazdou spocetnou mnozinu E C (0,1) (jeZ tam miize byt
i vSude hustd) existuje neklesajici funkce f:(0,1) — (0,1), jejiz
body nespojitosti tvori pravé mnozinu F.

Konstrukce: E = ()72, zvolime (a)2; C R* tak, aby

Z ar = 1.
k=1
(Cislo ay, bude velikost skoku funkce f v bodé ry.) Definujeme

f(x)= Z ar, pro kazdé x € (0,1).

k: rp<z
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e Pro kazdou spocetnou mnozinu E C (0,1) (jeZ tam miize byt
i vSude hustd) existuje neklesajici funkce f:(0,1) — (0,1), jejiz
body nespojitosti tvori pravé mnozinu F.

Konstrukce: E = ()72, zvolime (a)2; C R* tak, aby

Z ar = 1.
k=1
(Cislo ay, bude velikost skoku funkce f v bodé ry.) Definujeme
f(x)= Z ar, pro kazdé x € (0,1).

k: rp<z

Pak f(0) =0, f(1) =1 a vSe potfebné plyne z vyjadieni
fy) = f(z) = Z ar, O<z<y<l).

k: x<rp<y
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B. Intervaly stalosti, riistu a poklesu

Neklesajici funkce, kterd neni rostouci, musi byt na nékterém
intervalu konstantni.
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Kdyz je takova funkce navic spojitd (a globalné nekonstantni),
musi byt na néjakém intervalu rostouci?
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zadném intervalu I C (0,1), prestoze f(0) < f(1).
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e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).
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e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).
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e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).
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e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).
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e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).

y\
1+--——————=====-——- -9
[
[
[
3 [
7 ks o
[
[
[
Mm% 1
3 i o
[ o
[ [
[ [
1]l . 4 [
1 R [
[ [
[ o
[ [
O] 1 21 2781 «
9 9 3 3 9 9

408



e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).
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e Existuje spojitd funkce f:(0,1) — R, kterd neni rostouci na
Zadném intervalu I C (0,1), pfestoze f(0) < f(1).
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mnozi dalsi. Chybna konstrukce je i v knize

Bernard Gelbaum, John Omlsted: Counterezamples in Analysis,
Holden Day, Inc., San Francisco 1964.

Pozitivni poznamka. Diferencovatelna funkce f je ovSem ryze
monotonni na okoli kazdého bodu, v némz je derivace f’ rtizna
od nuly a spojita.

Negativni poznamka. Existuje spojitd rostouci funkce, kterd ma
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f je ryze konvexnina I = (V¢,nel:&<n = f'(§) < f'(n)

Dukaz: Pro pevna & < 7 a proménné y (£ < y < n) mame

1) = 1©) _ 1) = f)

y—¢ n=y
Odtud limitnimi pfechody y — £+, resp. y — 1— dostaneme
fm) =€) _
(&) < =———= < f'(n).
©) - f'(n)

Funkce f je tak neklesajici na I.
Pro¢ nemtize byt f'(¢) = f'(n) pro n&jaka & < n?
Ano, mate pravdu.

Jisté néco vite i o tecnach ke grafu konvexni funkce.
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Sergej Natanovié Bernstein (1914):
Funkce f se nazyva absolutné monotonni na intervalu I, pokud

VkeNgVzel: f®(z)>0.

o Ma-li mocninnd fada Y 2 a;(x — o)’ s nezapornymi
koeficienty a; polomér konvergence r > 0, pak jeji soucet je
funkce, jez je na intervalu (xo,xo + r) absolutné monotonni.
Bernstein dokézal (pfekvapivé) obracené tvrzeni (m.B.v.):

e Je-li funkce f absolutné monotonni na (a,b), pak

Va € (a,b): flx) =) f()j#
=0 '
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Felix Hausdorff (1921):
Funkce f se nazyva uplné monotonni na intervalu I, pokud

Vk e Ng Ve el: (=1)*Ff® () >o0.
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6. Co cenného je jesté pod stfechou

Felix Hausdorff (1921):
Funkce f se nazyva uplné monotonni na intervalu I, pokud

VkeNogVozel: (1) f®(z)>0

Priklady:

o f(x)=e"% naR, pokud a > 0;

e f(r)=1/(ax + b)° na R, pokud a,b,c > 0;

e f(x)=In(a+b/z) naR", pokuda>1ab>0;
e f(z) =e** na R*, pokud a > 0;

o f(r)=e—(1+1/2)" na RT.
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Felix Hausdorff (1921):
Funkce f se nazyva uplné monotonni na intervalu I, pokud

Vk e Ng Ve el: (=1)*Ff® () >o0.

Motivace:
e Je-li f:(0,00) — R a konverguje-li integral
[ee]
L(z) = / o=t F(t)dt
0

pro kazdé x > a, kde a € R je vhodna konstanta, pak funkce L
je upIné monotonni na intervalu (a, o).
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6. Co cenného je jesté pod stfechou

Felix Hausdorff (1921):
Funkce f se nazyva uplné monotonni na intervalu I, pokud

Vk e Ng Ve el: (=1)*Ff® () >o0.

Motivace:

e Je-li f:(0,00) — R a konverguje-li integral

o

L(z) = / o=t F(t)dt
0

pro kazdé x > a, kde a € R je vhodna konstanta, pak funkce L
je upIné monotonni na intervalu (a, o).

Pro¢ zrovna pismeno L7

Spravné, funkce L je Laplaceova transformace funkce f!
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e Je-li f:(0,00) — R a konverguje-li integral
[ee]
L(z) = / o=t F(t)dt
0

pro kazdé x > a, kde a € R je vhodna konstanta, pak funkce L
je upIné monotonni na intervalu (a, o).
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e Je-li f:(0,00) — R{ a konverguje-li integral
[ee]
L(z) = / o=t F(t)dt
0

pro kazdé x > a, kde a € R je vhodna konstanta, pak funkce L
je upIné monotonni na intervalu (a, o).

Hausdorff dokazal obracené tvrzeni:

e Kazda funkce L tipIné monotonni na RT m4 reprezentaci

o

Vo> 0: L(z) = /e_”t du(t)
0

s vhodnou mirou p (Laplacetv-Stieltjesiiv integral).
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e Je-li f:(0,00) — R{ a konverguje-li integral
[ee]
L(z) = / o=t F(t)dt
0

pro kazdé x > a, kde a € R je vhodna konstanta, pak funkce L
je upIné monotonni na intervalu (a, o).

Hausdorff dokazal obracené tvrzeni:

e Kazda funkce L tipIné monotonni na RT m4 reprezentaci

o

Vo> 0: L(z) = /e_”t du(t)
0

s vhodnou mirou p (Laplacetv-Stieltjesiiv integral).

V pripadé spojité miry je du(t) = f(t)dt s nezdpornou funkci f.
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6. Co cenného je jesté pod stfechou

Bernstein: VkeNgveel: f®)>0
Hausdorft: VEeNgvVzel: (-1)Ff®(z)>0
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6. Co cenného je jesté pod stfechou

Bernstein: VkeNgveel: f®)>0
Hausdorft: VEeNgvVzel: (-1)Ff®(z)>0

Funkce f(z) je absolutné monotonni na I, pravé kdyz
funkce f(—=x) je Gplné monotonni na —I = {—z |z € I}.
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O ¢em je velkd Bernsteinova véta z roku 19287
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6. Co cenného je jesté pod stfechou

Bernstein: VkeNgveel: f®)>0
Hausdorft: VEeNgvVzel: (-1)Ff®(z)>0

Funkce f(z) je absolutné monotonni na I, pravé kdyz
funkce f(—=x) je Gplné monotonni na —I = {—z |z € I}.

O ¢em je velkd Bernsteinova véta z roku 19287

O integralni reprezentaci

0

fa)= [ e dute)

— 00

kazdé funkce f absolutné monotonni na Ry .
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6. Co cenného je jesté pod stfechou

Integralni transformace, které zobrazuji nezdporné funkce na
funkce uplné monotonni:

oo

0
F(z) = / J;(i)_d: (Stieltjes)
0
T F(b)dt
F(x) = o (Lambert)
0/ e 1



6. Co cenného je jesté pod stfechou

Integralni transformace, které zobrazuji nezdporné funkce na
funkce uplné monotonni:

oo

0
F(z) = / J;(i)_it (Stieltjes)
0
T F(b)dt
F(x) = o (Lambert)
0/ e 1

Teorie pravdépodobnosti a matematicka statistika, numericka
matematika, statisticka fyzika, zpracovani signalu, fyzikalni
chemie, ...



7. Co (se) pat¥i na zavér
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7. Co (se) pat¥i na zavér

Nekoneéné diferencovatelna funkce f: I — RT se nazyva
logaritmicky uplné monotonni na intervalu I, pokud

VkeNo Ve el: (1) (Inf)®(z) > 0.
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Nekonecné diferencovatelnd funkce f: I — R se nazyva
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7. Co (se) pat¥i na zavér

Nekoneéné diferencovatelna funkce f: I — RT se nazyva
logaritmicky uplné monotonni na intervalu I, pokud

VkeNo Ve el: (1) (Inf)®(z) > 0.

Nekonecné diferencovatelnd funkce f: I — R se nazyva
absolutné konverni na intervalu I, pokud

VkeNg Ve eI: fC¥(z) > 0.
Naptiklad funkce sinus je absolutné konvexni na (0, 7).

Domaci ukol: Rozhodnéte, zda pro kazdou posloupnost (6k)z.;1

sestavenou z Cisel +1 a —1 existuje nekonecné diferencovatelnd
funkce f: (0,1) — R s vlastnosti

Vk € Ng Yz € (0,1): erf®(z) > 0.
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