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ABERO

Pozdrav matematiku
Sestrojte trojuhelnik ABC je-li dano a, b, p.

(a,b,0) — (a,b,c)

A —(a+b)c? —[(a—b)2—4p*lc+[(a—b)2+4p*](a+b) =0

Konstruovatelna tsecka
Trisekce thlu
Kvadratura kruhu
Reduplikace krychle



Sestrojte trojuhelnik, je-li dano (z,y, 2).

12
M(12) = {a7ba C:aaﬁa'}/yvaavbvthmtbvtc} (3) =220

14
M(14) = {a7 b7 C7 a? /87 77 va7vb7v07ta7tb7tc7p7 Ir} (3) = 364

V danych dlohdch mame na mysli euklidovské konstrukce, pii kterych
pouzivame piimého pravitka a kruzitka. O pravitku se predpoklada, ze ma
nekonecnou délku, jednu hranu a zadné znacky pro meéteni.

Zakladni euklidovské konstrukce jsou:

a) Prenést danou tisecku na danou polopfimku.

b) Sestrojit danym bodem na danou pfimku kolmici nebo sestrojit
danym bodem k dané primce rovnobézku.

c) Prevést dany konvexni tthel k dané polopfimce do dané poloroviny.

d) Rozdélit danou tsecku na n shodnych dila.

e) Sestrojit osu usecky.

f) Sestrojit osu thlu.

g) Sestrojit stied tsecky.

Pravidelny 17-thelnik lze sestrojit.
cos (§F) = —f6+15V1T+75 V34 — 2ﬂ7+%\/17 +3V17 — \/34 —2V17 —2V/34 +2V17




Kolik je

{/20+14\/§+ i”/20—14x/§



Nevim.

Moje kalkulacka CASIO fz-180P: 4,000000001



Tak to zapis!



§/20+14\/§+ §/20—14¢§:x
at+b=z
ab =2

(a+b)® = a® + 3a®b + 3ab® + b* = a® + 3ab(a + b) + b

20 + 14V/2 + 62 + 20 — 14V2 = 2°
22— 6z —40=0

f:y:x3—6x—40
y' =322 —6,y" =6x Y =0 |z =2
f(=V2) =42 - 40, f(V2) = —4v2 — 40

Nyni budeme fesit rovnici
2% — 6z —40 =0
r=u-+v
(u+v)® —6(u-+v)—40=0
u? + 3uv(u +v) +v° —6(u+v) —40 =0

ud + 03 = 40 uv = 2

8
(7

ub —40ud+8=0
2 —40t+8=0

f 40i\2/1568 _ 40j:3\/392 — 90+ /392

w’=20+v392  v®=20- 392
r=u+v= {’/2o+\/392+ 6/20—\/392: {’/2o+14\/§+ \3/20—14\/5




23 — 61 — 40 = (x — 4)(2? + 4z + 10)

Rovnice 2% — 62 — 40 = 0 m4 pravé jeden realny kofen z = 4

Ziejmé plati:

{’/20+14\/§+ (’/20—14\/5:4



V roce 1494 shrnul frantiskansky mnich Luca Paccioli v knize Summa
de Arithmetica do té doby znamé vysledky z aritmetiky, geometrie a
trigonometrie. Kniha je zakonc¢ena poznamkou, Ze feseni rovnic

x3+mx:0 a x?’—i—n:mx

je za daného stavu matematiky nemozné. Tato poznamka dala impuls
k podrobnéjsimu zkoumani moznosti najit kofeny kubické rovnice. Pfi
jejich hledani se totiz matematikové setkali s ¢isly, kterd dnes nazyvame
imaginarni. Zasluhu na tom maji italtsti matematikové. Tim zacind historie
komplexnich ¢isel. Vyvrcholeni tohoto slavného obdobi jsou Caradanovy
vzorce (G. Cardano, 1501-1576), které se pro rovnici

2> +pr+q=0

uvadéji v nasledujicim tvaru

1
r1=u-+v Ty = eu + v T3 = e2u + v 5:5(—1—2'\/5)

3/ 1 1 1 3/ 1 1 1
— _ = 42 3 — 4 42 3 3 =0
u \/ S0+ P 5t \/ 50—\ 7@+ 5P Buvtp

Velkou nevyhodou téchto vzroct je, ze v nékterych pripadech vyjadiuji
realné koreny pomoci ¢isel imaginarnich. Tento ptripad znamenal nepfekona-
telné tézkosti a byl nazvan casus irreducibilis.

Prikladem je rovnice
? =T —6=0

23— Tr—6=(r+1)(z+2)(z—3)
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Metodou Ars Magna Feste rovnice:

47° +1 =8z
3+ 3z =14
23 + 62 =2
22 =92+ 10

3 4+3r—-2i=0

23 =31+ 18

Gajdeczka, J.: Lehrbuch der Arithmetik und Algebra. F. Tempsky, Wien 1891.
(Auflésung der quadratische Gleichungen mit Hilfe der goniometrischen Functionen.)
Reseni kvadratické rovnice 22 + pr = ¢ pomoci goniometrickych funkci.
Strana 139

xl:\/atgg xTo = — qcotg%

4 1
1/1+p—g:\/1+tg2g0:secgo:

coS ¢
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OBECNA ROVNICE KUBICKA
Dr. Bohdan Kulik, Louny
Rozhledy matematicko-prirodovédecké. Rocnik 19 (1939/1940), ¢islo 1,

strana 10, cislo 2, strana 44.

Reseni obecné rovnice 3. stupné pomoci odmocnin ueiejnil prvni
Cardano v roce 1545 v dile "Hieronymi Cardani artis magnue sive de
regulis algebraicis liber uns”. Nalezl je vSak jiz roku 1515 Scipio del Ferro
a 0 20 let pozdéji Tartaglia. Dojdeme k nému nejkratseji takto:

Obecnou kubickou rovnici
23 +a12® +agr +az3 =0 (1)

fevedmé transformaci Tschirnhausenovou z = y— % na jednodussi tvar
3 )

ktery piseme strucné
v +py+q=0 (2)
Umélym obratem Huddeovym
y=u-+uv, (3)

¢imz si ponechavame jesté moznost volby druhého vztahu mezi novymi

nezndmymi u, v, nabude rovnice tvaru

u? +v* + (3uv + p)(u+v) + ¢ =0. (4)
Druhy vztah mezi u, v lze volit tak, ze polozime
3uv = —p, (5)
¢imz dostaneme
u 4+ 0% = —q. (6)

Se stejnym opravnénim lze postupovat i naopak. Za splnéni podminek
(5),(6) bude jisté rovnici (4) vyhovéno.
Z (5), (6) ale také plyne
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Ze vztahu (6),(7) plyne

S R ORCIS E ORI

7. téchto vzorcu lze slozit feSeni

Yy=u-+v,
a konecéné
ai
r=y— —.
3

Ehrendfried Walter von Tschirnhausen (*1654 Horni LuZice - 11708 Drdzdany),
matematik a filosof. Kromé své éinnosti filosofické (doporudoval spojeni matematiky a
fyziky se studiemi filosofickymi) se zabyval i otdzkami ryze technickymi. ZaloZil brusirnu
zrcadel a skla, v niZ se podarilo vybrousit kus vahy 80 kg a ucastnil se se téZ na vyndlezu
vyroby miseriského porcelanu.

Jean Hudde (*1633 - 11704), téZ Hudenius. Vyznamny nizozemsky matematik.

Rikdval Zertem, Ze dovede napsati rovnici kvivky, zndzornugjici jakykoliv profil.



42° +1 =8z

Kofen budeme hledat ve tvaru z = u + /v.

Po dosazeni dostavame:
4(u? +v) + 1+ 8uy/v = 8u + 8,/v
Z porovnani koeficientl u iracionalnich ¢lenti plyne:
8u = 8,u = 1.
Po dosazeni u =1 je v = % a dostavame kofen x = 1 + \/75

Tento postup pouzjeme pro feseni kvadratické rovnice

KVADRATICKA ROVNICE

ar’ +br+c=0

rT=u-+7v

a(u+v)? +b(u+v)+c=0
au® + 2auv +av? +bu+bv+c=0

2auv 4+ bu =0
b
V= ——
2a
b? b2
2
2 _ 2 -0
au+4a 2a+c
b2
2—__
au = c
, b?—dac
U= —
4a?
= ~ 2 -1
ul = — —4ac
2a

—b 4+ Vb? — 4ac

2a

13
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22+ 6x=2

r=u+v
u? + 03 4+ 3uv(u +v) + 6(u+v) =2

U3—|—U3—2 uy = —2
8
3

t? =2t —8=(t—4)(t+2)=0
t=4,t=-2 W =4,0=-2 u=Viau=-V2

2 2 216

=== = \3/5
u 4 416
r=ut+v=Vi-v2
22 =92+ 10

rT=u+v u® + v + 3uv(u +v) = 9(u +v) + 10
ud + 0 =10,uv =3
w=5+v-2 *=5Fv-2
u:\3/5+\/—_2 v:\3/5—\/—_2
54+vV—2=(a+b/=2)% = (a® — 6ab?) + (3a%b — 2b%)v/—2

5=a® — 6ab’ 1=3a*h—2" a=-1,b=1

Vb+vV—2=-14+v=2 {/b—-v=2=-1-v=2

r=utv= 5424 Y5 VR = (<14 VD) 4 (-1 - VD) = 2



22 +3r—-2i=0

Pokus

22 +3r—-2i=0
z(z? +3)=2i

Hornerovo schéma

1 0 3 —2
i 1 i 2 0
i 1 2i 0

23+ 31 — 20 = (x —4)*(x + 2i)
Ars magna

rT=u-+v u® + v + 3uv(u + v) + 3(u+v) = 2i

ud + 03 =21
uv = —1

1
3 o .
U —5—22
ub — 2 —1=0
22— 2iz—1=0

(z—9)2=0

=i =i=u=Vi=—i,v="Vi=—i

r1=u+v=—21, xgzeu+52vzi, T3 =cu+ev=1i

15
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22 =31+ 18

fry=2a%—3x—18

y=322-3=3(z+1)(z—-1), y' =6z

Tmaz = —1, f(=1) = =16, Zpn =1, f(1) = =20

f(2)- f(4)=(-16)-34=-544 <0

Rovnice ma pravé jeden redlny korfen. Neni tézké zjistit, ze x = 3.

23 — 3z — 18 = (z — 3)(22 4 3z + 6) = (x — 3)(x + 3=55) (g 4 3+/15)

Ars magna
r=u-+v

2’ =3z +18
(u+v)® =3(u+v)+18
u® + 03 + 3uv(u +v) = 3(u+v) + 18
ud +0® =18
uvzl,v:l
u

1
u3—|——3:18
u

ub —18u° +1=0
2 —18t+1=0,t =u> D =320
_ 18 j:2\/320 9+ V&

=94V Ov =18 —u®> =9 — 80

= 1/9 + V80, = V9-—

x:u+v:</9+\/%+:\3/9—\/%

€/9+@+ 3/9—\/@:?

Bydzovsky, B., Vojtéch, J.: Sbirka tloh z matematiky. JCMF, Praha 1924.

Vidv—i=? V3+4i+V3—4i=2 VIi—i—V1+ti=

Va+ bi +Va— bi =?



e® = ag + a1z + asx® + azz> + ...

d
— % = €% = ay + 2asx + 3asx® + ...
dx
v _14 % r? 28
S TR TR TR
s1n:1::x—%+§—?—”é—?+
132 134 CEG
cosr=1—5+3 — g+

e =cosx +isinx
em4+1=0

z = |z]e*®

1 n
VnEN:2§<1+—> <3
n

Pro kterd a € R plati:

Vee Ria®*>1+x

- 1 -
21 1l—itgoe

—l=P=ii=V-1-V-1=4/(-1) - (-1)=V1=1

—2= 8= (-8)% = (-8)s = {/(-8)? = V64 =2

1 ) 1+tge
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Transformace v Gaussové roviné (G)
TRANSLACE (posunuti)

0eCarto

Zobrazeni prifazuje kazdému bodu z € G bod z + a.

Smér posunuti je Arg(a) a velikost posunuti je |al.

Uloha.
V translaci w = z + 4 + 3i zobrazte trojihelnik ABC| jsou-li vrcholy
A, B, C obrazy komplexnich ¢isel a = -3 —2i,b= —1 — 2i,c = =2 + 4.

Re(w)

o' =4+3i—-3—-2i=1+1
bV =4+3i—1—-21=3+1
d=44+3i—-2+ i =2+4



HOMOTETIE (stejnolehlost)

Zobrazeni

kERE#0k#1

pritazuje kazdému bodu z € G,z # 0 bod kz, ktery lezi

na pfimce Oz.

ROTACE (otoceni) kolem pocatku
Bud e komplexni jednotka € = cos ¢ + i sin ¢.

Zobrazeni
w =€z

pfitazuje kazdému bodu z = |z|(cos ¥ + isinv)) bod

w = (cos p + isin p)|z|(cosy + isin))
w = |z[(cos(¢ + ) +isin(p + )

Bod w ma od pocatku stejnou vzdalenost jako z, protoze je
|lw| = |z| a jeho argument je Arg(w) = ¢ + 1.

Pritom se bod z otoc¢i kolem pocatku v kladném smyslu
(proti sméru pohybu hodinovych ruédicek), jeli ¢ > 0

a v zdporném smyslu (ve sméru pohybu hodinovych rucicek),

jeli ¢ < 0.

ROTACE (otoceni) kolem bodu zy bod w
Bud ¢ komplexni jednotka € = cosp +ising a bod 2o € G

Zobrazeni

w=zp+e(z— %)

ptifazuje kazdému bodu z € G bod w = zy + (cosp + isinp)(z — zp)

Casto se také pouziva vyjadieni

w=¢ez+(1—-¢)z



20

Uloha.
Body A, B, C' jsou vrcholy rovnostranného trojihelniku, pravé kdyz jim
odpovidajici komplexni ¢isla a, b, ¢ splinuji rovnost

(a—b)2+(b—c)2+fﬂ—n\2 —
Dokazte.

Reseni: c

Oznac¢me € = cos % + 7 sin % Bod C dostaneme z B otoc¢enim o % okolo
bodu A, bod B dostaneme z A otofenim o 7 okolo bodu C.

c=a+((b—a=a—c=(a—Db)e

b=c+(a—ce=b—c=(a—b)E?

(a—b)2+b—c)?+(c—a)*=(a—b)?+ (a—0b)*c*+ (b —a)?c?
(a—b)2 4 (a—0b)%c*+ (b—a)’® = (a —b)*(1 +* + &)
1+e?+e* =1+cosZ +isinZf +cos i +isin i =0

SYMETRIE (soumérnost) podle redlné osy
Zobrazeni

w=7z

pritazuje kazdému bodu z € G bod soumérné sdruzeny.
Protoze Re(z) = Re(Z),Im(z) = —Im(Z), jsou body z,Z soumérné podle
realné osy.
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KRUHOVA INVERZE

Kruhovou inverzi rozumime transformaci

S
Il
|| =

Kruhovou inverzi lze psat ve tvaru

z z
2z |22

To znamena, ze bod w lezi na polopiimce Oz.
Je-li z =z + yi, pak
1 T 4yt T Y

1
Z x—yi 2?+y? 2?+y? 2?42

Uloha.

Vrcholy trojuhelniku ABC' jsou obrazy cisel a, b, ¢

v Gaussové roviné. Sestrojte obraz trojuhelniku v zobrazeni:
a)w=z+14+7 blw=2z cJw=zi dw=7Z
je-liddnoa=—-2+14,b=1—2i,c =3 + 2i.

Uloha.

V kruhové inverzi zobrazte kruh K = {z € G: |z — 3| < 2}.
Reseni:

Rovnici kruznice |z — 3| = 2 napiSeme ve tvaru

(z —3)(Z—3) = 4.

Kruh K je dan nerovnici

2Z—3(z+2)+5<0

Po dosazeni w = %, resp. z = % obdrzime

Sww — 3(w+w)+1<0
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Mnoziny bodd v Gaussové roviné
Jsou-li u, v komplexni ¢isla, pak vyraz

u =]

urcuje vzdalenost obrazti komplexnich cisel u,v v Gaussové roviné.
Polozime-li
u = u1 + Ui, v = v1 + vot dostaneme

‘U—”U’ = |(U1 —I-UQi) — (Ul +U2i)| = |(U1 —Ul) + (U2 —Ugi)| =

= \/(ul —v1)2 4 (ug — v2)?

Uloha.

V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni cisla z,
pro ktera plati:

a) |z] =1

b) |z — 3| =2

c)lz—(2+2i)| =1

d) 1<z <2

Uloha.

V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni cisla z,
pro ktera plati:

a) [z| = |z — 1

b) |z[ = |z — 1]

c)|lz—2—i|=|z—4+1

d) |z—2—i| <|z—4+1]

Uloha.
V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni cisla z,
pro ktera plati:

a) |z — z1| + |z — 22| = 2a,a > |21 — 29| lz—=1|+|z+1=4
b) |z — 21| — |2 — 22| = 24,0 < a < 1|21 — 22|
c) |z =zl =[Re(z)] |z —1] = [Re(2)|

d) |5 +Arg(2)| < &



Uloha.
V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z, pro ktera
plati:
|z —1|+]z+1| =4
Resend 1:

Polozme z = x + 1

23

V=124 + V(@ +1)2 +y2 =4
(-1 +y*=4-V(@+1)>+y°
(-1 +y* =16 -8/ (z + 1)2+ 1+ (z +1)* +¢?
8y (x+1)2+y? =16+ 4z

4(x +1)* + 4y* = 16 + 8z + 22

322 + 4y? =12
2?2
i Z -1
4 + 3

Reseni 2:

Uvazme, ze |z|? = 22 +y? = (x + yi)(z — yi) = 22

lz—1]=4— |z +1|
(z—1)(z—-1)=16—-8|z+ 1|+ (2 +1)(Z+1)
dz4+1 =8+ (2+72)
2V (@ +1)2+y?=4+x
322 4+ 4% = 12
72 y2

A
4+3
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Uloha.
Jaké nejvétsi hodnoty miize dosahnout absolutni hodnota
komplexniho ¢isla z, pro které plati:

z+—-| =17

z

Resgeni:
Polozime z = |z|(cosp + isin ¢) a ozna¢ime |z|? = t.
Potom plati

2% = t(cos 2 + isin 2¢)

2

1 |22 + 112 (14 tcos2¢)? + (tsin2¢p)?
z+ — — —
z |2|2 t
112
t-lz4+=| =1+ 2tcos2p+ t?cos?2p + t%sin? 2p
z
za podminky
1
z4+ -] =1
z
dostavame
t* 4+ (2cos2¢p — 1)t +1=0
L 1 —2cos2p £ /(1 —2cos2p)? — 4

2
Nejvétsi ¢ bude, kdyz cos2¢ = —1, tedy ¢ = § + k7. Pak je

- %(3+\/5) 12| = \/3+2‘/3 _ %(1+\/5)
Uloha.

Mezi komplexnimi ¢isly z, kterd vyhovuji nerovnici

|z — 25i| < 15

najdéte takové, které ma Arg(z) nejmensi.



Uloha.

Vypoctéte obsah trojihelniku ABC, jsou-li vrcholy A, B,C
obrazy komplexnich ¢isel a =1 —14,b =24 2¢,c = —1 +1.
Resent:

Pro obsah trojuhelniku plati

1 a @ 1 a @ 1

S(T)=1S|, S=—|b b 1|, A=|b b 1
41 _ _

c ¢ 1 c ¢ 1

1—1 1+2 1 1—7 1+7 1
A=|24+2i 2—-27 1
—1+: —1—2 1 0 0 2

Il
S
W
w
|

1—4¢ 141

4 4 = —162

:2‘

1 1 .
= A= (-160) = 4

S(T) =S| = | -4/ = 4

25
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Komplexni souradnice
Necht E? znaé¢i Euklidovu rovinu a G Gaussovu rovinu. V E?2 je bod
uréen usporadanou dvojici [z, y] redlnych ¢isel, v G lze bod vyjadFit ¢islem
z=x+yi. Je-li

z=x4+yi Z=x—Yi
pak

z2+7Z=2x z—2Z =2y

1 1

Tyto rovnice predstavuji transformaci do komplexnich souradnic. Je-li
F(z,y) =0

rovnice popisujici néjakou mnozinu M bodt v E2, obdrzime transformaci
do komplexnich soutadnic rovnici

F(%@+EL%@—@>:Q

]

ktera popisuje mnozinu M v G.

Uloha.
Pfimku o rovnici z + y + 1 = 0 vyjadrete rovnici v komplexnich
soufadnicich.

Resend:
r+y+1=0
L2+ = (=) +1=0
5 z+7Z 5 z2—Z =
z+ZzZ—1z+1z+2=0
1-i)z4+(1+9)z+2=0
Pozndamka.
|z + 14| = |2]

(z4+14+49)FZ+1—-1i) =22
2Z4+(1+i)z+(1—i)z+2=12Z
(1-d)z+(1+9)zZ+2=0
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Uloha.

Pfimku o rovnici az + by + ¢ = 0 vyjadrete rovnici v komplexnich
soutradnicich.

Reseni:

ar +by+c=0

1 1
5@(2—1—2) + Q—Zb(z —Z)+c¢=0
az+az—biz+biz+2c=0
(a—bi)z+ (a+bi)Z+2c=0
Polozime-li
a—+bi =« 2c=p(

dostavame obecnou rovnici primky v komplexnixh soutadnicich

az+az+ =0

Uloha.
V Gaussové roviné zobrazte vSechna komplexni ¢isla z,
pro ktera plati:

z(b—a)+2(b—a) =bb—aa

Uloha.
Necht a,b € C,a # b. Urcete rovnici pfimky, kterd je urcena body a, b.
Reseni:
z—a
b—a t
Vzhledem k
teRet=t

2b—ab— za+ aa = zb —ab — Za + aa

(b—a)z— (b—a)z=ab—ab
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Mnozina uspoiadanych dvojic realnych cisel
Rovnost dvojic
(a,b) =(¢,d) <= a=cANb=d
SCITANI DVOJIC
(a,b) & (¢,d) = (a+b,c+d)
Neutralni prvek
(a,0) & (z,y) = (a,b)  (z,y) =(0,0)
(a,0) ® (z,y) = (a+z,b+y)
a+r=aANb+y=b=2x=0Ay=0
Inverzni prvek
(a,0) & (z,y) = (0,0)  (2,9) = (—a,—b)
(a,0) ® (z,y) = (a+z,b+y)
a+rx=0Nb+y=0=2x=—-aNy=-b

NASOBENI DVOJIC

(a,b) ® (¢,d) = (ac — bd, ad + bc)
Neutralni prvek
(a,0) © (2,9) = (a,b)  (2,9) = (1,0)
(a,b) © (z,y) = (ax — by, ay + bx)
ar—by=aNay+br=b=2x=1Ay=0

Inverzni prvek

(a,0) © (z,y) = (1,0)

@) = (s gas ) (o) £ 0.0)

22 +y2’ 22 g2
(a,b) © (z,y) = (az — by, ay + bx)
ar —by=1ANay+bx =0
R S
Uloha.
V mnoziné R X R feste rovnice:
a) (2,-3) @ (z,y) = (4,2)  b) (2,3) ©(2,9) = (8,—-6)
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Mnozina usporadanych dvojic realnych ¢éisel typu (a,0)

Rovnost dvojic

(a,0) = (b,0) <> a="b

SCITANI DVOJIC

(a,0) & (b,0) = (a+b,0)

NASOBENI DVOJIC

(a,0) ® (b,0) = (ab,0)

Necht je ddna mnozina S = {(a,0),a € R}, SC C,C =R X R

Uvazujme zobrazeni
f:R— S, f(z) = (z,0)

flea+ty)=(z+y,0)=(2,0)+ (y,0) = f(z)+ f(y)
Zobrazeni f je prosté a zachovava obé operace sc¢itani a nasobeni.
Mizeme tak ztotoznit kazdé = € R s komplexnim ¢islem (x,0) € C.
Presnéji feCeno, zobrazeni f je izomorfismus (R, +,-) na (S, +,-).

Z toho plyne, ze (R, +,-) lze izomorfné vnofit do (C,+, ).
V tomto smyslu lze tedy psati R C C.

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1) = a + bi
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Uloha.
Pro kterd n € N plati

1+)" =147
Reseni:
Ziejmé plati
z=z< z¢€R.

)

nmw
4

Vzledem k - -
14i=+?2(cos — +isin —
4 4
je
z=(1+14)" :2%((308% + isin —)
zER(:)sin%T:0(:)%T =kr & n =4k
Uloha.

Jsou dana komplexni ¢isla u = cos ¢ + isin, v = cos ¥ + ¢ sin 1.

Urcete |u — v| a Arg(u — v).

Reseni:
u—v=(cosp —costp) +i(sinp —sine)),p > ¢
lu —v| = \/(cos p — costh)2 + (sin ¢ — sin))2
lu —v| = /2 — 2(cos @ cos 1) + sin psin 1))
[ — v = V2y/1 — cos(p — )
lu—v| =2 Sin(u>‘
2
cosg = SOPCOSY oy SO TSI — )
2 |sin (‘Pg—wﬂ 2 |sin (%)‘
tod sin p — sin 1) QSin(%)COS(#) ; <g0+¢>
= = =—cotg | —— | =
8 cosp —cosyp  —2sin(ELEY)sin(£5Y) S\ 2
B o+ T p+Y\ T+o+Y
—cotg( 5 )—tg(2+ 5 )—tg( 5



1+

2+1
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