K VYUCE MOCNIN A LOGARITMU

JAROMIR S1MSA

Velké Mezirici, 24. 8. 2010

1



Co nas ¢eka aneb
Ponékud provokativni podani planu prednasky

I Mocniny a logaritmy ve stfedoskolském pojeti
(G1 spiSe zajeti?)

IT Jisté umite nasobit podle tabulek logaritmi.
A podle tabulek kosini?

ITI Prvni logaritmy aneb V hlavni roli dvé ¢isla,
ktera se témér rovnaji 1.

IV Proc jsou nékteré logaritmy prirozené aneb
Odhaleni mysteriézniho cisla e.

V Neucime funkce prilis staticky — bez durazu na to,
jak u nich funguji (funkcugi) zmény proménnych?
VI E-vygpocty mocnin a logaritmi — co o nich vime?
VII Komplexni nadhled — stoji za to?
VIII Ulohy pro bystré hlavy zaki i potéseni uéitelt



I. Etapy budovani mocnin a logaritmu ve Skole

3

(1) a®>=a-a,a®>=a-a-a,obecné a" =ga-a---a,

n krat

n krat
(2)b=va & b =a b= Ya &b =a,
obecné b= {Ya & " =a

(3) b=a" & b= Ya™

(4) napf. ¢islo aV? nelze algebraicky interpretovat,
a” = lim a*

oy
n

(5) y=log,z & z=aY¥



Vychozi vztah ¢ =ga-a---a (a €R),
—_——
n krat
formalngji a' = a, a"* =a" -a (n € N).

Zakladni pravidlo: a™™" = a™ - a™ (m,n € N)
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Vychozi vztah ¢ =ga-a---a (a €R),
——
n krat
formalngji a' = a, a"* =a" -a (n € N).
Zékladni pravidlo: a™*" = a™ - a™ (m,n € N)

0

1’n+0:am_a7

Ma-1i platit i pron =0: a™ =a
definujeme a® = 1 (a # 0). A co 0°7
Jak definovat a=" pro n € N? (A pro¢ vibec — za chvili.)

1
1:a0:a”+(_”):a"-a_” = a‘_n:a_n (G#O)



Vychozi vztah ¢ =ga-a---a (a €R),
——
n krat
formélngji a' = a, a" ™ =a" -a (n € N).
Zakladni pravidlo: a™™" = a™ - a™ (m,n € N)
M3-li platit i pron = 0: a™ = a™t0 =a™ - a®

definujeme a® = 1 (a # 0). A co 0°7

)

Jak definovat a=" pro n € N? (A pro¢ vibec — za chvili.)
1
1=a’=a"" =¢". 07" = a "= — (a #0)
an

Skdly mocnin {am}m <z, (se zéklady a # 0) podiizené pravidlim

a™ " =a"-a", (ab)™ =a™-b" (m,n € Z) ‘

Libovolné malé i velké kladné hodnoty a™ pro dané a > 1.



Praktickd motivace pro v/ a &/ — geometrické vypocty
— Odmocnéni jako inverzni operace k umocnéni:

b={Ya & b"=a (neN, n>2)



Praktickd motivace pro /  a &/ — geometrické vypocty
— Odmocnéni jako inverzni operace k umocnéni:
b={Ya & b"=a (neN, n>2)

Existence: a > 0, je-li n sudé (a je-li liché?)

Jednoznaénost: b > 0 (aritmetickd hodnota odm.), je-li n sudé.



Praktickd motivace pro /  a &/ — geometrické vypocty
— Odmocnéni jako inverzni operace k umocnéni:

b={Ya & b"=a (neN, n>2)

Existence: a > 0, je-li n sudé (a je-li liché?)

Jednoznaénost: b > 0 (aritmetickd hodnota odm.), je-li n sudé.

Jak zaradit odmocniny mezi mocniny, aniz bychom narusili
o

jejich ,bazalni“ skalovou vlastnost? (A proc¢ vitbec — za chvili.)

Va=a® = a=a"-a*=a*""=a* = a= =

2



Praktickd motivace pro /  a &/ — geometrické vypocty
— Odmocnéni jako inverzni operace k umocnéni:

b={Ya & b"=a (neN, n>2)

Existence: a > 0, je-li n sudé (a je-li liché?)

Jednoznaénost: b > 0 (aritmetickd hodnota odm.), je-li n sudé.

Jak zaradit odmocniny mezi mocniny, aniz bychom narusili
jejich ,bazalni“ skalovou vlastnost? (A proc¢ vitbec — za chvili.)

1
Va=a® = a=a" a® =a*"* = a** = =3
« . . . 1 def
Obecné tak mame motivaci: a» = /a
2 g m def
Podobné lze ,ospravedlnit: a=» = {/a™



; def . g (12 m
Je korektni a” = /a™ pro racionalni r = — 7
n



. def ,, o, m
Je korektni " = {/a™ pro raciondlni r = — 7

n

m _p

Ano, pokud — == = {a™ = {ap.
noq



’ def ,, . L, m
Je korektni a” = /a™ pro racionalni r = — 7
n

Ano, pokud = =2 = yam = yar.
noq

To plati, pokud a > 0 (zdpornd a ani neuvazujeme).



; def , g (12 m
Je korektni a” = /a™ pro racionalni r = — 7

n
m _p
Ano, pokud — == = {/a™ = V/aP.
nooq

To plati, pokud a > 0 (zdpornd a ani neuvazujeme).

Odbocka:
¥—1 = —1ano, (—1)3 = —1 ne, nebot (—1)6 = ¢/(—1)2 =1.
(Kdyz misto /a™ vezmeme ({/a)™, (\6/71)2 neexistuje.)



; def , g (12 m
Je korektni a” = /a™ pro racionalni r = — 7
n

Ano, pokud = =2 = y/am = yap.
nooq

To plati, pokud a > 0 (zdpornd a ani neuvazujeme).

Odbocka:
¥—1 = —1ano, (—1)3 = —1 ne, nebot (—1)6 = ¢/(—1)2 =1.
(Kdyz misto /a™ vezmeme ({/a)™, (\6/71)2 neexistuje.)

Skdly mocnin {ar}TeQ (se zéklady a > 0) podiizené pravidlim

‘ar+s =g - as7 (ab)r —a" - br7 (ar)s =a® (T,S = Q) ‘

Hodnoty a” pro dané a > 0, a # 1, zaplni interval (0, co)
vSude husté a monoténné v zavislosti na proménné r € Q.



Hodnoty a” pro dané a > 0, a # 1, zaplni interval (0, co)
vsSude husté, ne vsak uplné.
Kladna cisla, ktera ve skale {aT}T € chybéji, prohlasime za
mocniny a” s iracionalnimi r:

a" % lim a

oy
n

33



Hodnoty a” pro dané a > 0, a # 1, zaplni interval (0, co)
vsSude husté, ne vsak uplné.
Kladna cisla, ktera ve skale {ar}r € chybéji, prohlasime za
mocniny a” s iracionalnimi r:

a" € lim a

oy
n

am,
n

Jsme téméf u konce: pro a > 0, a # 1 je {ar}reR =R" a

ar+s _ ar . as7 (ab)r — ar . br7 (ar)s — a,T~s (T“g (= R) ‘




Hodnoty a” pro dané a > 0, a # 1, zaplni interval (0, co)
vsSude husté, ne vsak uplné.
Kladna cisla, ktera ve skale {ar}r € chybéji, prohlasime za
mocniny a” s iracionalnimi r:

a" € lim a

oy
n

am,
n

Jsme téméf u konce: pro a > 0, a # 1 je {ar}reR =R" a

ar+s _ ar . as7 (ab)r — ar . br7 (ar)s — a,T~s (T“g (= R) ‘

Posledni krok: definujeme logaritmus

y=log,z & xz=a¥, (a>0,a#1, x€RT,y€eR)



Hodnoty a” pro dané a > 0, a # 1, zaplni interval (0, co)
vsSude husté, ne vsak uplné.

Kladna cisla, ktera ve skale {ar}r € chybéji, prohlasime za
mocniny a” s iracionalnimi r:

g et

Jsme téméf u konce: pro a > 0, a # 1 je {ar}reR =R" a

ar+s _ ar . as7 (ab)r — ar . br7 (ar)s — a,T~s (T“g (= R) ‘

Posledni krok: definujeme logaritmus

y=log,z & xz=a¥, (a>0,a#1, x€RT,y€eR)

Raison d’etre logaritmi: ‘loga(xy) =log,z+1log,y (z,y>0) ‘

log,: (RT,-) — (R, +) je spojity izomorfismus grup,
az na nasobek jediny: log, x = k - log, x, kde k = log, a # 0.



Proc jsme pfi takovém pojeti ,,v zajeti“?

Algebraicky pristup k obecnym mocnindm a logaritmim
pres mocniny se zlomkovymi exponenty

(1) je ahistoricky,
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(2) neodpovida ani soucasnym, ani pfekonanym zptisobiim
numerickych vypocti,



Proc jsme pfi takovém pojeti ,,v zajeti“?

Algebraicky pristup k obecnym mocnindm a logaritmim
pres mocniny se zlomkovymi exponenty

(1) je ahistoricky,

(2) neodpovida ani soucasnym, ani pfekonanym zptisobiim
numerickych vypocti,

(3) v jadru se odlisuje od dvou ,vyssich“ funkcionalnich
konstrukci prostiedky matematické analyzy.



II. Jak nasobit podle tabulek kosini?
x>0, y>0, z-y=7




II. Jak nasobit podle tabulek kosini?
x>0, y>0, z-y=7

0™ <2 <10™ = z=10"cosa
10" <y < 10" = y=10"cos
cos(a + ) + cos(a — B)

x -y = 10mF" cos avcos f = 10" . 5



II. Jak nasobit podle tabulek kosini?
x>0, y>0, z-y=7

10"t <2<10™ = z=10"cosa
10" <y < 10" = y=10"cos

T-y= 10m+n COSO[COSﬂ — 10mtn . COS(O[ T 6) = COS(a — ﬂ)
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Realita numerickych vypoctu konce 16. stoleti,
predzvést prevodniho ,,vynalezu*

l(zy) = U(z) +1U(y) .-



II. Jak nasobit podle tabulek kosini?
x>0, y>0, z-y=7

10"t <2<10™ = z=10"cosa
10" <y < 10" = y=10"cos

cos(a + ) + cos(a — B)

x -y = 10mF" cos avcos f = 10" . 5

Realita numerickych vypoctu konce 16. stoleti,
predzvést prevodniho ,,vynalezu*

l(zy) = U(z) +1(y).-
Pierre-Simon Laplace (1749-1829):

Logarithms ... by shortening the labours, doubled the life
of astronomers.



Michael Stifel (1487-1567) v knize Arithmetica integra (1544)
sestavil skalu mocnin cisla 2

-3 |-2|-1(0|1]|2 (34 |5 |6
112 (4 (8|16 |32 |36

ool
N[
N[

a objasnil, jak snadno je mozno ¢isla z této Skaly nasobit.
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Michael Stifel (1487-1567) v knize Arithmetica integra (1544)
sestavil skalu mocnin cisla 2

-3 |-2|-1(0|1]|2 (34 |5 |6
112 (4 (8|16 |32 |36

][
N[
N[

a objasnil, jak snadno je mozno ¢isla z této skaly nasobit.

S jednoduchym (genidlnim) ndpadem pfisli
John Napier (1550-1617) a nezavisle Jost Biirgi (1552-1632):
pri omezeném n bude skala mocnin

—n —n+1 —1 0 1 n—1 n
a ,a yeee, @ T,a,AQ7,...,Q ,a

tim ,rovnomérnéjsi“, ¢im blizsi ¢islu 1 bude zaklad a.
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Michael Stifel (1487-1567) v knize Arithmetica integra (1544)
sestavil skalu mocnin cisla 2

-3 |-2|-1(0|1]|2 (34 |5 |6
112 (4 (8|16 |32 |36

][
N[
N[

a objasnil, jak snadno je mozno ¢isla z této skaly nasobit.

S jednoduchym (genidlnim) ndpadem pfisli
John Napier (1550-1617) a nezavisle Jost Biirgi (1552-1632):
pri omezeném n bude skala mocnin

a "o " a7t aal,. . 0" a"
tim ,rovnomérnéjsi“, ¢im blizsi ¢islu 1 bude zaklad a.
(Pochybnost: nebude rozpéti té skaly kolem ¢isla 1 pfilis tzké,
aby mélo prakticky vyznam?)

Napier: a = 0,9999999, Biirgi a = 1,0001.

10



III. Cim byly prvni logaritmy?

Napier: Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (1614)
fec. logos+arithmos (Gisla poméra?)
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III. Cim byly prvni logaritmy?

Napier: Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (1614)
fec. logos+arithmos (Gisla poméra?)

Encyclopedia Britannica (1794):
Logarithms indicate the ratios of numbers to one another; being
a series of numbers in arithmetical progression, corresponding to
others in geometrical progression.

Rozdil libovolnych dvou logaritmi uréuje podil téch dvou
Cisel, ktera jsou jimi reprezentovana.

Biirgi: Arithmetische und Geometrische Progress-Tabulen (1620)
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Biirgi: Arithmetische und Geometrische Progress-Tabulen (1620)

Maji byt v tabulkach v aritmetické radé ¢isla, nebo jejich
logaritmy? (Hleddme v nich v obou smérech.)
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III. Cim byly prvni logaritmy?
Napier: Mirifici Logarithmorum Canonis Descriptio (1614)
fec. logos+arithmos (Gisla poméra?)

Encyclopedia Britannica (1794):
Logarithms indicate the ratios of numbers to one another; being
a series of numbers in arithmetical progression, corresponding to
others in geometrical progression.

Rozdil libovolnych dvou logaritmi uréuje podil téch dvou
Cisel, ktera jsou jimi reprezentovana.

Biirgi: Arithmetische und Geometrische Progress-Tabulen (1620)

Maji byt v tabulkach v aritmetické radé ¢isla, nebo jejich
logaritmy? (Hleddme v nich v obou smérech.)
V Napierovych tabulkach byly v aritmetické radé ostré uhly

s krokem 1’. Jim piisluSely zapisované goniometrické hodnoty a
jejich logaritmy.

11



Kazdy radek Napierovy tabulky mél tvar:

« sina nap(sina) nap(tgw) nap(cosa) cosa 90°—« ‘

Sedm tdaju: dva thly a pét (zpravidla sedmimistnych)
prirozenych cisel.

Hodnoty sin «, cos & — ne poméry, nybrz délky — cela ¢isla
z intervalu = € (0,107) (plny sinus: sin 90° = 107).

12
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Sedm tdaju: dva thly a pét (zpravidla sedmimistnych)
prirozenych cisel.

Hodnoty sin «, cos & — ne poméry, nybrz délky — cela ¢isla
z intervalu = € (0,107) (plny sinus: sin 90° = 107).

Napiertiv logaritmus (zkr. nap) — pro nés funkce s predpisem:

def T —7\1
y=nap(z) & 757 =(1-10 Y




Kazdy radek Napierovy tabulky mél tvar:

« sina nap(sina) nap(tgw) nap(cosa) cosa 90°—« ‘

Sedm tdaju: dva thly a pét (zpravidla sedmimistnych)
prirozenych cisel.

Hodnoty sin «, cos & — ne poméry, nybrz délky — cela ¢isla
z intervalu = € (0,107) (plny sinus: sin 90° = 107).

Napiertiv logaritmus (zkr. nap) — pro nés funkce s predpisem:

def T —7\1
y=nap(z) & 757 =(1-10 Y

Pro Napiera byla x, y celad nezaporna cisla: hledal postupné
vzdy tu hodnotu y, pro kterou ma celociselné zaokrouhleni
piislusného x € (0,107) danou hodnotu sin « ¢ cos a.
Nepocital tedy nap(z) pro kaZdé sedmimistné x. (1)



ar, = 0,9999999F = (1 —1077)"

Rekurentni vypocet: ag = 1,
g1 = (1 = 10_7)ak = ar — 10_7ak

13



Rekurentni vypocet: ag = 1,

ar = 0,9999999" = (1 —

10°7)"

g1 = (1 = 10_7)ak = ar — 10_7ak

Eo|ax=(1—10"7)" ko lan=(1-10"7)"
1 |0,99999990000000 6 |0,99999940000015
2 |0,99999980000001 7 |0,99999930000021
3 [0,99999970000002 8 10,99999920000028
4 [0,99999960000005 9 0,99999910000036
5 |0,99999950000010 10 |0,99999900000045

nap(0) = 107, podtrzené &islo je vizdy nap(k).
Z4dné od 0 do 107 nebude chybét: ax —ary1 = 10~ "a, < 1077,

13



ko |ax=(1—10"7)" k ar = (1-1077)"
3163 | 0,99968375000176

99 |0,99999010004851
100 | 0,99999000004950 9999 | 0,99900059968348
101 | 0,99998990005050 10000 | 0,99900049978342
10001 | 0,99900039988337

999 | 0,99990010498484
1000 |0,99990000499484 99999 | 0,99004993225914
1001 |0,99989990500483 100000 |0,99004983325414
100001 |0,99004973424916

3162

0,99968384997015

14




o Ja=0-100" | & Ja=@-107)F

999999 |0,90483750399552 || 9999999 |0,36787945956542
1000000 |0,90483741351177 || 10000000 |0,36787942277747
1000001 |0,90483732302803 |[10000001 |0,36787938598953

Pozndmka: e~! = 0,3678794411171...

15




k ar = (1—-10"7)" k ar = (1-1077)"

999999 |0,90483750399552 || 9999999 |0,36787945956542

1000000 |0,90483741351177 || 10000000 |0,36787942277747

1000001 |0,90483732302803 |[10000001 |0,36787938598953

Pozndmka: e~! = 0,3678794411171...

Rychlejsi pohyb ve skale {ax}: axt100 = ar(1 — 1075) apod.
(Chyba (1—10"7)"% =1 — 1075 je cca 0,5 - 10711
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k ar = (1—-10"7)" k ar = (1-1077)"

999999 |0,90483750399552 || 9999999 |0,36787945956542

1000000 |0,90483741351177 || 10000000 |0,36787942277747

1000001 |0,90483732302803 |[10000001 |0,36787938598953

Poznamka: e~ = 0,3678794411171 ...
Rychlejsi pohyb ve skale {ax}: axt100 = ar(1 — 1075) apod.
(Chyba (1—10"7)"% =1 — 1075 je cca 0,5 - 10711

Zopakujme: Napier nehledal indexy k pro vSechna c¢isla
ar = Ok, nybrz jen pro tabulkové hodnoty sinu a kosinu.

sin0°1’ = 2,908882-10~* = (1 — 10—7)81 425712

sin0°2’ = 5,817961 - 10~* = (1 — 1077)74494240

15



def T

_ _ —7\¥
y = nap(z) & 107 =(1-10"7)

Nésobeni ¢isel a, b € (0, 1) podle Napierovych tabulek:

nap(107a) + nap(107b) = nap(107ab)

16



def T

_ _ —7\¥
y = nap(z) & 107 =(1-10"7)

Nésobeni ¢isel a, b € (0, 1) podle Napierovych tabulek:

nap(107a) + nap(107b) = nap(107ab)

Bez tohoto posunu desetinné carky:

‘nap(ab) = nap(a) + nap(b) — nap(1) ‘ (nap(1) = 161 180948)
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def T

_ _ —7\¥
y = nap(z) & 107 =(1-10"7)

Nésobeni ¢isel a, b € (0, 1) podle Napierovych tabulek:

nap(107a) + nap(107b) = nap(107ab)

Bez tohoto posunu desetinné ¢arky:

‘nap(ab) = nap(a) + nap(b) — nap(1) ‘ (nap(1) = 161 180948)

Henry Briggs (1556-1630): praktické pozadavky
l(ab) = l(a) +1(b) (atedy (1) =0)
a [(10) = 1 (v dtsledku ¢ehoz [(10%) = k pro kazdé k € Z).

Pii nésobeni nds (uzivatele desitkové soustavy) totiz nejvice
potési Cinitelé 10%.

16



Briggsovy prvni tabulky dekadickych logaritmi (1617, 1624)
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Briggsovy prvni tabulky dekadickych logaritmi (1617, 1624)

Poznamka: Na zavislost y = 10” jako na ,mocninnou” zalezitost
(tak jsme ji pravé zapsali) jesté dlouho nikdo nepomyslel,
mluvilo se o ,antilogaritmech®.
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Briggsovy prvni tabulky dekadickych logaritmi (1617, 1624)
Poznamka: Na zavislost y = 10” jako na ,mocninnou” zalezitost
(tak jsme ji pravé zapsali) jesté dlouho nikdo nepomyslel,
mluvilo se o ,antilogaritmech®.

Zpét k Napierovi: —= = (1—10~7)"

10
Posunime v z, resp. y desetinnou ¢arku o 7 mist doprava, resp.
doleva. Dostaneme

r=(1-107)"Y =2, kde z=(1-10"7)"" ze 1,

coz je novovéka definice logaritmu y = log, x pfi zakladu z.

17



Briggsovy prvni tabulky dekadickych logaritmi (1617, 1624)
Poznamka: Na zavislost y = 10” jako na ,mocninnou” zalezitost
(tak jsme ji pravé zapsali) jesté dlouho nikdo nepomyslel,
mluvilo se o ,antilogaritmech®.

i _7y
o7 = (1-10 )

Posunime v z, resp. y desetinnou ¢arku o 7 mist doprava, resp.
doleva. Dostaneme

Zpét k Napierovi:

7 7
z=(1-10"7)"Y=2%, kde z=(1-10"")" e},
coz je novovéka definice logaritmu y = log, x pfi zakladu z.

Jak vSak s jinymi zdklady (napf. z = 10) pocitat z¥ pro éisla y
s N desetinnymi misty, kdyz nemame k dispozici vyjadreni

z = w®" | umoziiujici prevod z¥ = w!°" ¥ ? To je esence triku
pant Napiera a Biirgi: vybrali zaklady z, kterd takova vyjadreni
maji. (Nejde o shazov, naopak ... )

17



IV. Pfirozené logaritmy a jejich zaklad

Kolem roku 1650 (dekadické logaritmy jiz byly zavedenym
prostiedkem vypoctil) se predmétem zajmu stala funkce

o= [ § @>o,

18



IV. Pfirozené logaritmy a jejich zaklad

Kolem roku 1650 (dekadické logaritmy jiz byly zavedenym
prostiedkem vypoctil) se predmétem zajmu stala funkce

o= [ § @>o,

obdarena stejnym ,kouzlem“: pro libovolna a,b > 0 plati

L(ab) = /‘“’ dt / dt /‘“’ dt /a“b d(tt//aa) _

— L(a) + %“_L( )+ L(b)

(pouzili jsme substituci u = t/a).

Rikalo se ji proto hyperbolicky & prirozeny logaritmus.
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IV. Pfirozené logaritmy a jejich zaklad

Kolem roku 1650 (dekadické logaritmy jiz byly zavedenym
prostiedkem vypoctil) se predmétem zajmu stala funkce

o= [ § @>o,

obdarena stejnym ,kouzlem“: pro libovolna a,b > 0 plati

L(ab)—/lab%—/la%+/aab%_L(a)+Labdij/aa)_

b du
= L(a) + i L(a) + L(b)

(pouzili jsme substituci u = t/a).
Rikalo se ji proto hyperbolicky & prirozeny logaritmus.

Miuzeme tuto funkci pfiblizit stiedoskoldkim, kdyz uz jsme je
obeznamili s technikou vypoctt prvnich logaritma?

18



Vime, ze logaritmy lze poéitat numericky s presnosti 1/n
pomoci funkce

e 1\"
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Vime, ze logaritmy lze poéitat numericky s presnosti 1/n
pomoci funkce

e 1\"

a to na dvojicich hodnot (xg, yx):

k 1\"
Y = — a Ik—<1+—> (k:O,l,Q,...).
n n
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Vime, ze logaritmy lze poéitat numericky s presnosti 1/n
pomoci funkce

e 1\™
y = ln(2) &= <1+—> \
n
a to na dvojicich hodnot (xg, yx):

k 1\"
Y = — a Ik—<1+—> (k:O,l,Q,...).
n n

Protoze pro kazdé i = 0,1,2,... mame

xi+1—xi:xi+1_1:<1+l>_1:l7
1 n n

Ly Ly
lze jednoducha cisla yi, zapsat také takto slozite:

k—1

Li+1l — T4
Yk = E - -
T,

i=0 v

19



k-1
PfepiSme to: yi = Z . (i1 — x4)

i=0 "

20



k—1
Y 1
Piepisme to:  yp = _Z(:) o (Tig1 — )
7=
Geometricky to je soucet obsaht k& obdélniki, kazdy se

, , 1 , .
zakladnou (x;, x;+1) a vySkou —, které lze v souvislé radé
Ty

1
prikreslit do prvniho kvadrantu ke grafu funkce y = —.

x
(I bez obrazku jisté vidite, Ze jde o integralni soucet zminéné
funkce pro déleni 1 = ¢y < 1 < --- < Ty S reprezentanty
v levych krajnich bodech délicich intervali).
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k—1
Y 1
Piepisme to:  yp = _Z(:) o (Tig1 — )
7=
Geometricky to je soucet obsaht k& obdélniki, kazdy se

, , 1 , .
zakladnou (x;, x;+1) a vySkou —, které lze v souvislé radé
Ty

prikreslit do prvniho kvadrantu ke grafu funkce y = %

(I bez obrazku jisté vidite, Ze jde o integralni soucet zminéné
funkce pro déleni 1 = ¢y < 1 < --- < Ty S reprezentanty

v levych krajnich bodech délicich intervali).

Intuitivné je jasné, co se bude dit, kdyz budeme nas parametr
presnosti 1/n stlacovat k nule:

Budeme se priblizovat k (rovnéz ,mirifici-logaritmické*) funkci
y = L(z), jejiz kazdd hodnota y bude obsahem ttvaru mezi

hyperbolou y = — a intervalem (1, z) osy x.
T

20



Prekvapivé spojeni logaritmické vlastnosti s jednoduchou
kuzeloseckou (hyperbolou) muselo pfinést ovoce.

Jeji (té vlastnosti) nositelka, funkce

(D) lnx:/ df
1 t

pravem ziskala mezi vSemi logaritmickymi funkcemi unikatni
postaveni.
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Prekvapivé spojeni logaritmické vlastnosti s jednoduchou
kuzeloseckou (hyperbolou) muselo pfinést ovoce.

Jeji (té vlastnosti) nositelka, funkce

(D) lnx:/ df
1 t

pravem ziskala mezi vSemi logaritmickymi funkcemi unikatni
postaveni.

Z integrélové definice (D) lze prostfedky matematické analyzy

v oboru R odvodit vSechny znamé vlastnosti logaritmické funkce
y = Inz a (k ni jako inverzni) exponencidlni funkce y = e”,
véetné té, ze hodnota e* je (pro x € Q) skutecné x-t4 mocnina
Cisla e podle algebraické konstrukce.
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Prekvapivé spojeni logaritmické vlastnosti s jednoduchou
kuzeloseckou (hyperbolou) muselo pfinést ovoce.

Jeji (té vlastnosti) nositelka, funkce

(D) lnx:/ df
1 t

pravem ziskala mezi vSemi logaritmickymi funkcemi unikatni
postaveni.

Z integrélové definice (D) lze prostfedky matematické analyzy

v oboru R odvodit vSechny znamé vlastnosti logaritmické funkce
y = Inz a (k ni jako inverzni) exponencidlni funkce y = e”,
véetné té, ze hodnota e* je (pro x € Q) skutecné x-t4 mocnina
Cisla e podle algebraické konstrukce.

Pro matematickou analyzu je ovSem vyznamnéjsi vlastnost:

(e”) =e” (nebot (Inz)’ = 1/x)

21



Dvé zdkladni mocninné fady (v historickém poradi):

1+x x
dt dt
)= [ = [ -
1 0

:/ (I—t+t*—t+...)dt=
0

{L'2 {,133 {,134
—x—?-i-?—Z‘i‘ (|$|<1)
. 2 {L‘B i
e—1+ﬂ+§+§+ GF = F

22



Pozor: Cislo e je v teorii s definici (D) zavadéno vztahem
¢ dt

Ine =1, tedy
1 t

L

takze se pak dokazuje rovnost

1 n
e= lim <1 + —) .
n—oo n
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Pozor: Cislo e je v teorii s definici (D) zavadéno vztahem
¢ dt

Ine =1, tedy
1 t

L

takze se pak dokazuje rovnost

1 n
e= lim <1 + —) .
n—oo n

My tu limitu vidime z vysledku ,nasi“ konstrukce

n—0o0

1\™
yzlnx@leim(l—i——) ,
n

kdyz polozime y = 1.
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Pozor: Cislo e je v teorii s definici (D) zavadéno vztahem
¢ dt

Ine =1, tedy
1 t

1L,
takze se pak dokazuje rovnost

1 n
e= lim <1 + —) .
n—oo n

My tu limitu vidime z vysledku ,nasi“ konstrukce

1\™
y=Ihzr & = lim <1+—) ,
n— oo n
kdyz polozime y = 1.

Kolik ¢asu ve vyuce bychom potiebovali, aby nepadala
(ta limita pro zéklad e) na hlavy studentt .,z nebe“ ?

Neni marné védét, odkud se to vSechno vzalo?!

23



V. Funkce jsou ... o zménach hodnot!

Aritmetické a geometrické posloupnosti (funkce na N) zavadime
ve Skole nikoliv predpisy, nybrz zakonitostmi
(py1 — ap = d, resp. an+1/an =q.

24



V. Funkce jsou ... o zménach hodnot!
Aritmetické a geometrické posloupnosti (funkce na N) zavadime
ve Skole nikoliv predpisy, nybrz zakonitostmi

(py1 — ap = d, resp. an+1/an =q.
Dva zéakladni zptusoby vyjadieni zmény hodnoty proménné w
w2 — W1 a wg/wl
maji uplatnéni v fadé praktickych situaci (o kolik ¢ kolikrdt).
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V. Funkce jsou ... o zménach hodnot!

Aritmetické a geometrické posloupnosti (funkce na N) zavadime
ve Skole nikoliv predpisy, nybrz zakonitostmi
(py1 — ap = d, resp. an+1/an =q.

Dva zéakladni zptusoby vyjadieni zmény hodnoty proménné w
W2 — W1 a wWa / w1
maji uplatnéni v fadé praktickych situaci (o kolik ¢ kolikrdt).

Dynamika linearni funkce f:

f(@) = fly) =A-(x—y) (A=konst)
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V. Funkce jsou ... o zménach hodnot!

Aritmetické a geometrické posloupnosti (funkce na N) zavadime
ve Skole nikoliv predpisy, nybrz zakonitostmi
(py1 — ap = d, resp. an+1/an =q.
Dva zéakladni zptusoby vyjadieni zmény hodnoty proménné w
W2 — W1 a wWa / w1
maji uplatnéni v fadé praktickych situaci (o kolik ¢ kolikrdt).
Dynamika linearni funkce f:

f(@) = fly) =A-(x—y) (A=konst)

Pfinosné a netrivialni je poznani, ze linearni funkce jsou
charakterizovany obecnéji vyjadienou zakonitosti:
zména f(x) — f(y) zdvisi pouze na zmeéné x — y.

24



Véta 1. Necht f: I — R a pro libovolné z, y, u,v € I plati

r—y=u—v = f(x) = fy)=fu) - f(v).
Je-li f spojita na I, pak f(z) = Az + B.

25



Véta 1. Necht f: I — R a pro libovolné z, y, u,v € I plati

r—y=u—v = f(x) = fy)=fu) - f(v).
Je-li f spojita na I, pak f(z) = Az + B.

Dikaz: I =(0,1), f(0) =0, f(1)=A
Staci dokazat, ze f(r) = Az pro racionalni z € (0, 1).
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Véta 1. Necht f: I — R a pro libovolné z, y, u,v € I plati

r—y=u—v = f(x) = fy)=fu) - f(v).
Je-li f spojita na I, pak f(z) = Az + B.

Dukaz: I = (0,1), f(0) =0, f(1)=A
Staci dokazat, ze f(r) = Az pro racionalni z € (0, 1).
Pro celé n > 1 uvazme n rozdila
PG = F@ PR = £GP ) = £ F(R) = £
Podle podminky jsou stejné a jejich soucet je f(1) — f(0) = A,
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Véta 1. Necht f: I — R a pro libovolné z, y, u,v € I plati

r—y=u—v = f(x) = fy)=fu) - f(v).
Je-li f spojita na I, pak f(z) = Az + B.

Dukaz: I = (0,1), f(0) =0, f(1)=A
Staci dokazat, ze f(r) = Az pro racionalni z € (0, 1).
Pro celé n > 1 uvazme n rozdila

FG) =G FR) = F(R) F(B) = F(B),- - F(B) — F(B5H)-
Podle podminky jsou stejné a jejich soucet je f(1) — f(0) = A,
takze jsou v8echny rovny A/n. Odtud postupné

FR=fQ+a=5.B) =R +5=2%...
tedy f(2)=A- 2 prokazdé m=1,2,...,n—1. O

25



Podminku x —y =u—v = f(z)— f(y) = f(u) — f(v) lze zapsat:
r+y=utv = f2)+f(y) =f(u)+ f(v)

26



Podminku x —y =u—v = f(z)— f(y) = f(u) — f(v) lze zapsat:

r+y=utv = f2)+f(y) =f(u)+ f(v)
Za predpokladu f(0) =0 volbouu=0av=2x+y:

flx+y) = f(x)+ fy).

S oborem z,y € R to je tzv. Cauchyova funkcionalni rovnice.
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Podminku x —y =u—v = f(z)— f(y) = f(u) — f(v) lze zapsat:
r+y=utv = f2)+f(y) =f(u)+ f(v)
Za predpokladu f(0) =0 volbouu=0av=2x+y:
fl@+y) = f(z)+ )
S oborem z,y € R to je tzv. Cauchyova funkcionalni rovnice.
Existence feSeni ruznych od f(z) = Az.

Frantisek Neuman: Funkcionalni rovnice, Matematicky seminar
SNTL, sv. 24, SNTL, Praha 1986, 104 s.
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Co je dynamikou exponencialnich funkci?
Véta 2. Necht f: I — RT a pro libovolna x,y, u,v € I plati
flx) _ fu)

T—Y=u—v = ——=

fly) — flo)
Je-li f spojitd na I, pak f(x) = B - A®.
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Co je dynamikou exponencialnich funkci?
Véta 2. Necht f: I — RT a pro libovolna x,y, u,v € I plati
flx) _ fu)

T—Y=u—v = ——=

fly) — flo)
Je-li f spojitd na I, pak f(x) = B - A®.

Dikaz: Disledek Véty 1 pro funkei g: I — R, g(x) = In f(z):

9(2) — 9y) = In f(z) — In f(y) = n £62,
g(r)=ax+b = f(x)=e®*=B- A%, kde B=e" A=¢".
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Co je dynamikou exponencialnich funkci?
Véta 2. Necht f: I — RT a pro libovolna x,y, u,v € I plati
flx) _ fu)

T—Y=u—v = ——=

fly) — flo)
Je-li f spojitd na I, pak f(x) = B - A®.

Dikaz: Disledek Véty 1 pro funkei g: I — R, g(x) = In f(z):

9(2) — g(9) = f(z) — In f(y) = In £,
g(r)=ax+b = f(x)=e®*=B- A%, kde B=e" A=¢".

Exponencialni funkce jsou proto charakterizovany zakonitosti:
zmeéna f(z)/f(y) zdvisi pouze na zméné x —y.

Priklady: princip spojitého trokovani, ...
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Jesté jednou
Véta 2. Necht f: I — RT a pro libovolna x,y, u,v € I plati
fx) _ fu)

(%) rT—yYy=u—v => —=

fly) — flo)
Je-li f spojitd na I, pak f(x) = B - A®.

I'={0,1), f(0) =1, f(1) = A >0, f(z) =7
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Jesté jednou

Véta 2. Necht f: I — RT a pro libovolna x,y, u,v € I plati
fx) _ fu)

(%) rT—yYy=u—v => —=

fly) — flo)
Je-li f spojitd na I, pak f(x) = B - A®.

I'={0,1), f(0) =1, f(1) = A >0, f(z) =7

Ze soucinu n stejnych podili

iy AR F(C) RTEI 1y g
A_kr_[lﬂ%)_(f(%)) =) =4 = f(2) = VA4,

obecné f(™I) = V/A™. Takové odvozeni tedy kopiruje konstrukci
skaly mocnin ¢isla A s racionalnimi exponenty.
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Jesté jednou

Véta 2. Necht f: I — RT a pro libovolna x,y, u,v € I plati
fx) _ fu)

(%) rT—yYy=u—v => —=

fly) — flo)
Je-li f spojitd na I, pak f(x) = B - A®.

I'={0,1), f(0) =1, f(1) = A >0, f(z) =7

Ze soucinu n stejnych podili

iy AR F(C) RTEI 1y g
A_kr_[lﬂ%)_(f(%)) =) =4 = f(2) = VA4,

obecné f(™I) = V/A™. Takové odvozeni tedy kopiruje konstrukci
skaly mocnin ¢isla A s racionalnimi exponenty.

Kdo nam ted ten kol ,ulozil“? Touha rozkryt zakonitost (x)
(v niz zddné mocniny nevystupuji!).
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Aritmetické posloupnosti «— Linearni funkce

Geometrické posloupnosti «— Exponencialni funkce

29



Aritmetické posloupnosti «— Linearni funkce
Geometrické posloupnosti «— Exponencialni funkce

Prehled zékonitosti zdkladnich funkeci:

fx)—fly) =2(x—y) & f(zr)=ax+Db
f(x)_ = 2D =b-a%=b. e~
m—dj( y) & f(x)=0b b

f(x)f(y)_@(g) & f(@)=b+alnz=b+log,x

29



Aritmetické posloupnosti «— Linearni funkce
Geometrické posloupnosti «— Exponencialni funkce
Prehled zakonitosti zakladnich funkei:
@) — fy) = 8@ —y) & f(z) —az+b
f(x)

ngp(l‘—y) A f(x):b-amzb_ecm

f(x)f(y)_@(g) & f(@)=b+alnz=b+log,x

f(z) _@(g) o f(z)=b-a®

f()

Ma to néjaky prakticky vyznam?
Ano, napiiklad pfi hleddni druhu jednoduché zavislosti v = f(u)
z tabulky, tj. z dané koneéné mnoziny dvojic (u,v).
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VI. Jak se dnes mocniny a logaritmy pocitaji?

a® = (eln“)b =ePn? (g eRT, beR)
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VI. Jak se dnes mocniny a logaritmy pocitaji?

a® = (eln“)b =ePn? (g eRT, beR)

Pro z= vyuzijeme Taylorovu fadu

z_q o x? B "

Staci tedy vytesit otdzku, jak poéitat (pfirozené) logaritmy.
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VI. Jak se dnes mocniny a logaritmy pocitaji?

a® = (eln“)b =ePn? (g eRT, beR)

Pro z= vyuzijeme Taylorovu fadu

z_q o x? B "

Staci tedy vytesit otdzku, jak poéitat (pfirozené) logaritmy.

Pro kazdé x € (—1,1) mame

22 oz ozt 2® 2% a7

1n(1+$)ZJI—?-F?—Z‘FE—F-F?—...

Tak miizeme pocitat Ina jen pro a € (0,2).
Navic je to hodné pomalé pro a blizka krajnim mezim.
Takova kritickd a (ani a > 2) vSak nepotiebujeme. Pro¢?

30



Ve dvojkové soustavé: a =2"-ag, kde m € Z a ag € (1,2)

(7)) 1 (07))
Ina = 1)In2+In— —<—<1
na=(m+1)ln +n2 (2_2<>
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Ve dvojkové soustavé: a =2"-ag, kde m € Z a ag € (1,2)

27 2

1
lna:(m+1)ln2+ln% (—<@<1>

Prole—%takplatio<x<%a

Konvergence rychlejsi nez u fady ¢+¢*+¢>+q¢*+... pro ¢ = %
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Ve dvojkové soustavé: a =2"-ag, kde m € Z a ag € (1,2)

(7)) 1 (07))
Ina = 1)In2+In— - < —<1
na=(m+1)ln +n2 (2_2<>

Prole—%takplatio<x<%a

Konvergence rychlejsi nez u fady ¢+¢*+¢>+q¢*+... pro ¢ = %

Jesté efektivngjsi vypocet (s odhadem g = 3):

1—ag 1+ 3 5 2T
= =1 = =2 — 4+ =+ —=+...
x 17 a0 ngo =lIn-—— (x+3+5+7+ )

nebot z ag € (1,2) plyne z € (0, 1) neboli 2% € (0, §).

Takto lze dokonce pocitat In ag pro kazdé kladné cislo ag.
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VII. V oboru C se péstuje nejen algebra,
ale i analyza (a geometrie) ...

Mocniny a odmocniny
& (2eCkeq) a Yz (2€C,neN)

do jedné skaly nespojujeme a dale je algebraicky nerozsitfujeme
(/2 ma n ,rovnopravnych“ hodnot, je-li z # 0).

32



VII. V oboru C se péstuje nejen algebra,
ale i analyza (a geometrie) ...

Mocniny a odmocniny
& (2eCkeq) a Yz (2€C,neN)

do jedné skaly nespojujeme a dale je algebraicky nerozsitfujeme
(/2 ma n ,rovnopravnych“ hodnot, je-li z # 0).

S inspiraci, avSak nezavisle na vysledcich analyzy v oboru R:

52
exp()—1+ +—+—+ Zk'
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VII. V oboru C se péstuje nejen algebra,
ale i analyza (a geometrie) ...

Mocniny a odmocniny
& (2eCkeq) a Yz (2€C,neN)

do jedné skaly nespojujeme a dale je algebraicky nerozsitfujeme
(/2 ma n ,rovnopravnych“ hodnot, je-li z # 0).

S inspiraci, avSak nezavisle na vysledcich analyzy v oboru R:

52
exp()—1+ +—+—+ Zk'

Polomér konvergence je oo, soucet je celd funkce s derivaci

52 3 / 2
(1+z+—+§+ )—O-i-l—l—z—i—g-i- - = exp(z).

32



Pravidlem o nasobeni absolutné konvergentnich fad se odvodi:

‘exp(zl + 29) = exp(z1) - exp(z2) (21,22 € C) ‘
Disledky:
exp(z) - exp(—z) = 1, exp(z) # 0, (exp(z))k = exp(kz) (k € Z).

z

er X exp(z), kde e = exp(1).
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Pravidlem o nasobeni absolutné konvergentnich fad se odvodi:

‘exp(zl + 29) = exp(z1) - exp(z2) (21,22 € C) ‘
Disledky:
exp(z) - exp(—z) = 1, exp(z) # 0, (exp(z))k = exp(kz) (k € Z).

def exp(z), kde e = exp(1).

(Pozor (e*)¥ mé zatim smysl pouze pro w = 0,+1,+2, ...,
neni-li z =1.)
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Pravidlem o nasobeni absolutné konvergentnich fad se odvodi:

‘exp(zl + 29) = exp(z1) - exp(z2) (21,22 € C) ‘
Disledky:
exp(z) - exp(—z) = 1, exp(z) # 0, (exp(z))k = exp(kz) (k € Z).

def exp(z), kde e = exp(1).

(Pozor (e*)¥ mé zatim smysl pouze pro w = 0,+1,+2, ...,
neni-li z =1.)

7 takové teorie uz vyplyne teorie komplexniho sinu a kosinu

sinz & ol cosz & s
2i ’ 2
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Zésadni vyznam: |e* T = e”(cosy + isiny)

— Logaritmus nenulového komplexniho cisla

def
w=lnz & z=¢¥

mé nekoneéné mnoho hodnot w = Ing |z| +iargz.
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Zésadni vyznam: |e* T = e”(cosy + isiny)

— Logaritmus nenulového komplexniho cisla

def
w=lnz & z=¢¥

mé nekoneéné mnoho hodnot w = Ing |z| +iargz.

Proto mé (zpravidla) nekoneéné mnoho hodnot i obecna
mocnina

ab &f exp(b-Ilna) (a,be C,a#0)
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def
w=lnz & z=¢¥

mé nekoneéné mnoho hodnot w = Ing |z| +iargz.

Proto mé (zpravidla) nekoneéné mnoho hodnot i obecna
mocnina

ab &f exp(b-Ilna) (a,be C,a#0)

Rovnost a® - a® = ab+¢ neplati ani ,,mnozinové“,
dokonce i v ptipadé, kdy b,c € Q \ Z.
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Zésadni vyznam: |e* T = e”(cosy + isiny)

— Logaritmus nenulového komplexniho cisla

def
w=lnz & z=¢¥

mé nekoneéné mnoho hodnot w = Ing |z| +iargz.

Proto mé (zpravidla) nekoneéné mnoho hodnot i obecna
mocnina

ab &f exp(b-Ilna) (a,be C,a#0)

Rovnost a® - a® = ab+¢ neplati ani ,,mnozinové“,
dokonce i v ptipadé, kdy b,c € Q \ Z.

Napriklad 2% .23 z%, kde z # 0, ma sice ne 36, ale presto
6 riiznych hodnot, jen jedna z nich je z!. (Jsou to é&isla v/26.)

34



Ukézka obecné mocniny:

(ir)i = exp(iln(ir)) = exp (i (m + 1(% + 2k7r> )) -

= exp(% — 2km +iln7r> =

= eRff%ﬂ(coslnﬂ +isinlnw) (k€ Z)
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Ukézka obecné mocniny:

(ir)i = exp(iln(ir)) = exp (i (m + 1(% + 2k7r> )) -

= exp(% — 2km +iln7r> =

= eRff%ﬂ(coslnﬂ +isinln7w) (k€ Z)

(Ukazte podobné, Ze it € RT.)
Pro¢ jsem se vratil od e* k exp(z)?

Nejen proto, abyste lépe vidéli, totiz je v tom rozdil:
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Ukézka obecné mocniny:

(ir)i = exp(iln(ir)) = exp (i (m + 1(% + 2k7r> )) -

= exp<g — 2km +iln7r> =

= eRff%ﬂ(coslnﬂ +isinln7w) (k€ Z)

(Ukazte podobné, Ze it € RT.)
Pro¢ jsem se vratil od e* k exp(z)?
Nejen proto, abyste lépe vidéli, totiz je v tom rozdil:
e® = exp(zlne) = exp(z(l +1i-2km)) =
= exp(z) exp(2kmiz) (k € Z)

Vk € Z: exp(2krmiz) =1 & 2=0,+1,42, ...

35



VIII. Nerutinni tlohy jsou ... prubifské kameny!

log(log a)
1. Zjednoduste a Tog , kde logaritmy se berou pfi
stejném zakladu z.

2. V oboru R reste rovnici 2¥ + 3% = 5%.

3. Z hodnot log, z, log, z, log, x sestavte vyraz pro
hodnotu log,. x.

4. V oboru R feste rovnici (\/5—}— l)x + (\/§ — 1)I = 0.

5. Jen s tuzkou na papite zjistéte, které ze dvou cisel je
vétsi: log,, 8, nebo (logy,9)? ?
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log(log a)
1. Zjednoduste a Tog e , kde logaritmy se berou pii stejném

zakladu z.

a>0,a#1,loga>0
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log(log a)
1. Zjednoduste a Tog e , kde logaritmy se berou pii stejném

zakladu z.

a>0,a#1,loga>0

log(log a) log(log a)

V=a Tea = logV = -loga = log(log a)
loga
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log(log a)
1. Zjednoduste a Tog e , kde logaritmy se berou pii stejném

zakladu z.

a>0,a#1,loga>0

SO logV = log(log a)
loga

-loga = log(log a)
= V =loga

Odpovéd: Je-li a < 0 nebo loga < 0, vyraz nemé smysl. Je-li
a >0 aloga > 0, vyraz je roven loga.
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2. V oboru R reste rovnici 2* + 3% = 5%.

Ocekavate 2*+3*=5"= ... = ... =>z=17
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2\" | [(3\"
27437 =5% & (= -] =1
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2. V oboru R reste rovnici 2* + 3% = 5%.

Ocekavate 2 +3*=5" = ... = ... => =17
Ne,budeto z#1= ... = ... = 2%+ 3% #£ 5% |

2\" | [(3\"
27437 =5% & (= -] =1

2\* 3\ 2 3
Proz < 1: <5) +<3> >5+3_1‘
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2. V oboru R reste rovnici 2* + 3% = 5%.

Ocekavate 2 +3*=5" = ... = ... => =17
Ne,budeto z#1= ... = ... = 2%+ 3% #£ 5% |

2\” 3\°

2" 4+ 3 =5 & | = - =1
* ) - ()
2\* 3\ 2 3

P 1: - - -+ -=1.
o x < <5) +<5> >5-i-5
2.3
5 5

2\* 3\°
P > 1: - = <
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2. V oboru R reste rovnici 2* + 3% = 5%.

Ocekavate 2 +3*=5" = ... = ... => =17
Ne,budeto z#1= ... = ... = 2%+ 3% #£ 5% |

2\"  (3\°
2 +3° =5 & [ = 2] =1
= 5) +(3)

2\” 3\" 2 3
P 1: = = =4 == 1
1o r < <5) +<5> >5-i-5
2\” 3\* 2 3
P 1: = = =4 == 1,
o T > <5) + <5> 5 5
Zbyva do rovnice dosadit x = 1 a presvédcit se, ze je jejim

korenem.
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3. Z hodnot log, =, log, x, log,. x sestavte vyraz pro
hodnotu log;.. .
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Pripomenme ptevodni vztah: ‘ log, x = log, a - log, x

log, =
a jeho diikaz:  blo8» 198> — (plosne) T — glogar — [
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log, =
a jeho diikaz:  blo8» 198> — (plosne) T — glogar — [
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3. Z hodnot log, =, log, x, log,. x sestavte vyraz pro
hodnotu log;.. .

Pripomenme ptevodni vztah: ‘ log, x = log, a - log, x

log, =
a jeho diikaz:  blo8» 198> — (plosne) T — glogar — [

Diisledek: [ log, a - log, b =1

Ted uz k vlastni tloze:

1 1
1 = = =
O8abe log, abc  log,a+log, b+ log, c
- 1
-1 1 1

log,z log,x log.z
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3. Z hodnot log, =, log, x, log,. x sestavte vyraz pro
hodnotu log;.. .

Pripomenme ptevodni vztah: ‘ log, x = log, a - log, x

log, =
a jeho diikaz:  blo8» 198> — (plosne) T — glogar — [

Diisledek: [ log, a - log, b =1

Ted uz k vlastni tloze:

1 1
1 = = =
O8abe log, abc  log,a+log, b+ log, c
- 1
-1 1 1

log,z log,x log.z

Nezapomenout na pripad z = 1!
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4. V oboru R feSte rovnici (\/5—}— 1)36 + (\/5 — 1)I = 0.
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4. V oboru R feSte rovnici (\/5—}— l)x + (\/5 — 1)I = 6.

Zaklady jsou navzajem prevracend cisla: (\/5 + 1) (\/5 — 1) = 1.
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4. V oboru R feSte rovnici (\/5—}— l)x + (\/5 — 1)I = 0.

Zaklady jsou navzajem prevracend cisla: (\/5 + 1) (\/5 — 1) = 1.
Substituce y = (\/5 + l)m:

1
y+-=6 © y=3+2v2
Y

(V2+1)"=3+2v2=(vV2+1)" & 2 =2
(V2+1)"=3-2v2=(vV2-1)° & o =2
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5. Jen s tuzkou na papite zjistéte, které ze dvou cisel je
vétsi: log, 8, nebo (log;;9)??
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5. Jen s tuzkou na papite zjistéte, které ze dvou cisel je
vétsi: log, 8, nebo (log;;9)??

Misto log;, piSme pouze log:
(log9)? = (log(10-0,9))* = (1 +10g0,9)* =
— 1+ 210g0,9 + (log0,9)” > 1+ 210g 0,9 =
=1+10g(0,9%) =log8,1 > log8

Odpovéd: (log9)? > log8
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5. Jen s tuzkou na papite zjistéte, které ze dvou cisel je
vétsi: log, 8, nebo (log;;9)??

Misto log;, piSme pouze log:
(log9)? = (log(10-0,9))* = (1 +10g0,9)* =
— 1+ 210g0,9 + (log0,9)” > 1+ 210g 0,9 =
=1+10g(0,9%) =log8,1 > log8
Odpovéd: (log9)? > log8
Poznamka: log 8 = 0,903, (log 9)% = 0,911.
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