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]

/Zadani Uloh domaci ¢asti |. kola

Kategorie A

1. V oboru redlnych cisel feste soustavu rovnic
2z + y] = 2022,
3y + |22 = 2023.
(Symbol |a]| znaci dolni celou cast redlného ¢isla a, tj. nejvetsi celé ¢islo, které neni
vétsi nez a. Napt. [1,9] =1a [-1,1] = -2.) (Jaroslav Svrcek)

2. Je dan ostrothly trojihelnik ABC. Na polopiimkach opa¢nych k CA a BA lezi
postupné body B' a C’ tak, ze |B'C| = |AB| a |C'"B| = |AC|. Dokazte, ze stfed
kruznice opsané trojiuhelniku AB’C’ lezi na kruZnici opsané trojuhelniku ABC'

(Patrik Bak)

3. Pro dané kladné celé ¢islo n uvazme obdélnikovy hraci plan 2n x 2 a na ném 2n zetont
ocislovanych 1,2,...,2n a rozmisténych jako na obrazku vlevo. V jednom tahu je
mozné posunout jeden Zeton z jeho policka na policko sousedici stranou, pokud je
prazdné.* Kolika nejméné tahy lze z puvodniho rozestaveni ziskat rozestaveni na
obrazku vpravo?
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(Josef Tkadlec)

4. Jsou déana dvé licha prirozena cisla k£ a n. Martin pro kazda dvé prirozena cisla i, j
spliujici 1 £ 4 < ka1l < j < n napsal na tabuli zlomek i/j. Urcete medidn vsech
téchto zlomk, tedy takové realné ¢islo g, ze pokud vsechny zlomky na tabuli seradime
podle hodnoty od nejmensi po nejvétsi (zlomky se stejnou hodnotou v libovolném
poradi), uprostied tohoto seznamu bude zlomek s hodnotou q.  (Martin Melicher)

5. Je dan ostrouhly riznostranny trojuhelnik ABC. Osa vnitiniho dhlu u vrcholu A
a osy stran AB, AC vymezuji trojihelnik. Dokazte, ze prusecik jeho vysek lezi na
téznici z vrcholu A. (Josef Tkadlec)

6. Uvazujme posloupnost (a,)> ; definovanou nésledovné:
a1 =3 a a,=a1a2a;3...a,—1 — 1 pro véechna n = 2.
Dokazte, ze existuje
a) nekonecné mnoho prvocisel délicich alespon jeden clen této posloupnosti;

b) nekoneéné mnoho prvoéisel nedélicich zadny clen této posloupnosti.
(Martin Melicher)

* Hru si muzete vyzkouset na http://skmo.sk/72a3.
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72. ROCNIK MO (2022/2023) ZADANI DOMACI CAsTI I. KOLA
Kategorie B
1. Na tabuli napiseme deset navzajem riuznych prirozenych cisel. V kazdém kroku

nejdiive podtrhneme kazdé cislo, které neni souctem zadnych dvou raznych cisel
napsanych na tabuli, poté vSechna podtrzena cisla smazeme. Napriklad:

A A A A
1 3
S5 7 10 10
29 | 19 — —
30 42 50 30 49 50 49

— O
— ]
_—

1

0 Sl

a) Dokazte, Ze pro libovolnych deset napsanych ¢isel zistane po koneéném poctu
kroku tabule prazdna.

b) Urcete nejvétsi pocet kroki, po jejichz provedeni jesté nemusi zustat tabule

prazdné. Uvedte priklad deseti ¢isel, pro néz tohoto poctu dosdhneme.
(Patrik Bak)

2. Oznacme M pocet vsech moznych vyplnéni tabulky 3 x 3 navzajem riiznymi pfiroze-
nymi ¢isly od 1 do 9. Dale ozna¢me L pocet téch vyplnéni, kde jsou navic soucty vsech
¢isel v kazdém tadku i sloupci licha ¢isla. Urcete pomér L : M. (Jaromir Simsa)

3. Urcete vsechny dvojice (a,b) redlnych cisel, pro néz maji kvadratické trojcleny
P(z) =2* + ax + b a Q(x) = 2% + bx + a nésledujici vlastnost: kazda z rovnic

aP(z) +bQ(x) =0 a  aQ(z)+bP(x)=0

je kvadratickou rovnici s dvojnasobnym kotrenem. (Jaroslav Svrcek)

4. V konvexnim pétithelniku ABCDE plati BC' || DE, CD || AE, |XxBAD| = |xDAE|
a |[XxCBD| = |xDBA|. Dokazte, ze |CD| = |DE]. (Patrik Bak)

5. Zkoumejme trojice (a, b, ¢) kladnych celych éisel splitujicich podminku ab = 2.
a) Pro kazdé prvocislo p uvedte priklad trojice (a, b, ¢), pro kterou plati a+b—2c = p.
b) Dokazte, ze pro kazdou trojici (a, b, ¢) je a + b+ 2c¢ slozené ¢islo.
(Josef Tkadlec)

6. Je dan trojihelnik ABC' s pravym thlem pti vrcholu B. Ozna¢me [ stfed kruznice
jemu vepsané, M stred prepony AC a X prusecik primky I M s primkou BC'. Dokazte,
ze pokud lezi body B, I, M, C na jedné kruznici, je trojtihelnik ABX rovnoramenny.

(David Hruska)
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72.

. Necht ABCDE je pravidelny pétithelnik. Prusecik

ROCNIK MO (2022/2023) ZADANI DOMACI CASTI I. KOLA

Kategorie C
. Uvazujme 2022 zlomkti
0 1 2 2021
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ve tvaru podilu dvou celych nezapornych ¢isel, jejichz soucet je pro kazdy zlomek

roven 2022. Kolik z nich nabyva celoc¢iselné hodnoty? (Jaroslav Zhouf)
. Sebestovd ma z pétiminutovek primér znamek piesné 1,12. Dokazte, 7e z nich ma

aspon 22 jednic¢ek. (Mozné znamky jsou 1, 2, 3, 4, 5.) (Josef Tkadlec)

. 'V trojihelniku ABC' oznac¢me M stied strany AB, N stied strany AC a P stied

usecky M N. Dokazte, ze pokud |[MN| = |AP|, pak BP L CP.
(Patrik Bak, Eliska Macdkova)

. Mach hraje nasledujici hru. Na zac¢atku je na stole k hromadek, na nichz je postupné

1,2,3,...,k zetontu. V kazdém tahu vybere libovolné dvé hromadky a odstrani z obou
stejny pocet zetonu. Jeho cilem je, aby na stole zustal jediny Zeton. Muze se mu to
podarit a) pro k = 10, b) pro k = 117 (Radek Horensky)

uhlopricky AC s osou strany AB oznacme F. Do- B

kazte, ze trojuhelniky ABC a CDF maji stejny ob-
sah. (David Hruska)

A | B

. Urcete nejvétsi prirozené ¢islo n = 10 takové, Ze pro libovolnych 10 ruznych ¢isel
z mnoziny {1,2,...,n} plati nasledujici tvrzeni: Neni-li ani jedno z téchto 10 éisel

prvocislem, pak je soucet nékterych dvou z nich prvocislem. (Jdn Mazdk)
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